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摘  要 }本文提出了 ⁄̈ ·̄¤算子描述的线性系统的输入 ) 输出能量解耦方法 q它使得任何一个输入能量

主要控制对应的一个输出的能量 o对其它输出能量的影响尽可能小 q所得结论将连续与离散系统的有关结果

统一于 ⁄̈ ·̄¤算子系统 q
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1  引言(Ιντροδυχτιον)

自 �¬§§̄ ·̈²± 和 �²²§º¬±≈t ou 的研究工作发表

以来 o⁄̈ ·̄¤算子或变换作为一种新的离散化方法 o

引起了控制理论和信号处理方面研究人员的普遍关

注和研究兴趣 o并得到了较为系统深入的研究 o取得

了许多研究成果 q�²²§º¬±教授等建议采用 ⁄̈ ·̄¤算

子k或增量差分算子l来离散化连续系统 o在快速采

样情形下使其离散模型趋近于原来的连续模型 q

  利用 ⁄̈ ·̄¤算子 o可以同样处理离散状态下的

鲁棒控制和能量解耦等问题 q所谓能量解耦 o就是从

被控系统的输入输出能量关系上实现解耦 o使得任

何一个输入的能量主要控制对应的一个输出能量 o

而对其它输出能量的影响尽可能小 q这种解耦方法

类似于 � ²¶̈±¥µ²¦®≈y oz 的对角优势化近似解耦方

法 o但能量解耦是在时域系统中的近似解耦 q动态解

耦的实现相对比较困难 o代价比较高 o而能量解耦的

求解过程简单易于实现 o而且对被控对象的微小摄

动不敏感 o正好弥补了动态解耦的缺点 q由于离散时

间系统和采样数据系统解耦控制的研究相对比较薄

弱 o本文在毛维杰博士≈| 提出的线性定常系统的输

入输出能量解耦的基础上 o利用 ⁄̈ ·̄¤算子统一处

理线性连续系统和线性离散系统的能量解耦问题 q

  ⁄̈ ·̄¤kΔl算子定义为 }

Δ =
θ − t

Τ
(t)

其中 Τ为采样周期 , θ 为前向移位算子 ,即 θξ(τ)

� ξ(τ n Τ) ,现考虑如下的线性连续系统 :

δ
δτ
ξ(τ) = Αξ(τ) + Βυ(τ)

ψ(τ) = Χξ(τ) + Δυ(τ)

(u)

上式中 , ξ(τ) Ι Ρν 为系统状态 , υ(τ) Ι Ρ μ 为控制

输入 , Α !Β !Χ!Δ 为适当维数的常值矩阵 .

  若采用带零阶保持器的离散化方法对连续系统

进行采样 ,则(u)式的 θ算子离散化模型为 :

θξ(τ) = Αθξ(τ) + Βθυ(τ)

ψ(τ) = Χθξ(τ) + Δθυ(τ)
(v)

其中
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Αθ = ε
ΑΤ

, Βθ = Θ
Τ

s
ε
Α( Τ− Σ) ΒδΣ

Χθ = Χ, Δθ = Δ

(w)

而(u)式的 ⁄̈ ·̄¤算子离散化模型为 :

Δξ(τ) = ΑΔξ(τ) + ΒΔυ(τ)

ψ(τ) = ΧΔξ(τ) + ΔΔυ(τ)
(x)

(v)式和(x)式之间参数的关系如下 :

ΑΔ = ( Αθ − t)/ Τ = 7 ( Α , Τ) Α

ΒΔ = Βθ/ Τ = 7 ( Α , Τ) Β

ΧΔ = Χθ , ΔΔ = Δθ

7 ( Α , Τ) = Ι +
ΑΤ
u !

+
ΑΤ
v !

+ ,

(y)

根据(w)和(y)式 ,当采样周期 Τ ψs时得到 :

¬̄°
Τ ψs

Αθ = Ι ,  ¬̄°
Τ ψs

Βθ = s

¬̄°
Τ ψs

ΑΔ = Α ,  ¬̄°
Τ ψs

ΒΔ = Β

  由此可见 ,在采样周期很小时 ,传统的 θ 移位

算子模型将出现矩阵奇异现象 ,引起病态条件问题 .

⁄̈ ·̄¤算子方法避免了高速采样时传统的移位算子

方法引起的数值不稳定问题 o又使得当采样周期趋

近于零时 o⁄̈ ·̄¤算子离散模型趋近于原来的连续模

型 o从而基于 ⁄̈ ·̄¤算子可以统一处理连续和离散

系统的鲁棒镇定和解耦控制等问题 .

2  问题描述(Προβλεμ φορμ υλατιον)

考虑基于 ⁄̈ ·̄¤算子描述的线性系统 :

Θξ(τ) = Αξ(τ) + Βυ(τ)

ψ(τ) = Χξ(τ) + Δυ(τ)
(z)

其中 Θ称为广义微分算子 ,分别表示 δ/ δτ(连续情

形)或 Δ(离散情形) , ξ(τ) Ι Ρν 为系统状态 , υ(τ)

Ι Ρ μ 为系统输入 , ψ(τ) Ι Ρ μ 为系统输出 ,同时满

足 μ [ ν , Α !Β !Χ!Δ 为具有相应维数的定常实矩

阵 , 且 §̈·Δ Ξ s .寻求状态反馈与输入变换控制率 :

υ(τ) = Φξ(τ) + Γϖ(τ) ({)

使得闭环系统 :

Θξ(τ) = ( Α + ΒΦ) ξ(τ) + ΒΓϖ(τ)

ψ(τ) = ( Χ + ΔΦ) ξ(τ) + ΔΓϖ(τ)
(|)

的任何一个输入的能量主要控制对应的一个输出的

能量 ,而对其它输出能量的影响尽可能小 ,其中

ϖ(τ) Ι Ρ μ为变换后新的系统输入 , Φ!Γ 分别为具

有相应维数的定常矩阵 .上述输入 ) 输出能量解耦

过程可归纳为 :寻求 Φ Ι Ρ μ ≅ ν , Γ Ι Ρ μ ≅ ν ,满足 :

Ε
λ

κ= s

ψι(κ) ϖι(κ) ∴ Αι Ε
λ

κ= s

ϖuι(κ) , Π λ ∴ s ,

ϖϕ = s(ϕ Ξ ι) , ι = t ,u , , , μ (ts)

Ε
λ

κ= s

ψ
Ο Τ
ι (κ) ψ

Ο
ι(κ) [ Βι Ε

λ

κ= s

ϖuι(κ) , Π λ ∴ s ,

ϖϕ = s(ϕ Ξ ι) , ι = t ,u , , , μ (tt)

其中ψ
Ο
ι(κ) Ι Ρ μ p t表示 ψ(κ)中除 ψι(κ)分量外的

所有其它分量组成的向量 , Αι !Βι 为给定的正常数 .

  本文的输入 ) 输出能量解耦具体的求解过程可

归纳为对条件(ts p tt)的求解 .考虑到系统设计的

首要目标是系统的稳定性 ,因此下面提出的能量解

耦条件将同时保证闭环系统的稳定性 .

  定义 t :  对于线性系统(z) ,如果存在矩阵 Φ!

Γ ,满足条件(ts p tt) ,且闭环系统渐近稳定 ,则称

该系统为输入 ) 输出能量(Α, Β¿Φ, Γ)解耦的 .

3  仅具输入变换的能量解耦(Ενεργψ δεχου2

πλινγ ωιτη ινπυτ τρανσφορματιον)

对于线性系统(z) ,如果其本身是稳定的 ,则输

入变换可以简化为仅具有输入变换部分 .即 :

υ(τ) = Γϖ(τ) (tu)

此时系统(z)为 :

Θξ(τ) = Αξ(τ) + ΒΧϖ(τ)

ψ(τ) = Χξ(τ) + ΔΓϖ(τ)
(tv)

  定理 t :  线性系统(z)为输入 ) 输出能量(Α, Β
¿Ο , Γ)解耦的 ,如果存在矩阵 ΞιΤ ! ΨιΤ � s , ι � t ,

u , , , μ ,满足 :

ΞιΤΑ
Τ
+ ΑΞιΤ Βγι − ΞιΤΧ

Τ
ι ΤΞιΤΑ

Τ

γ
Τ
ι Β

Τ
− ΧιΞιΤ uΑιΙ − ( Διγι + γ

Τ
ι Δ

Τ
ι ) Τγ

Τ
ι Β

Τ
ι

ΤΑΞιΤ ΤΒγι − ΤΞιΤ

< s

(tw)

ΨιΤΑ
Τ
+ ΑΨιΤ Βγι ΨιΤ Χ

Ο
Τ
ι ΤΨιΤΑ

Τ

γ
Τ
ι Β

Τ − Β
t
u
ι Ι γ

Τ
ι Δ

Ο
Τ
ι Τγ

Τ
ι Β

Τ

Χ
Ο

ιΨιΤ Δ
Ο

ιγι − Β
t
u
ι Ι s

ΤΑΨιΤ ΤΒγι s − ΤΨιΤ

< s

(tx)

其中 γι Ι Ρ μ 表示 Γ 的 ι列 , Χ
Ο

ι Ι Ρ( μ p t) ≅ ν表示 Χ

中除 Χι 行外的所有其它行向量组成的矩阵 , Δ
Ο

ι Ι

Ρ( μ p t) ≅ μ表示 Δ 中除 Δι 行外的所有其它行向量

组成的矩阵 . Τ为采样周期 .

  当 Τ � t 时 ,将 Α � ( Αθ p t)/ Τ , Β � Βθ/ Τ 代

入 ,则得到线性离散系统的输入输出能量解耦条件 ,

当 Τ � s时 ,为线性定常连续系统[ |]的输入输出能

量解耦条件 . ¬̄°
Τ ψs

+
ΞιΤ = Ξι , ¬̄°

Τ ψs
+
ΨιΤ = Ψι , Ξι !Ψι
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分别为连续定常系统时候相应的值 ,其证明见[ {] .

  证明 :  基于系统(tv)的每一个输入 ,系统采用离散形式 ,采样周期为 Τ ,则可分解为 :

ξ[ (κ + t) Τ] = Αθξ(κΤ) + Βθγιϖι(κΤ)

ψ(κΤ) = Χθξ(κΤ) + Δθγιϖι(κΤ)
, ι = t ,u , , , μ

其中 Α � ( Αθ p t)/ Τ , Β � Βθ/ Τ , Χ� Χθ , Δ � Δθ , 针对上述子系统 ,构造二次函数 :

ςι(κΤ , ξ) = ξ Τ(κΤ) Πιξ(κΤ) , Ωι(κΤ , ξ) = ξ Τ(κΤ) Θιξ(κΤ) , Πι !Θι > s , ι = t ,u , , , μ

我们设定 :

Μι(κΤ) = ∃ςι(κΤ , ξ) − uψιϖι + uαιϖ
u
ι             

Νι(κΤ) = ∃ςι(κΤ , ξ) − Β
t
u
ι ϖ

u
ι + Β

−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι ψ

Ο
ι

            

Μι(κΤ) = ξ Τ(κΤ + Τ) Πιξ(κΤ + Τ) − ξ Τ(κ) Πιξ(κΤ) − uψιϖι + uαιϖ
u
ι

= ( Αθξ + Βθγιϖι)
ΤΠι( Αθξ + Βθγιϖι) − ξ ΤΠιξ − uψιϖι + uαιϖ

u
ι

= ξ Τ( ΑΤΤΠι + ΤΠιΑ + Τu ΑΤΠιΑ) ξ + ξ Τ(Ι + ΤΑΤ) ΤΠιΒγιϖι + ϖΤ
ι γ

Τ
ι Β

ΤΤΠι(Ι + ΤΑΤ) ξ

+ ΤϖΤ
ι γ

Τ
ι Β

ΤΤΠιΒγιϖι − u( Χιξ + Διγιϖι) ϖι + uαιϖ
u
ι

=
ξ(κΤ)

ϖι(κΤ)

Τ ΤΑΤ

Τγ
Τ
ι Β

Τ
Πι[ ΤΑ ΤΒγι] +

ΑΤΤΠι + ΤΠιΑ ΤΠιΒγι − ΧΤ
ι

γ
Τ
ι Β

ΤΤΠι − Χι uΑιΙ − ( Διγι + γ
Τ
ι Δ

Τ
ι )

ξ(κΤ)

ϖι(κΤ)

Νι(κΤ) = ξ Τ(κΤ + Τ) Θιξ(κΤ + Τ) − ξ Τ(κΤ) Πιξ(κΤ) − Β
t
u
ι ϖ

u
ι + Β

−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι ψ

Ο
ι

= ξ Τ( ΑΤΤΘι + ΤΘιΑ + Τu ΑΤΘιΑ) ξ + ξ Τ(Ι + ΤΑΤ) ΤΘιΒγιϖι

+ ϖΤ
ι γ

Τ
ι Β

ΤΤΘι(Ι + ΤΑΤ) ξ + ΤϖΤ
ι γ

Τ
ι Β

ΤΤΘιΒγιϖι − Β
t
u
ι ϖ

u
ι + Β

−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι ψ

Ο
ι

=

ξ(κΤ)

ϖι(κΤ)

Β
−
t
u

ι ψ
Ο
ι

Τ

ΤΑΤ

Τγ
Τ
ι Β

Τ

s

Θι[ ΤΑ ΤΒγι s] +

ΑΤΤΘι + ΤΘιΑ ΤΘιΒγι Χ
Ο Τ
ι

γ
Τ
ι Β

ΤΤΘι − Β
t
u
ι Ι γ

Τ
ι Δ

Ο Τ
ι

Χ
Ο

ι Δ
Ο

ιγι − Β
t
u
ι Ι

ξ(κΤ)

ϖι(κΤ)

Β
t
u
ι ψ

Ο
ι

令 ΤΠι � Ξ p t
ιΤ , ΤΘι � Ψ p t

ιΤ , 根据 ≥¦«∏µ引理 ,当条件(tw) !(tx)成立时 :

ΤΠι

Ι

Ι

ΞιΤΑ
Τ
+ ΑΞιΤ Βγι − ΞιΤΧ

Τ
ι ΤΞιΤΑ

Τ

γ
Τ
ι Β

Τ
− ΧιΞιΤ uΑιΙ − ( Διγι + γ

Τ
ι Δ

Τ
ι ) Τγ

Τ
ι Β

Τ
ι

ΤΑΞιΤ ΤΒγι − ΤΞιΤ

ΤΠι

Ι

Ι

< s

Ζ

ΑΤΤΠι + ΤΠιΑι ΤΠιΒγι − ΧΤ
ι ΤΑΤ

γ
Τ
ι Β

ΤΤΠι − Χι uΑιΙ − ( Διγι + γ
Τ
ι Δ

Τ
ι ) Τγ

Τ
ι Β

Τ

ΤΑι ΤΒγι − Π−t
ι

< s ,得到 Μι(κΤ) [ s .   

ΤΘι

Ι

Ι

Ι

ΨιΤΑ
Τ + ΑΨιΤ Βγι ΨιΤ Χ

Ο Τ
ι ΤΨιΤΑ

Τ

γ
Τ
ι Β

Τ
− Β

t
u
ι Ι γ

Τ
ι Δ

Ο Τ
ι Τγ

Τ
ι Β

Τ

Χ
Ο

ι ΨιΤ Δ
Ο

ιγι − Β
t
u
ι Ι s

ΤΑΨιΤ ΤΒγι s − ΤΨιΤ

ΤΘι

Ι

Ι

Ι

< s

Ζ

ΑΤΤΘι + ΤΘιΑ ΤΘιΒγι Χ
Ο Τ
ι ΤΑΤ

γ
Τ
ι Β

ΤΤΘι − Β
t
u
ι Ι γ

Τ
ι Δ

Ο Τ
ι Τγ

Τ
ι Β

Τ

Χ
Ο

ι Δ
Ο

ιγι − Β
t
u
ι Ι s

ΤΑ ΤΒγι s − Θι

< s ,得到 Νι(κΤ) [ s .      
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对其分别从 s到 λ求和 ,利用初始条件 ξ(s) � s ,可以得到 :

Ε
λ

κ= s

Μι(κΤ) = ςι(λ, ξ(λ)) − Ε
λ

κ= s

(uψι(κΤ) ϖι(κΤ) − uΑιϖ
u
ι(κΤ)) [ s  

Ε
λ

κ= s

Νι(κΤ) = Ωι(λ, ξ(λ)) + Ε
λ

κ= s
Β
−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι (κΤ) ψ

Ο
ι(κΤ) − Β

t
u
ι ϖ

u
ι(κΤ)) [ s

因此 ,对所有 λ[ s ,总有 :

Ε
λ

κ= s

ψι(κΤ) ϖι(κΤ) ∴ Αι Ε
λ

κ= s

ϖuι(κΤ)

Ε
λ

κ= s

ψ
Ο Τ
ι (κΤ) ψ

Ο
ι(κΤ) [ Β Ε

λ

κ= s

ϖuι(κΤ)

当 Τ ψsn时 ,由 τ � κΤ ,得到 :

¬̄°
Τ ψs

+
[ Ε

λ

κ= s

(ψι(κΤ) ϖι(κΤ) − Αιϖ
u
ι(κΤ))] Τ ∴ s

]Θ
Σ

s
(ψ

Τ
ι (τ) ϖι(τ) − Αιϖ

Τ
ι (τ) ϖι(τ)§τ ∴ s

]Θ
Σ

s
ψ
Τ
ι (τ) ϖι(τ)§τ ∴ ΑιΘ

Σ

s
ϖΤ
ι (τ) ϖι(τ)§τ  

¬̄°
Τ ψs

+
[ Ε

λ

κ= s

(Β
−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι (κΤ) ψ

Ο
ι(κΤ) − Β

t
u
ι ϖ

u
ι(κΤ))] Τ [ s

]Θ
Σ

s
(Β

−
t
u

ι ψ
Ο Τ
ι ψ

Ο
ι − Β

t
u
ι ϖ

Τ
ι ϖι)§τ [ s    

]Θ
Σ

ι
ψ
Ο Τ
ι (τ) ψ

Ο
ι(τ)§τ [ ΒιΘ

Σ

s
ϖΤ
ι (τ) ϖι(τ)§τ

可得线性定常连续系统的输入输出能量解耦 .另外 ,

当 ϖ(κ) � s时 ,把二次函数 ςι(κΤ , ξ)或 Ωι(κΤ ,

ξ)作为 �¼¤³∏±²√函数 ,很容易验证

∃ςι(κΤ , ξ) < s , ∃Ωι(κΤ , ξ) < s

即条件(tw)或(tx)可保证系统渐近稳定 .定理得证 .

4  具有状态反馈与输入变换的能量解耦

(Ενεργψ δεχουπλινγ ωιτη βοτη στατε φεεδβαχκ

ανδ ινπυτ τρανσφορματιον)

对于线性系统(z) ,如果其本身是不稳定的 ,只

是通过状态反馈镇定系统(z)设计输入变换矩阵实

现能量解耦 ,有可能导致设计的保守性 ,即本来可以

通过状态反馈和输入变换实现输入 ) 输出能量解耦

的系统 ,按照上述方法 ,有可能未必实现解耦 .下面

考虑同时具有状态反馈和输入变换的能量解耦问

题 .

  此时 ,状态反馈控制率

υ(τ) = Φξ(τ) + Γϖ(τ) (ty)

使得闭环系统

Θξ(τ) = ( Α + ΒΦ) ξ(τ) + ΒΓϖ(τ)

ψ(τ) = ( Χ + ΔΦ) ξ(τ) + ΔΓϖ(τ)
(tz)

为输入输出能量解耦 .由定理(t)及其证明过程 ,我

们可以类似地推导出如下结论 :

  定理 u :  线性确定性系统(z)为输入 ) 输出能

量(Α, Β¿Φ, Γ)解耦的 ,如果存在矩阵 Ζ及 Ξ � s , ι

� t ,u , , , μ ,满足 :

ΞΤΑ
Τ + ΑΞΤ + ΖΤΒΤ + ΒΖ Βγι − ΞΤΧ

Τ
ι − ΖΤΔΤ

ι ΤΞΤΑ
Τ + ΤΖΤΒΤ

γ
Τ
ι Β

Τ − ΧιΞΤ − ΔιΖ uΑιΙ − ( Διγι + γ
Τ
ι Δ

Τ
ι ) Τγ

Τ
ι Β

Τ
ι

ΤΑΞΤ + ΤΒΖ ΤΒγι − ΤΞΤ

< s (t{)

ΞΤΑ
Τ + ΑΞΤ + ΖΤΒΤ + ΒΖ Βγι ΞΤ Χ

Ο Τ
ι − ΖΤΔΤ

ι ΤΞΤΑ
Τ + ΤΖΤΒΤ

γ
Τ
ι Β

Τ − Β
t
u
ι Ι γ

Τ
ι Δ

Ο Τ
ι Τγ

Τ
ι Β

Τ

Χ
Ο

ι ΞΤ + Δ
Ο

ιΖ Δ
Ο

ιγι − Β
−
t
u

ι Ι s

ΤΑΞΤ + ΤΒΖ ΤΒγι s − ΤΞΤ

< s (t|)

  其中 γι Ι Ρ μ 表示 Γ 的 ι列 , Χ
Ο

ι Ι Ρ( μ p t) ≅ ν表

示 Χ中除 Χι 行外的所有其它行向量组成的矩阵 ,

Δ
Ο

ι Ι Ρ( μ p t) ≅ μ表示 Δ 中除 Δι 行外的所有其它行

向量组成的矩阵 , Τ 为采样周期 .且状态反馈矩阵

为 :

Φ = ΖΞ−t
Τ (us)

当 Τ � t 时 ,将 Α � ( Αθ p t)/ Τ , Β � Βθ/ Τ 代入 ,

则得到线性离散系统的输入输出能量解耦条件 ,当

Τ � s时 ,为线性定常连续系统[ |]的输入输出能量

解耦条件 . ¬̄°
Τ ψs

+
ΞΤ = Ξ , Ξ为定常连续系统时候相

应的值 .

  证明 :  针对系统(|) ,利用定理(t) ,将 Α n ΒΦ

wxt 信  息  与  控  制   vv卷  



代替 Α , Χι n ΔιΦ代替 Χι ,参照二次稳定性的概念 ,

令 :

ΞιΤ = ΨιΤ = ΞΤ ,  ι = t ,u , , , μ ,  Ζ = ΦΞΤ

命题得证 .

5  结论(Χονχλυσιον)

本文提出了 ⁄̈ ·̄¤算子描述的线性系统输入 )

输出能量解耦方法 o把线性连续系统和离散系统纳

入 ⁄̈ ·̄¤算子的统一框架之中 q本文能量解耦方法

的所有结论均由 ���描述 o目前 ���的解法已非

常成熟 o这些不等式可直接由 �¤·̄¤¥的 ���工具

箱求解 o易于实现 q输入 ) 输出能量解耦是时域系统

中的近似解耦方法 o在相关的设计完成之后 o看其输

入 ) 输出响应效果就可以知道对象是否已经实现能

量解耦 q考虑到该方法的设计过程相当简单 o在计算

技术高度发达的今天 o这个方法很容易推广到实际

应用中 q
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