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摘!要!旅行商问题%5I:NL8D;O+:8LJC:;4I7P8LC’5+4&是组合优化中最典型的)4难问题之一’长期以来人们都

在寻求快速高效的近似算法以在合理的计算时间内准确地解决大规模问题’并设计出许多高效实用的启发式和宏

启发式算法’其中循环1Q算法是性能最好和最具代表性的算法之一9作者研究了该算法的运行时间分布!通过对

5+41(R中大量不同规模的5+4实例的运行时间分布的统计分析和拟合’发现求解5+4问题的循环1Q算法的运

行时间分布很好地服从 SLDPF88分布’并进一步给出了该分布对求解5+4问题的物理意义9作者同时首次给出了

循环1Q算法求解5+4问题得到的解的性能分布以及由此得到的一些有实际指导意义的结论9

关键词!旅行商"循环1Q算法"运行时间分布"解的性能分布"SLDPF88分布
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=!引!言

旅行商问题!5+4"是为人们所广泛研究的典型

)4难组合优化问题##$%即在+"!+的假设下%找
不到一个算法能保证在多项式时间内得到最优解>
该问题广泛应用在61+(芯片设计&电路版布局&机
器人控制和车辆选路等领域>对该问题的最新综述
见文献#!"A$%其形式化描述为’给定加权图?[
!@%A%B"%@ 为顶点集%#@#[&%A为边集%B’A$
C\为边权函数%?中一个 5+4环路就是一条不重
复地访问@ 中所有顶点的 ’:CD8K7;环路%记为

7[(:#%:!%)%:&*%其中%#&$"D&&%:$":D且对

#&$&&%(:$%:!$C7M&"\#*’A%记75+!?"为?中所
有5+4环路的集合>定义B!7"[B!(:#%:&*"\

(
#&$&&E#

B!(:$%:$\#*"%要求权最小的 5+4环路7)%

使得B!7)"[ CD;
7’75+!?"

B!7">

目前对于旅行商问题的研究主要分为完全算法

和近似算法两个方向%前者能保证得到最优解%但是
运行时间是指数复杂度的%因而难以适应大规模的
实例+后者则只要求找到近似解%而在多项式时间内
结束>在5+4问题上的近似算法分为环路构造算法
和环路改进算法两类#!$>前者从某个非法解开始%通
过某种增广策略逐步改变该解%直到得到一个合法
解为止%这类算法包括最近邻算法&贪心算法&

&8:I]L=SIDOHK算法#?$和&HIDJK7UDMLJ算法#%$等>环
路改进算法则在给定初始的合法解后使用某种策略

来改进初始解>这些策略包括局部搜索&模拟退
火#B$&遗传算法#>$等%其中最简单有效的方法为局
部搜索%如!=-45#"$&<=-45##$$&1Q###$以及一些基
于这些局部搜索算法之上的宏启发式算法!CLK:=
HLFIDJKDGJ"%如循环1Q##!$&链式1Q##<$&多级归约算
法##A$以及1Q’##?$算法等>通常这两类算法被结合
使用%用环路构造算法来构造初始解%而用环路改进
算法改进这个初始解>
最早的针对算法运行时间分布!/F;;D;O5DCL

YDJKIDPFKD7;%/5Y"的研究是 ’77J对+05问题的
局部搜索算法提出的9’77J等人的研究##%%#B$表明%
对局部搜索算法%在难的可满足实例上%运行时间服
从指数分布9该结论的意义在于难问题的局部搜索%
重启动无法提高算法的性能9而+L8C:;等人同时
研究了+05问题的Y411类完全算法的/5Y%发
现明显的尾重分布性质##>$%由此%当前几乎所有的

Y411类完全算法都采用重启策略来提高算法性

能9+05问题上的/5Y研究使得对组合优化问题
的/5Y分析的研究成为新的重要课题>
本文研究了当前最好的循环局部搜索算法之一

的循环1Q算法##!$的/5Y%大量的实验统计数据表
明该/5Y服从 SLDPF88分布+分析了该 SLDPF88分
布的危险函数在求解 5+4问题上的物理意义9此
外%注意到+05问题是经典的决策问题%其解是否
合法存在简单的判定标准%而对于5+4问题这样经
典的组合优化问题%一个合法解是否是最优解是无
法简单判定的%因此%分析算法在不同运行时间下得
到的解的性能分布是不同于 /5Y的另一重要特
性9本文首次提出这一概念%并称之为解的性能分布
!+78FKD7;4LIU7IC:;GLYDJKIDPFKD7;%+4Y"9本文研
究了循环1Q算法的+4Y%并通过对该+4Y分布分
析得到了一些对5+4问题的实际应用具有指导意
义的结论>
本文第!节简单介绍求解5+4问题的循环局

部搜索算法%包括循环1Q算法+第<节给出了循环

1Q算法求解 5+4问题所得到的运行时间分布分
析+第A节给出了循环1Q算法求解5+4问题所得
到的解的性能分布分析+第?节给出结论及今后工
作的展望>

>!求解旅行商问题的
循环局部搜索算法

在介绍循环局部搜索算法之前%我们首先介绍
局部搜索算法>求解旅行商问题的局部搜索算法也
就是F=交换策略>使用F=交换策略%对于某一个

5+4问题的合法解的相邻解可以通过删除当前环
路中的F条边同时加入F条不同的边组成新的环路
来得到>F=交换策略包括!=交换#"$&<=交换##$$和

1D;=QLI;DOH:;!1Q"###$等!如图#所示">
循环局部搜索算法就是基于这些局部搜索算法

之上的一种宏启发式算法!3LK:=’LFIDJKDGJ">通过
运用不同的初始化方法&不同的局部搜索算法&不同
的修改&接受策略以及不同的数据结构%可以得到各
种各样的循环局部搜索算法和不同的代码实现>其
中包括循环!=交换算法##"$&循环<=交换算法##"$&循
环1Q算法##!%#"$以及链式1Q算法##<$#等%在文献
#!$$中,7H;J7;更详细地介绍了当前所有的循环局
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!"#$%!&’($)*+, !-.$/!&’($)*+, 01.$2*3!4,56,3(7"89:!&’($)*+,

图#!5+4问题的F=交换策略示意图

部搜索算法>算法#给出了循环局部搜索算法的基
本算法框架>
算法=>!循环局部搜索算法>
输入!5+41(R中的典型实例

输出!5+41(R中的典型实例的解

PLOD;

#>初始化"对当前实例求解一个初始解#记为5$$

!>用给定的局部搜索算法优化5$"记为5$

<>XHD8L"满足结束条件$M7
对局部最优解5做一个修改得到解5G
用给定的局部搜索算法优化5G得到局部最优
解5H
DU满足接受策略KHL;5[5H

L;MXHD8L

A>ILKFI;"5$

L;M

本文所研究的循环1Q算法描述如算法!所
示>其中的局部搜索策略 1Q 算法的源代码来自

&7;G7IML库#>
算法>>!循环1Q算法>
输入!5+41(R中的典型实例

输出!5+41(R中的典型实例的解

PLOD;

#>使用最近邻方法求解一个初始解#记为5$
!>用1Q局部搜索算法优化5$"记为5$

<>U7I"循环次数$M7
对局部最优解5做一个随机A交换得到解5G
用1Q算法优化5G得到局部最优解5H
DU"5H优于5$KHL;5[5H
DU"5等于全局最优解$KHL;跳出循环

L;MU7I

A>ILKFI;"5$

L;M

?!循环:;算法的运行时间分布分析

?@=!基本定义
求解5+4问题的算法的运行时间分布"/5Y$

是指算法的运行时间与在这个时间内得到全局最优

解"或与全局最优解在一定误差范围内的解$的概率
之间的对应关系9具体来说/5Y分布图上的一个
数据点"##I,"#$$是指在运行时间#内我们得到与全
局最优解误差小于等于,̂ 的解的概率为I,"#$>
?@>!实验统计结果
为了获得循环1Q算法求解 5+4问题实例的

运行时间分布#我们对5+41(R中具有代表性的几
类实例进行了分析9对各自类中每一个实例#我们通
过设置不同的随机种子运行#$$$次独立的循环

1Q算法#并将每一次运行循环1Q算法的循环次
数设为<$$$或是得到全局最优解9对于每一次运行
循环1Q算法#我们记录得到全局最优解时的&4.
运行时间#对于一些大规模的实例如果在<$$$次循
环中都未能获得最优解#我们就取一个与最优解相
差,̂ 的近似阈值#当得到的解小于等于这个阈值
的时候我们就跳出循环同时记录当前的&4.运行
时间9这样我们就得到了一组循环1Q算法运行时
间的数据#然后根据运行时间分布%!#&"式"#$$得到
循环1Q算法的/5Y分布>
I,"#$[ ’D#-#"D$&#:;M."JD$&,̂ _%2#$/"’()F

"#$
在式"#$中-#"D$表示在第D次独立运行循环1Q算
法所用的时间#."JD$表示在第D次运行得到的5+4
实例的解的质量即所求得的环路长度#%2#$/"’表
示5+4实例的全局最优解即全局最优的环路长度>
F为对同一个实例运行的循环1Q算法的次数#本
文中F[#$$$>
我们发现用+K‘KE8L和 ’77J%!#&所给出的指数

分布或者是!参数的指数分布并不能得到可以令人
接受的拟合结果#当我们用!参数的 SLDPF88分布
"式"!$$来拟合循环1Q的运行时间分布#所有的拟
合结果都非常好地满足回归假设"决定系数均大于

$a">$>为了给出更清晰的结论#下面我们给出了对

5+41(R中%种不同类型中的#A个不同规模的

A" 计!!算!!机!!学!!报 !$$%年
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5+4实例的/5Y以及它们对应的 SLDPF88拟合分
布!如图!"图A所示"图中横坐标为循环1Q算法
的&4. 运行时间!纵坐标表示的是I,"##$例如

M%?BL$$#和 SLD"M%?BL$$##是指所取误差阈值为

,̂ [$a$$#̂ 时的/5Y分布及 SLDPF88拟合分布#>
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+K‘KE8L和 ’77J在文献’!#(中对循环1Q算法
的/5Y分布也进行了研究!他们指出对于小规模
容易求解的5+4实例!循环1Q算法可以得到指数
分布的拟合9但是随着实例规模的变大!循环1Q算

法的/5Y分布会出现尾重现象!也就是说算法在
执行到一定阶段后对解的性能并不能得到进一步的

改进!出现了停滞9同时他们对小规模实例给出的指
数分布的拟合结果也不是很吻合"图?所示为文献
’!#(中给出的拟合结果#9
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图?!文献!!#"中图A9<循环1Q算法求解VGPAA!#:KK?<!#

I:KB><#VI!<"!所得的/5Y及其指数分布拟合结果

我们分析+K‘KE8L和’77J没有能够得到 SLDPF88
分布有<个原因$%#&由于他们主要针对实例规模小
于#$$$个城市的5+41(R中的实例’这样由于没有
分析大规模实例就失去了一般性9%!&因为对同一个
实例他们只取#$$个不同的随机种子来运行’也就
是说总共的运行次数为#$$次’这样数据采样点相
比我们的#$$$个采样数据来说具有很大的局限性
并且容易产生误差9%<&最主要的原因是他们只是将

+05问题上的/5Y分析所得的结果!#%’#B"直接推广
到了5+4问题上’预期想得到类似的结论’但是由
于5+4问题不同于+05而是一个典型的优化问
题’循环局部搜索算法在5+4问题上的/5Y并不
服从指数分布’因此就得到了文献!!#"中的结果9
?@?!统计结果分析
在 SLDPF88分布%式%!&&中"和K分别叫做尺

度参数和形状参数9由于在寿命分布中 SLDPF88分
布的危险函数-%#&!!!"%式%<&&是指某个个体的瞬时
死亡概率随着时间变化的情况!!!"’因此本文中循环

1Q算法的/5Y分布的危险函数描述的就是循环

1Q算法瞬时得到最优解的概率随时间变化的情
况9当形状参数K*#时危险函数-%#&随着时间的增
加为严格递增函数(当K+#时危险函数-%#&随着时

间的增加为严格递减函数9在实验中我们发现’对于
一些用循环1Q算法比较容易求解的 5+4实例我
们的拟合分布中的形状参数K均大于#而对于比较
难求解的实例参数K则小于#%如表#所示&9因此
我们得到如下的结论$
对于一些小规模比较容易求得最优解的实例’

其/5Y分布的危险函数是严格递增的’也就是说
随着运行时间的增加’循环1Q算法瞬时得到最优
解的概率是增加的’而对于一些大规模比较难求解
的实例’它们的/5Y分布的危险函数是严格递降
的’也就是说随着运行时间的增加’循环1Q算法瞬
时得到最优解的概率是减小的9该结果与我们在实
际中求解5+4问题所遇到的情况完全吻合’从而说
明该 SLDPF88分布是具有实际意义的9

-%#&[%K)"&_%#)"&Kb# %<&

表=!A,’4.$$分布的形状参数!统计表

实例名称 实例规模 参数K
M%?B%L$$#& %?B $a"%
M#!"# #!"# $a>$
M!#$<%L$#& !#$< $aB<
VI#$$! #$$! #a$AA
VI!<"! !<"! $a"!
U8A#B A#B #a<?
U8#A$$ #A$$ $a"A
OIA<# A<# #a<A
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!续!表"!
实例名称 实例规模 参数K

OI%%% %%% $aB%
VGPAA! AA! #a#%
VGP##B< ##B< $a"$
VGP<$<>!L$#" <$<> $a"B
I8#<$A #<$A $a"<
I8#>>" #>>" $a>B

B!循环:;算法的解的
性能分布分析!672"

B@=!基本定义
求解5+4问题的算法的解的性能分布!+4Y"

是指在固定的时间阈值内#算法得到的解同全局最
优解之间的距离4!JD"!式!A""和得到这个距离的
概率之间的对应关系>具体来说+4Y分布图上的一
个数据点!B#I#!B""是指在时间阈值#内算法得到
与全局最优解距离小于等于B 的解的概率为I#
!B">在式!A"中.!JD"表示在第D次运行得到的

5+4实例的解的质量即所求得环路的长度#%2#$/"’
表示5+4实例的全局最优环路的长度>由于循环

1Q算法中每一次循环的执行时间基本相同#因此在
本节中我们令时间#为循环1Q算法的循环次数>

4!JD"[.!JD"$%2#$/"’b# !A"

B@>!实验统计结果
为了获得循环1Q算法求解 5+4问题实例的

解的性能分布#我们对5+41(R中规模较大的难解
实例进行了分析>对每一个实例#我们通过设置不同
的随机种子运行#$$$次独立的循环1Q#对于每一
次的循环1Q我们记录在时间阈值#得到的解的性
能9这样对每一个实例我们根据循环1Q算法的不
同的时间阈值#就得到了不同的几组解的数据#每
一组数据表示了算法在不同的时间阈值#的运行情
况>然后根据每一组的数据得到我们的解的性能分
布#如式!?">-#!D"表示在第D次独立运行循环1Q
算法所用的时间>
I#!B"[ %D#-#!D"&#:;M4!JD"&B&$F !?"
循环1Q算法求得的解的性能分布如图%’图B

所示!图中横坐标为循环1Q算法在时间#得到的
解与全局最优解之间的距离!图中距离为真实距离
放大#$$$$$倍"#纵坐标表示的是概率I#!B"(例如

VGP<$<>K<$表示时间阈值#[<$时循环1Q算法求
解实例VGP<$<>所得到的+4Y分布#这里的#[<$
表示的是循环1Q算法的循环次数取<$">

!
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!!对于小规模的实例!用循环1Q算法在很短的
时间内就可以以很大的概率求得全局最优解!同时
对解的改进步数也是有限的!也就是说从初始环路
到全局最优环路之间只存在很少的几种改进环路>
在这样的实例上分析它们的解的性能分布意义不大!
因此本文我们只针对较大规模的实例来分析+4Y9
B@?!统计结果分析
根据图%"图B中的统计结果!我们可以得到如

下结论#
$#%解释重启策略
对于一些大规模的实例如果得到与全局最优解

距离在一定范围内的解$如$a?̂ %就满足需求的
话!那么我们通过至多#$$次的循环就可以以大于

?$̂ 的概率得到这样的解!也就是说我们可以使用
重启策略!即对于一个循环1Q算法运行超过#$$
次循环还没有得到满足需求的解的话!我们可以通
过选取不同随机种子来重新启动算法!而不需要一
直运行下去!从而可以在工程运用中缩短运行时间
同时增大获得最优解的概率>+K‘KE8L和 ’77J在文
献&!#’中通过与我们不同的方法得到了相同的结
论!并且通过实验证明了重启策略的有效性!因此在
本文中我们就不再进行重启策略的实验证明了>

$!%算法的执行效果是分阶段的
例如对实例VGP<$<>想得到与最优解距离在

$a?̂ 范围内的解!那么我们只需要设置循环1Q算
法的循环次数为<$就可以很高的概率得到满足要
求的解!同时如果我们想以很高的概率得到距离在

$a!?̂ 范围内的解那么我们就要设置循环1Q算法
的循环次数至少为#$$$!也就是说当循环1Q算法
在刚开始的一些循环中改进解的性能的速度是很快

的!但是在<$"#$$$这么长的循环次数中改进的速
度明显减慢9

C!结论及展望

本文在对求解5+4问题的循环局部搜索方法
简单介绍的基础上!研究了一种最有效的求解旅
行商问题的宏启发式算法之一的循环1Q算法9对

5+41(R中的不同类型的实例分析了该算法的运行
时间分布$/5Y%9通过对该/5Y分布的大量的数
据拟合分析后!我们首次明确地提出了循环1Q算
法的运行时间分布是一个 SLDPF88分布!同时分析
了该 SLDPF88分布的危险函数在求解 5+4问题上
的物理意义9另外在本文中我们首次提出了循环

1Q算法求解 5+4 问题获得的解的性能分布
$+4Y%!并通过对该+4Y分布分析后得到了一些结
论!这些结论对5+4问题的实际应用具有一定的指
导意义9
在今后的工作中我们将尝试能否从统计分析中

入手找到+4Y分布所满足的概率模型即能否得到

+4Y的理论分布9如果针对该+4Y分布得不到理论
模型!那么显然有渐变或者突变的过程!尝试得到这
个相变点9比如说!在初始的时候的分布有一个理论
分布!在运行到几乎无法改进性能的时候有另一理
论分布!这两个模型$或者更多%的变化过程就可以
说明算法的执行为什么是分阶段的9
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CL;KJ$KHLIF;;D;OKDCLMDJKIDPFKD7;7UKHLDKLI:KLM1Q:8O7=

IDKHCDJ7PK:D;LM90FH7IJVI7NLKHDJ]D;M7UMDJKIDPFKD7;G:;

PLXL88:VVI7ZDC:KLMPW:;DCV7IK:;KKHL7ILKDG:8MDJKIDPF=

KD7;$XHDGHG7CLJUI7C8DUL=JV:;MDJKIDPFKD7;J90KKHLJ:CL

KDCL$:FKH7IJVI7V7JL$U7IKHLUDIJKKDCL$KHLJ78FKD7;VLI=

U7IC:;GLMDJKIDPFKD7;:;M7PK:D;J7CLVI:GKDG:8G7;G8FJD7;J

KH:KC:WODNLOFDM:;GLK7J78ND;OKHLJLVI7P8LCJ9

""#期 邹!鹏等#求解旅行商问题的循环局部搜索算法的运行时间和性能分布分析


