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基于!"#重尾分布服务时间的
"!$!%模型排队性能研究

于!秦!!毛玉明
%电子科技大学通信与信息工程学院!成都!H#$$%=&

摘!要!通信网络的业务源普遍存在着自相似性%或称为长相关性&’传统的假定业务到达间隔服从负指数分布的

47DII7G模型或其改进形式已不再适用9但在利用 3)J)#模型对自相似业务源进行排队分析时’由于重尾分布服

务时间的1+5变换无闭合形式’进行排队性能分析非常困难9该文通过引入一类混合指数分布证明此类分布服从

4CK;L7重尾分布’并得到相应的1+5变换闭合形式及服务时间渐进级数’同时将形状参数!M@)!时的服务时间及
其1+5变换推广到更一般的情形’从而较为有效地解决了重尾分布的信源排队等待时间分析问题9

关键词!43*分布"1+5变换"3)J)#模型"排队性能

中图法分类号 54@$#
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%!引!言

在通信网络业务的理论分析中’通常假定分组到

达为47DII7G过程或推广的47DII7G过程和X;KG7P88D
过程’如3344%3CKT7Y37VP8CL;V47DII7G4K7<;II&’

(44%(GL;KKPWL;V47DII7G4K7<;II&’(X4%(GL;KKPWL>
;VX;KG7P88D4K7<;II&等9这些模型的共同特点是只



存在短时相关性!而大量研究显示!无论是在局域网
还是广域网中!数据分组的到达间隔及分组长度服
从重尾分布!网络业务具有统计上的自相似性"或称
为长相关性#$#"A%9
在解析排队模型方面!1DTRCG7Y等人的研究表

明&通过适当的变换!自相似业务到达过程的J’:’#排
队模型可以映射为 3’J’#模型!其服务时间为4C>
K;L7分布且具有无限方差$"%9稳态等待时间在传统
的排队分析中是基于服务时间 1+5"1CW8C<;:
+LD;8L̂;I5KCGIU7KB#变换来进行的!但当服务时间
服从重尾分布时"如4CK;L7分布#!其1+5变换无
闭合形式!这使得排队性能分析非常困难9X7ZBC
和&7R;G$?%引入了一类混合指数分布!对 3’J’#排
队系统的稳态等待时间进行拖尾分析9
本文首先将证明该类分布仍服从4CK;L7重尾分

布!是一种混合指数4CK;L7分布"4CK;L73DZLPK;I7U
*ZW7G;GLDC8:DILKD[PLD7G!43*#9其次!利用 5CE87K
展式和JCBBC函数获得这类分布的1+5变换闭
合形式以及-"$及-#_时43*重尾分布服务时
间的渐进级数9最后!对!M@’!时43*重尾分布
进行了讨论!将文献$?!#$%中的服务时间及1+5变
换推广到更一般的情形9利用 4788C<];T>‘RDG<RDG
变换!对自相似业务源排队等待时间进行分析!给出
了稳态等待时间的仿真结果并加以讨论9

B!重尾分布

对于非负随机变量"!其分布函数;"-#和余分
布函数;""-#分别为;"-#M<("$-)和;""-#M#a
;"-#=当;""-#满足

8DB
-#_

;""-b6#
;""-# M#

!6%$ "##

定义;"-#为重尾分布$##%=
4CK;L7分布是一种常用的重尾分布!其分布函
数表示式为

;"-#M#a"#’-#$!$!#%$ "!#
其中$"$&$&!#为形状参数!决定分布函数拖尾的
严重程度*#为位置参数=
通常考虑#&$$!的情况!此时随机变量的均

值有限且方差为无穷大!符合通信网络实际业务流
情况=

C!!"#重尾分布及其D8:变换

首先引入服从4CK;L7分布的非负随机变量"%!

其分布函数为>"-!%#!在此基础上得到一类混合
指数4CK;L7分布"4CK;L73DZLPK;I7U*ZW7G;GLDC8!

43*#的分布函数>"-#并得到>"-#的1+5变换闭
合形式=
令"%为非负随机变量!其分布函数>"-!%#为

>"-!%#M<("%$-)M#a$%’"%b-#%! "@#
其中!为常数!满足#&!&!=%为非负随机变量!服
从JCBBC分布&"!a!!"a##!其概率密度函数

&"%#为

&"%#M
"!a!

&"!a!#%
#a!;a"%!%"$ "=#

其中"和!为常数!满足""$!#&!&!=由式"@#和
式"=#可得"%的均值为%’"!a##=
令"为一个非负随机变量!其分布函数和余分

布函数分别为>"-#和>""-#=

>"-#M<("$-)M’
_

$
&"%#>"-!%#V% "%#

由式"##4CK;L7分布的定义!当余分布函数

;""-#在对数坐标系下是一条斜率为a$的直线时!

;"-#为4CK;L7重尾分布=下面证明式"@#的>"-#服
从重尾分布=
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故>"-#为4CK;L7重尾分布=令’为平均服务率!则
容易求得平均服务时间#’’为"!a!#’$""!a##%!
其中#&!&!=

定义>"-#的1+5>c"6#为

>c"6#M’
_

$
;a6-V>"-#!/;"6#%$ "H#

则由式"H#有
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其中0M"!a!’&"!a!#=对式"A#中第一部分积分!令

(M’
_

)@$
;a6))a!"#a;a""a6#)#V)!利用;B和"#bB#(

的5CE87K展式以及JCBBC函数的性质则有
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将式!""的(代入式!A"可得到#$!&!时重尾分布
服务时间>!-"的1+5为

>c!6"M#a"
!a!

!a#
#6!"

!a#a6!a#"
!"a6"! b 6"a6

$/;!6"%$

!?"
其中"满足"M’!!a!"%!!a#"$""$且")6=
这样$我们得到式!@"重尾43*分布服务时间

的1+5变换闭合形式为式!?"=

E!!"#重尾分布的级数表达式

在这部分将讨论-"$及-#_时服务时间>!-"
的渐进级数表达式$其中#&!&!=
当-"$时$>!-"的余分布函数>"!-"为
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))a#;a)V)是一个不完全JCBBC函数&!)$"-"=
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当-"$时$由式!#$"得到>!-"的收敛级数表达
式为

>!-"M#a
!#a)b"-";

"-&!)$"-"a!"-")
!#a)"&!)"

!#!"

当-#_时$由
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-#_
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!!
!"-")a#
;"- (

C

(@$

!a#"(&!#a)b("
!"-"(&!#a)"

b*&!"-"aCa#’

!#@"
可得>!-"的收敛级数表达式如下

! >!-"M#a
!#a)b"-";

"-8DB
-#_
&!)$"-"a!"-")

!#a)"&!)"
!#="

通过以上推导$我们得到-"$及-#_时服务
时间>!-"的渐进级数表达式如式!#!"和式!#="所
示=在此基础上$利用4788C<];T>‘RDG<RDG变换$可

对自相似业务源排队等待时间进行相应分析=

F!!GC!B时的!"#重尾分布

利用重尾分布合成自相似业务源时$’PKIL系数

D是表征自相似业务突发程度的一个重要参数=D
与重尾分布形状参数!的关系满足DM!@a!"%!$
其中#&!&!$故 ’PKIL系数 D 的取值在$d%"#
之间=考虑!M@%!的情形$此时 DM$dA%$表示业
务源在长时间尺度下具有正的相关结构$即当业务
在前一时段处于突发状态时它在后续时刻更可能持

续其突发状态=
当!M@%!时$平均服务率’M"=根据文献&?’有

>c!6"M#a 6
!*6b*""!

M#a 6
!*6b*’"!

!#%"
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’*#

a#b!’-
’

;’-30&"! ’*-"!#H"

下面推广文献&?’的>c!6"得到>c3!6"$其对应的
服务时间分布函数为>3!-"$平均服务率为’3!平均
服务时间为#%’3"(

>c3!6"M#a 6
!*6b*’"!*6b’3%*’"

!#A"

其中#%’3M’
_

$
-V>3!-"MaV>c3!6"%V66M$=不难看

出$当’3M’时$式!#A"退化为式!#%"$所以式!#A"

的>c3!6"为式!#%"的>c!6"的一种推广形式=当’3)’
时$由1+5反变换可得到
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其中$+M’
!
3%’$,!-"M;

-30&"!*-"&"’=
考虑分组到达速率为-)平均服务时间为#%’3)

服务强度.M-%’3且服务时间>3!-"如式!#""所示的

3%J%#模型=E3!-"为稳态等待时间的分布函数$它

的余分布函数E"
3!-"的1+5变换Ec"3!6"可由478>

8C<];T>‘RDG<RDG公式得到

Ec"3!6"M.
#a#!c3!6"
#a.#c3!6"

!#?"

其中#!c3!6"M
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6’
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3

M ’3
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=

由1+5反变换可求得

%$#!#!期 于!秦等(基于43*重尾分布服务时间的 3%J%#模型排队性能研究
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其中%
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= a!#a."’* 3%

0!M
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! a
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= a!#a."’* 3=

从式!!$"得到稳态时E3!-"的表达式为

E3!-"M#a .
0#a0!

0#,!0
!
!-"a0!,!0

!
#-# $" !!#"

E3!-"的概率密度函数F3!-"为

F3!-"M
0#0!.
0#a0! 0#,

!0!#-"a0!,!0
!
!-# $" !!!"

当’3M’时%0#M!#b*."*’%0!M!#a*."*’%

此时Ec3!6"%E3!-"和F3!-"分别为

Ec3!6"M!#a."b
!#a."*.’&!
*6b!#a*."*’

a
!#a."*.’&!
*6b!#b*."*’

E3!-"M#a#!
!#b*."*.’,#!#a*."!’-$b

#
!
!#a*."*.’,#!#b*."!’-$

F3!-"M#! #a
! "*. .’(!#b*."*’’,#!#b*."!’-$a

!#a*."*’’,#!#a*."!’-

+

,

- $)
!!@"

式!!@"与文献#?$中给出的结果一致%因此式!#A"是
对文献#?$!M@&!情形时的推广=

H!仿真结果与分析

考虑式!#!"中常数"M#的情形=在!MA&=%@&!%

%&=%分别令.M$d?%$d%%$d#%根据4788C<];T>‘RDG<RDG
公式并利用 3041*软件进行数值计算得到稳态等
待时间的分布函数E!-"的数值结果%见表#=其中时
间变量-的取值从#到使得E!-"的值等于$d???=
利用表#的数值结果做出两种情况下的E!-"折

线图*!#"!取值相同%而.的取值不同!分别如图#的
!C"%!["%!<"所示"+!!".取值相同%而!的取值不
同!分别如图!的!C"%!["%!<"所示"=
图#中的!C"%!["和!<"分别为同一形状参数!

对应于不同服务强度.的稳态服务时间分布函数

E!-"=由图可见*!#"随着-的增大%E!-"趋近于#+
!!"对应于相同的形状参数!%服务强度.越大%相
同-值对应的E!-"值越小%故.为$d?所对应的

E!-"折线总是位于.为$d%和$d#的折线的下方+
!@"对应于相同的形状参数!%.越小%E!-"的变化越
平缓%其对应的折线越平坦%反之%E!-"的变化越快%
其对应的折线陡峭%但在趋近于#时其拖尾也越长=
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图#!相同!值对应于不同.的E!-"性能比较

!!图!中的!C"%!["和!<"分别给出了相同服务强
度.对应于不同形状参数!的稳态服务时间分布
函数=由图可见*!#"随着-的增大%E!-"趋近于#+
!!"对应于相同的服务强度.%形状参数!的取值越
大%相同-值对应的E!-"值越大%故!为%&=所对

应的E!-"折线总是位于!为@&!和A&=的折线的
下方+!@"对应于相同的服务强度.%形状参数!越
小%E!-"的变化越平缓%其对应的折线越平坦%在趋
近于#时其拖尾越长%反之%E!-"的变化越快%其对
应的折线陡峭%在趋近于#时拖尾也越短=
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图!!相同.值对应于不同!的E!-"性能比较
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表%!稳态等待时间的分布函数!!""

-
E!-"

!MA#=

.M$d? .M$d% .M$d#
!M@#!

.M$d? .M$d% .M$d#
!M%#=

.M$d? .M$d% .M$d#
! !# $=#%A?" $=H@H$? $=?=!$= $=#@@#? $=%"@AA $=?!%A@ $=##=%H $=%@""# $=?#@=#
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特别地$当!M@#!时$’M#=由式!!@"$服务强
度.分别取$d?$$d%$$d#时所对应的概率密度函数

F3!-"的曲线如图@所示=由图可见$服务强度.M
$d%对应的概率密函数F3!-"的曲线位置最高$其曲
线变化相对其它.值更陡峭=当服务强度.取$d?
和$d#时$概率密度函数F3!-"曲线起点值相同$均
为$d$?$随着-的增长$.越小则概率密度变化越缓
慢$对应的曲线越平坦=
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图@!概率密度函数F3!-"!!M@#!"

I 结 论

传统的对通信网络业务排队分析中的等待时间

是基于负指数服务时间$通常利用1+5变换方法来
分析$但当服务时间的概率密度函数服从4CK;L7分
布时其1+5变换无闭合形式=因此$利用3#J##模
型对自相似业务源进行排队分析非常困难9本文通
过引进一类服从重尾分布的混合指数4CK;L7分布$
利用5CE87K展式和 JCBBC函数得到相应的1+5
变换闭合形式及服务时间渐进级数$并将形状参数

!M@#!时的服务时间及其1+5变换推广到更一般
的情形$较为有效地解决了基于 3#J##模型的信
源排队等待时间分析问题9此外$利用此类43*分
布合成自相似业务流进行建模%排队分析%网络性
能%流量控制和资源配置等值得深入研究=

A$#!#!期 于!秦等&基于43*重尾分布服务时间的 3#J##模型排队性能研究
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