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摘!要!为了解决全局优化算法中的一个难点’’’算 法 易 于 陷 入 局 部 极 小 点%设 计 了 一 个 平 滑 函 数%该 函 数 可 以

消除一些局部极小点%而在包含最优点的部分%函数保持不变9这样%通过对此平滑函数的优化%局部极小点的数目

就会在迭代过程中大量地减少%使算法更易找出全 局 极 小 点"根 据 平 滑 函 数 的 性 质%设 计 了 一 个 新 的 杂 交 算 子%此

算子能自适应地产生优质的后代"利用平滑函数的性质%巧妙地将一维搜索技术用于算法的设计之中%从而使算法

的速度大大提高"在此基础上%设计了一个解全局优 化 问 题 的 新 的 高 效 进 化 算 法%并 且 证 明 了 其 全 局 收 敛 性9最 后

的数值实验也表明新算法十分有效9

关键词!全局优化"进化算法"全局收敛性

中图法分类号 54>M
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@!引!言

全局最优化问题就是寻找一个实值函数的全局

极小值问题!这类问题可以表示如下

ACF
!":
&#!$ #>$

其中:#=/是一个紧集>目前已有很多求解全局优

化问题的方法>这些方法可归为两类%确定性全局优

化方法和随机全局优化方法>确定性全局优化方法

往 往 需 要 利 用 函 数 的 导 数 等 信 息!如 填 充 函 数

法&>"@’(隧道法&%!?’等!其特点是计算速度快!但由于

其对函数要 求 较 强!因 而!只 可 用 于 性 质 较 好 的 函

数!很难用于一些复杂的工程优化问题"随机全局优

化方法对函数的要求较低!往往只需利用函数值!如
进化算法&M">$’等!其 特 点 是 可 用 于 几 乎 所 有 问 题!
尤其是可用于一般的复杂工程优化问题!但是!其计

算速度相对 较 慢>另 外!当 问 题 有 大 量 局 部 最 优 解

时!这两类全局优化方法均易于陷入局部最优解!即
使某个方法没有陷入局部最优解!其求出全局最优

解的速度通常也是很慢的>造成这种现象的主要原

因是!目前的全局优化方法寻找全局最优解的基本

原理是设法从一个局部最优解跳到另一个局部最优

解!如填充函数法是将当前的局部最优解所在的深

谷填平!而后移动到另外一个深谷中找其中的最小

值点"隧道法是通过从当前的局部最优解处打一个

隧道而移动到另外一个深谷中找其中的最小值点"
而进化算法是用随机的方法!以一定的概率在当前

局部最优解所处的深谷之外保留一定数量的点!以

期这些点在进化过程中移动到另一个局部最优解>
然而从一个局部最优解移动到另一个局部最优解有

一定的难度并且需要一定的时间!因此!当局部最优

解的数目很大时!有些方法不能找到全局最优解!有
些方法需要很长的时间才能找出全局最优解>我们

利用平滑技术和一维搜索!设计了一个新的进化算

法>此算法在迭代过程中!可不断消除那些比目前已

找到的最好点差的局部最优解!从而使局部最优解

的数目大量地减少!使算法更易(更快找出全局最优

解>另外!将一维搜索巧妙地用于算法之中!加快了

收敛速度>我们还证明了算法的全局收敛性!并且利

用数值实验来表明新算法的有效性>

A!平滑函数

在目前的全局优化算法中!有很多方法常常陷

入局部极小点!为了使算法更易摆脱局部极小点!我
们设计了一个平滑函数!该函数可以消除那些比目

前已找到的最好点差的局部极小点!而在比目前找

到的最好点好的部分!函数保持不变>这样!若用此

平滑函数作为适应度函数!则局部极小点的数目就

会在迭代过程中大量地减少!使算法更易找出全局

极小点>此平滑函数可构造如下%

?#!!!"$]&#!"$̂ >
!
)>_UCGF&&#!$_&#!"$’*+

&&#!$_&#!"$’ #!$
其中&#!$是原问题的目标函数>!" 是目前找到的最

好点>此平滑函数具有如下性质>
性质@>!若 算 法 一 旦 找 到 一 个 新 的 点!_!使

&#!_$$&#!"$!则函数

?#!!!_$]&#!_$̂ >
!
)>_UCGF&&#!$_&#!_$’*+

&&#!$_&#!_$’>
将平滑掉所有不比!_ 好的点#包括不比!_ 好的局部

最优点$!即对%@":!若&#!$&&#!_$!则

?#!!!_$]&#!_$>
性质A>!?#!!!"$将保持&#!$比&#!"$好的部分

不变!即对%!":!若&#!$$&#!"$!则

?#!!!"$]&#!$>
由上面的两个性质我们可以清楚地看到!若利

用函数?#!!!"$作为适应度函数!可引导算法更易(
更快找到全局最优解>

B!新的进化算子的设计

BC@!基于一维搜索的杂交算子

设!是被选出参与进化的任一个父辈点!计算

?#!!!"$在!处梯度的近似值#"如下%

#"]##?>!#?!!,!#?/$5!

其中!#?.]&
#! !̂#.$_&#!$

!
!#.为第.个分量为>!
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其余为$的/维单位向量!且!’$充分小!.]>"/>
引理@>!若&"!#在!处 可 微!(&"!#)$!则

当!’$充分小时!_#")D!且_#"为&"!#在!处

的一 个 下 降 方 向!其 中!(&"!#为&"!#在!处 的

梯度>
证明>!由数学分析知此结论是显然的>
引理A>!若&"!#在!处 可 微!(&"!#)$!

&"!#$&"!"#!则当!’$充分小时!_#"为?"!!!"#
在!处的一个下降方向>

证明>!由数学分析知此结论是显然的>
引理B>!设&"!#在!处可微!(&"!#]$!!为

&"!#的一个严格极值点!若&"!#&&"!"#!且对某个

#!"=/!*"’$!当%!""$!"#!
">#若&"! !̂#!#&&"!#!则在!附近!?"!!!"#

恒为常数&"!"#$
"!#若&"! !̂#!#$&"!#!则!为?"!!!"#的一

个局部极大点>
证明>!由?"!!!"#的定义易知结论成立>
引理E>!若&"!#在!处可微!(&"!#)$!则
">#当&"!#’&"!"#时!在!附 近!?"!!!"#为

常数$
"!#当&"!#]&"!"#时!_#"是?"!!!"#在!处

的一个下降方向>
证明>!由?"!!!"#定义易知>
一维搜索是从某个点出发%沿某个方向寻找函

数最优点 的 方 法!它 是 加 快 最 优 化 方 法 收 敛 的 一

种基本和有 效 的 技 术>由 以 上 几 个 引 理 可看出!在

引理!!<"!#及引理#的情形下!若在!处沿适当方

向进行一维搜索!可得出比!更好的点>据此!可设

计如下基于一维搜索的杂交算子>
基于 一 维 搜 索 的 杂 交 算 子>设 搜 索 空 间 为

&A!6’+:!设!为一个被选择的杂交点!可按如下

#种情形定义其杂交后代$_>
情形@>!若 #" &#"#为一小正数#且?"!!!"#

$&"!!"#或&"!#]&"!!"#!则 在!处!%]_#"为

?"!!!"#在!处的一个下降方向!在&A!6’上对!沿

%做一维搜索!即确定$,使

ACF
$"=
?"!̂ $%!!"#]?"!̂ $,%!!"#!!̂ $,%"&A!6’!

令$_]! $̂,%为!的杂交后代!根据引理>!!!#"!#
知!后代$_ 优于!>

情形A>!若 #" &#!且?"!!!"#&&"!"#!而

&"!#’&"!"#!则在!处!%]_#"为?"!!!"#在!处

的一个下降方向!在&A!6’上对!沿%做一维搜索!

即确定$, 使

ACF
$"=
?"!̂ $%!!"#]?"!̂ $,%!!"#!!̂ $,%"&A!6’!

令$_]! $̂,%为!的杂交后代>对这种情况!根据引

理#">#!一维搜索的步长 在 开 始 时 可 取 得 较 大!这

样可 加 快 一 维 搜 索 的 速 度!且 产 生 的 后 代$_ 优

于!>
情形B>!若 #" $#且?"!!!"#&&"!"#!随机

产生若干搜索 方 向1>!1!!(!1+及 若 干 随 机 数!>!

!!!(!!-""$!>#!若 对 某 个1<和 某 个!.!有?"!^

!.1<!!"#$?"!!!"#!则在&A!6’上对!沿1<做一维

搜索!即确定$, 使

ACF
$"=
?"!̂ $1<!!"#]?"!̂ $,1<!!"#!!̂ $,1<"&A!6’!

令$_]! $̂,%为!的杂交后 代!根 据 引 理<"!#!后

代$_ 优于!$否则!根据引理<">#!可能在!附近很

难进一步减小函数值!则令后代$_]!>
情形E>!若 #" $#!且?"!!!"#$&"!"#!令后

代$_]!"此时!是局部极小点!且&"!#$&"!"##>
BCA!变异算子

对杂交 得 到 的 每 一 个 点$_!不 妨 设$_ ]"B_>!

B_!!(!B_/#!其变异 后 代 记 为$]$_^#$!其 中#$"
C"$!!!#]"C"$!%!>#!(!C"$!%!/##!即#$是服从

均值为D]"$!$!(!$#5%方 差 为!!]"%!>!%!!!(!

%!/#5的/维正态分布!%.]>!.]>!!!(!/>

E!新的进化算法

算法如下)
>>随机在可行域里产生初始 种 群D"$#!令E]$!种 群

规模设为F!杂交概率为)"$

!>求D"E#中最好的点!"!定义适应度函数?"!!!"#$

<>"杂交#以概率)"选取参加杂交的点!将<‘>节中所

述的杂交算子应用于 每 一 个 选 出 的 点!产 生 中 间 后 代!设 为

$_>!$_!!(!$_+$

#>"变异#对每一 个 中 间 后 代$_.!使 用<‘!节 中 变 异 算

子产生后代$.!.]>"+$

@>"选择#在D"E#%杂交产生的后代和变异产生的后代

中!选择使?"!!!"#最小的"F_>#个 点 与 使&"!#最 小 的 点

"仍记为!"#构成下一代种群D"E >̂#!令E]E >̂!转步!>

F!全局收敛性

定义@>!设*"(+是 概 率 空 间 的 一 个 随 机 向 量

序列!若存在一个随机向量"使得)"8CA
(-a
&(]"#]>
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或%#’$!有) .
a

(]>
/
E&(

""E#_" &" #$ %# ]$!则 称

""(#以概率>收敛于"或""(#几乎处处收敛于">
引理F$\7;J8G&BFSJ88C%>!设H>&H(&为 概 率

空间的一个随机事件序列!记)E])"HE#!若0
a

EI>
)E$

a!则) .
a

(]>
/
E&(
H" #E ]$’若0

a

EI>
)E]a!且H>&H(&

互相独立!则)".
a

(]>
/
E&(
HE#]>>

假设$0%(

$式$>%的可行域:是=/中一个有界闭集’

%&$!%在)A!6*+:上连续’

&至少存在一个全局极小点!,使对%!’$!集
合:. ! !_!, $" #! 的1JVJUGKJ测度大于$>

由假设$0%中$和%知!!]"!1B;GACF
!":

&$!%#)

$>对%#’$!

J>] !": &$!%_&, $" ## !!J!]:2J>!
其中!&,]ACF"&$!%(!":#]"&$!,%(!,"!#!于

是!种群D$E%可分为两种状态(

!>(若D$E%中至少有一点属于J>!则称D$E%
处于状态!>’

!!(若D$E%中所有点都不属于J>!则称D$E%
处于状态!!>

定理@>!设).<$.!<]>!!%表示D$E%处于状态

!.!而D$E^>%处 于 状 态!<的 概 率!则 在 假 设$0%
下有(

$B%对任一个处于状态!>的D$E%!必有)>>]>’
$V%对任一个处于状态!!的D$E%!存在一个常

数""$$!>%!使)!!$">
证明>!从算法选择方法知!若D$K%"!>!则

D$K >̂%"!>!所以$B%成立’因为!)3!对满足假

设$0%&中 的%!,"!!又&$!%在: 上 连 续!因 此

*’’$!使 得!当!":. ! !_!, 4" #’ 时!有

&$!%_&$!,%$#!
!记

C’$!,%] !"=/ !_!, 4" #’ !
则

C’$!,%.:#J> $<%
当D$E%处 于 状 态!!时!对 参 加 杂 交 的 任 一 个!"

D$K%!假设!经过算法步<后!产生的后代记为$_!
而$_ 经过#步$变异%后产生的后代记为&!则

&]$_^#$!
其中!#$]$#B>!#B!!&!#B/%5 "C$$!!!%]

$C$$!%!>%!&!C$$!%!/%%5表示#$服从均值向量为

D+方差向量为$%!>!%!!!&!%!/%的/维标准正态分布!

而#$的/个分量#B>#B!&#B/互相独立>于是&"

C’$!,%.:的概率为

D"&"C’$!,%.:#]D"$$_^#$%"C’$!,%.:#

]55&5$!’%
C’$@

,%.:

L/,!JH: _>!
$’_$_%5#_>$’_$_$ %%

!I*>I*!&I*/ $#%

其中!’]$*>!*!!&!*/%5]$_^#$为服从均值向量

为$_+方差向 量 为$%!>!%!!!&!%!/%的/维 正 态 分 布!

#]ICBG$%!>!%!!!&!%!/%为对角阵>若记

D>$$_%]D"$$_^#$%"C’$@,%.:#!$_")A!6*
$@%

因为C’$@,%.: 是有界闭集!且其1JVJUGKJ测度

大于$!由式$#%!$@%知!$$D>$$_%$>!%$_")A!6*!

从式$#%可知!D>$$_%在)A!6*上连续!且)A!6*为有

界闭集!故*!_")A!6*!使得

D>$!_%]ACF"D>$$_%1$_")A!6*#!且$$D>$!_%$>
$%%

注意到)!>表示D$E%处于 状 态!!而D$E^>%处 于

状态!>的概率!由式$<%及式$@%知!

)!>&D>$$_%&D>$!_% $?%

记"]>_D>$!_%!于 是!由 式$%%知!$$"$>!由

)!>^)!!]>及 式$?%+"的 定 义 知!)!!]>_)!>4

>_D>$!_%]">于是!结论$V%成立> 证毕>
定理A>!设"D$E%#是由算法产生的种群序列!

且D$$%中至少有一点属于:!用!,$E%记D$E%中

最好的点!即!,$E%]B;GACF"&$!%(!"D$E%.:#!
则在假设$0%下!

D"8CA
K-a
&$!,$E%%]&$!,%#]>>

证明>!对%#’$!记)E])"1&$!,$E%%_

&$!,%1&##!则

)E]
$! *("">!!!&!E#!!,$(%"J>

)_E!!,$+%6J>!+]>"
7
8

9 E
!

由定理>知!

)_E]D"!,$+%6J>!!+]>"E#])!!4"E!

于是0
a

EI>
)E40

a

EI>
"E] "

>_"$a
!由\7;J8G&BFSJ8C引

理知!D".
a

.]>
/
E&.
"&$!,$E%%_&$!,%&###]$!由定

义知!定理成立> 证毕>
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G!数值模拟

GC@!函数测试

本文对@个标准函数进行了测试!并和两种已

有算法的数值结果进行了比较!关于测试函数的解

析性质及所比较的算法见参考文献""#!所用的测试

函数如下!其中/为问题的维数>

&>$!%I >
@$$M0

!@

<I>

>

<M0
!

.I>

$@.L0.<%
:

;

<

=%

L>

!

其中!_%@‘@<%4@.4%@‘@<%!.]>!!!/]!!最优值

为&,>>>!

$0.<%]
_<!_>% $ >% <! _<!& $>%<!
_<!_<!_<!_<!_<!_>%&$ %<!<!<!

>

&!$!%]_0
>$

.I>

$!_0.%$!_0.%5 "̂" #. _>!

其中!$4@<4>$!<]>!!!<!#!/]#!最优值为&,!>
_>$!局部最优值为&87LB8! >>’".!.]>">$!(]$>!>!

>!>%5!)>]#(!)!](!)<]M(!)#]%(!)@]$<!?!

<!?%5!)%]$!!"!!!"%5!)?]$@!@!<!<%5!)M]$M!>!

M!>%5!)"]$%!!!%!!%5!)>$]$?!<‘%!?!<‘%%5!

$">!&!">$%]$$‘>!$‘!!$‘!!$‘#!$‘#!$‘%!$‘<!

$‘?!$‘@!$‘@%>

&<$!%]0
@

.I>
@!._>$L7U$!’@.%" #>̂$ !

其中!_@‘>!4@.4@‘>!!.]>"@!/]@!最优值为

&,<]$>

&#$!%]_!$JH: _$‘! >
<$0

<$

.I>
@!?

8

9

@

A.
_

JH: ><$0
<$

.I>
L7U!’@$ %. !̂$̂ ,!

其中!_<!4@.4<!!.]>"<$!最优值为&,#]$>

&@$!%] >
#$$$0

<$

.I>
@!._B

<$

.I>
L7U

@.
?$ %. >̂!

其中!_%$$4@.4%$$!.]>"<$!最优值为&,@]$>
GCA!模拟结果

本文算法记 为 )*4!在 计 算 中!取 种 群 规 模 为

>$$!交叉概率)"]$‘M!变异概率)(]$‘<!对每个

函数独立运行<$次!记录<$次所得最好函数值的平

均值$记作3JBF9\%(标准差$+SBFIB;IQJYCBSC7F!记
作+SI9Q%及平均迭代次数$)KAVJ;7ROJFJ;BSC7FU!
记作)KA%!并和文献">#中方法2*4和&*4的已

有计算结果进行比较!结果见表>>

表@!三种方法的比较

&
)*4

)KA 3JBF9\ +SI9Q
2*4

)KA 3JBF9\ +SI9Q
&*4

)KA 3JBF9\ +SI9Q
&> @$ $‘""M$ $ >$$ >‘!! $‘@% >$$ >‘%% >‘>"
&! @$ _>$‘<M?$ >‘<%?# >$$ _%‘@? <‘># >$$ _"‘>$ !‘"!
&< #$$ $‘$<<! $‘$<>" #$$ $‘># $‘#$ #$$ #‘$M <‘$M
&# >@$$ >‘<!b>$_% >‘<?b>$_>! >@$$ >‘Mb>$_! !‘>b>$_< >@$$ "‘!$ !‘M$
&@ <!M $‘$$#> @‘<%b>$_@ !$$$ >‘%b>$_! !‘!b>$_! !$$$ M‘%b>$_! $‘>!

由表>可以明显 地 看 到!与 文 献""#中 两 个 方

法相比!本 文 的 算 法 能 更 迅 速 找 到 更 精 确 的 全 局

极值点>

H!结束语

本文受平滑技术的启发!重新设计了适应度函

数!充分利用平滑函数的性质!在很大程度上克服了

遗传算法对多峰函数极易陷入局部极值点的缺点!
且根据种群中点所处位置的不同!重新设计交叉算

子!对处于不同位置的点做了相应的处理!并结合一

维搜索使函数值迅速下降!从而迅速达到全局最优!
数值实验结果表明该算法对求解全局最优问题是迅

速有效的9但今后仍需进行更多的数值实验和对算

法的效率作进一步的改进9
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