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摘　要　主要讨论了平面参数曲线求交的迭代算法，提出了迭代过程中迭代可信度的概念，并给出了计算方法．在

此基础上，改进了 ＭＡＦ求交算法，给出了曲率圆迭代算法，即使用二次曲线对参数曲线的局部形状进行近似，进行

迭代交点和迭代步长的计算．
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１　引　言

参数曲线求交在ＣＡＤ／ＣＡＭ 系统中是一个基

础的也是非常重要的问题，所以对求交算法的速度

和稳定性都有很高的要求．如果求交算法失败，可能

会导致严重的后果．比如在实体建模过程中，如果出

现求交失败，就会导致布尔操作产生错误操作，从而

使得边界表示发生错误．

现在，对于求交的速度和稳定性问题已有广泛、

深入的研究．求交算法主要分为：代数方法、细分方

法和迭代方法或几种方法的综合．代数方法
［１２］主要

基于消去理论和ｒｏｏｔｆｉｎｄｉｎｇ，它在处理５次以下的

曲线时是速度最快的．细分方法
［３４］是一种鲁棒的方

法，它可以找到所有的交点，但是收敛速度很低，并

且会消耗大量的内存．迭代方法，例如牛顿法
［５］和求

交算法 ＭＡＦ（ＭｏｖｉｎｇＡｆｆｉｎｅＦｒａｍｅ）
［６７］，在一般情

况下，速度是最快的，但是它们是初值敏感的．如果

初始值选取得不是很好，迭代算法的迭代过程可能

变得没有意义，迭代的结果可能发散，也可能偶然地

收敛在远离初始值的地方．

牛顿法和 ＭＡＦ法实际上都是使用一条由曲线

上一点的位置和该点处的切矢构成的直线来对该点

处的曲线进行一阶近似，然后通过投影（牛顿法）或

者求直线交点（ＭＡＦ法）的方法计算迭代的步长．

而造成迭代失败的主要原因是由于在某一次迭代过

程中计算的步长过大，然而在这样大的步长下，用直

线对曲线近似估计的误差也是很大的，也就是说此



次迭代计算的步长值是错误的，用这样的结果进行

下一次迭代操作就使得结果变得不可靠．当然即使

是非常接近结果的初始值，也会出现迭代在交点附

近震荡或者收敛极其缓慢以至于在给定步数内无法

收敛的情况．

本文给出了基于曲线二阶近似的曲率圆迭代算

法．二阶估计比一阶估计（直线）更贴近原来的曲线，

所以它在该点处保留了原曲线更多的局部特征．同

时，将迭代步长值限制在某个最大值之内，使得每次

迭代的步长值都是可靠的．这个最大值是通过近似

的误差计算出来的，称为迭代可信度．在下面的章节

中，首先介绍一阶迭代可信度的计算和使用一阶迭

代可信度对 ＭＡＦ算法的改进；第３节介绍曲线的

二次估计和二阶迭代可信度；第４节介绍利用曲率

圆计算迭代步长值；第５节给出算法的若干结果，并

和原始 ＭＡＦ算法结果进行比较．

２　一阶迭代可信度和犕犃犉算法的改进

泰勒展开是估计近似误差的常用工具［８１０］．设

犆（狋）为二阶连续的参数曲线，它在狋０处的一阶泰勒

展开是

犆（狋０＋Δ狋）＝犆（狋０）＋犆′（狋０）Δ狋＋
犆″（ξ）

２
Δ狋

２，

其中，ξ∈［狋０，狋０＋Δ狋］．

假定犆″（ξ）在［狋０，狋０＋Δ狋］区间内变化不是很

大，可以使用犆″（狋０）近似．如果使用直线犔（Δ狋）＝

犆（狋０）＋犆′（狋０）Δ狋对曲线进行近似，则对于给定的误

差犱（犱一般由两条曲线初始点的距离决定），可以

得到
犆″（狋０）

２
Δ狋

２
犱，有Δ狋

２犱

犆″（狋０槡 ）
．

定义Δ狋ｍａｘ１＝
２犱

犆″（狋０槡 ）
为一阶迭代可信度，

并对ＭＡＦ算法进行改进（原始的 ＭＡＦ算法参见

附录）：

（１）计算曲线犃的位置狆１、一阶导矢狏１１和二阶

导矢狏１２以及曲线犅的的位置狆２、一阶导矢狏２１和二

阶导矢狏２２．

（２）计算犱犻狊＝ 狆１－狆２ ，如果犱犻狊＜ε，则退出

迭代．

（３）设犱＝犱犻狊／犽（犽是一个常数，比如８），分别

计算两条曲线的一阶迭代可信度Δ狋ｍａｘ１．

（４）利用 ＭＡＦ算法计算两条曲线的步长值Δ狋，

如果Δ狋＞Δ狋ｍａｘ１，则Δ狋＝Δ狋ｍａｘ１；如果Δ狋＜－Δ狋ｍａｘ１，

则Δ狋＝－Δ狋ｍａｘ１．转（１）进行下一次迭代．

第５节的表２给出改进的结果．

３　二阶迭代可信度

曲率圆的思想在参数曲线曲面计算中已有相关

的应用［１１］，该工作利用曲线局部的曲率圆信息，提

出了二阶的正交投影算法．在本文中，本文将曲率圆

应用于两条参数曲线求交的迭代算法中．

如图１所示，犆（狋０）为曲线犃上参数为狋０的点，

犆′（狋０）为该点处的一阶导矢，犆″（狋０）为二阶导矢．犗为

曲率圆的圆心，以犗为原点建立一个局部坐标架，犡轴

为从犗到犆（狋０）的单位向量，犢 轴方向为犆′（狋０）．
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图１　曲线的曲率圆估计

设二阶迭代可信度Δ狋ｍａｘ２，则曲线犃上犆（狋０）处

局部的曲率圆弧的参数表示为

犘（狋）＝狉
ｃｏｓ犽狋

ｓｉｎ
［ ］
犽狋

，狋∈（－Δ狋ｍａｘ２，Δ狋ｍａｘ２） （１）

其中

狉＝
犆′（狋０）

３

犆′（狋０）×犆″（狋０）
，犽＝

犆′（狋０）×犆″（狋０）

犆′（狋０）
２

（２）

犘（狋）在全局坐标系下表示为

犘（狋）＝犗＋狉ｃｏｓ犽狋犖＋狉ｓｉｎ犽狋
犆′（狋０）

犆′（狋０）
，

狋∈（－Δ狋ｍａｘ２，Δ狋ｍａｘ２） （３）

其中，犖＝
犆（狋０）－犗

犆（狋０）－犗
．

使用ｃｏｓ犽狋和ｓｉｎ犽狋级数代入方程，得到

犘（狋）＝犗＋狉１－
（犽狋）２

２！
＋狅（狋

３（ ））犖＋
狉犽狋＋

（犽狋）３

３！
＋狅（狋

３（ ）） 犆′（狋０）

犆′（狋０）
，

代入狉，犽和犖，化简得

犘（狋）＝犆（狋０）＋犆′（狋０）狋＋
犆′（狋０）×犆″（狋０）

２犆′（狋０）
犖狋２＋

犆′（狋０）×犆″（狋０）
２

３！犆′（狋０）
４
犆′（狋０）狋

３
＋狅（狋

３）．
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上式与曲线犃在狋０处的三次泰勒展开相减，并

且忽略余项狅（狋３），就可以得到曲率圆与原曲线犃

的差，化简以后得到

犚（狋）＝
犆′（狋０）·犆″（狋０）

２犆′（狋０）
·
犆′（狋０）

犆′（狋０）
狋２＋

犆（狋０）

３！
＋
犆′（狋０）×犆″（狋０）

２

３！犆′（狋０）
４

犆′（狋０（ ））狋３．
设犱为给定的最大容许误差，则二阶迭代可信

度Δ狋ｍａｘ２应该有如下关系：

犚（Δ狋ｍａｘ２）犱．

设犃＝
犆′（狋０）·犆″（狋０）

２犆′（狋０）
·
犆′（狋０）

犆′（狋０）
，犅＝

犆（狋０）

３！
＋

犆′（狋０）×犆″（狋０）
２

３！犆′（狋０）
４

·犆′（狋０），通过两步计算得到

Δ狋ｍａｘ２的近似值：首先计算狋′＝

３

犱
犃＋槡 犅

，然后计算

Δ狋ｍａｘ２＝
犱

犃＋槡 犅狋′
．

４　曲率圆计算步长值方法

除了通过迭代可信度限制迭代的最大步长值

外，还可以通过修改迭代步长值的计算方法来进一

步改进ＭＡＦ算法．传统ＭＡＦ算法使用直线来近似

曲线一点处的局部特征，并使用两条直线的最短距

离点来计算迭代步长值．曲线的二次估计更加逼近

曲线，保留了更多局部特征，使用曲线的二次近似计

算迭代步长值，可以使步长的计算更加准确，特别是

提高了步长的方向的准确性，从而加快收敛速度．由

于曲率圆具有很好的几何性质，本文使用曲线上一

点处的曲率圆和二阶迭代可信度构成的曲率圆弧，

对该点处的曲线形状进行近似，根据两条曲率圆弧

的相对位置，计算两圆弧的近似最短距离和当前点

到达最短距离点的变化角度，然后将变化角度转为

迭代步长值．由方程（１）可以得到角度值转化为步长

值的公式为

Δ狋＝
犱犪
犽
＝

犆′（狋０）
２犱犪

犆′（狋０）×犆″（狋０）
，

其中犱犪为角度的变化．

设犮犻狉１ 和犮犻狉２ 分别是曲线犃 和犅 在犘１和犘２

处的曲率圆，犮１和犮２是圆心，狉１和狉２是半径．犪狉犮１ 和

犪狉犮２ 分别是曲线犃和犅 的曲率圆弧．设犱犻狊犮犮为圆

心距，根据圆心距与两圆半径的关系可以分为３种

情况：

（１）犱犻狊犮犮狉１＋狉２，两圆相离或外切（图２）．可

以分别在两条圆弧上找到距离直线犮１犮２最近点犘′１和

犘′２，这两个点被认为是近似的最短距离点．犱犪１ 和

犱犪２ 分别是两曲线当前点的角度变化量．
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图２　两圆相离或外切

（２）犱犻狊犮犮 狉１－狉２ ，两圆内切，或者一圆在另

一圆内部（图３）．与第一种情况类似，可以分别在两

条圆弧上找到距离射线最近点犘′１和犘′２，这两个点

被认为是近似的最短距离点．犱犪１ 和犱犪２ 分别是两

曲线当前点的角度变化量．
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图３　两圆内切，或者一圆在另一圆内部

（３）两圆相交于两个交点，设为犙１和犙２（图４）．

分别以犙１和犙２作为最短距离点，计算两条曲线的

角度变化犱犪１ 和犱犪２，并计算评价函数犳（犙）＝

犱犪１ ×狉１＋ 犱犪２ ×狉２．选择评价函数值较小那组

角度变化量作为本次迭代的角度变化．
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图４　两圆相切

５　实验结果

５１　两条曲线求交

本文使用常用的四阶Ｂ样条曲线进行测试．考虑

０９５１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００７年



两条４阶Ｂ样条曲线犆犽（狋）＝∑
狀

犻＝０

狆犻犽犅犻，４（狋），犽＝１，２．

第１条曲线的控制顶点为（－２４，１），（－１８．３，

１２．４），（１８．３，－０．５），（－１５．３，－３．５），（２６．２，

１０．４），（１３．４，－５．９）；第２条曲线的控制顶点为

（－１７．５，１６．３），（－１４．９，－８．１），（－５．６，３．３），

（１０．８，９．５），（１６．１，－７）．两条曲线的节点矢量都是

均匀分布的（图５（ａ））．

表１～表３分别给出了初值点取在（０．７０８３３３３３３，

０．５６２５０００００）时传统 ＭＡＦ算法（图５（ｂ））、带一阶迭

代可信度的 ＭＡＦ算法（图５（ｃ））和曲率圆算法（图５

（ｄ））的实验结果，理想的迭代结果应为（０．７８５４７６４７２，

０．８２３９４１８０８）．可以看到传统ＭＡＦ算法，没有迭代

最大值的控制，第一次迭代时，由于两条直线方向

相近，计算出的迭代值很大，两条曲线的迭代值分别

为－０．５２４４６４４００，－０．８１６１５７６３２，迭代以后曲线上

两个迭代点的距离增大到１３．５２５１３０１０４，第一步迭

代实际上是失败的．所以后面的迭代都是无意义的，

碰巧收敛到了离初值点很远的另一个交点（两曲线

参数值分别为０．１００６３１３０８，０．０７７４５９８４１）上．改进

的 ＭＡＦ算法考虑了迭代可信度，步长得到了控制，

虽然迭代次数有所增加，但是每一步迭代都是可信

的，最终收敛到期望的交点．曲率圆算法比使用一阶

迭代可信度的 ＭＡＦ算法效果更好，它准确地计算

出正确地迭代方向，使得在很少的迭代次数内收敛

到期望的交点上．

!"#$
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%

样条曲线
!&#$'()

算法迭代步骤

*+#,

带一阶迭代可信度的
'()
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图５　两条Ｂ样条曲线求交

表１　传统 犕犃犉算法迭代结果

犱犻狊 狋１ 犱狋１ 狋２ 犱狋２

１ ４．８４２９２７５３２ ０．７０８３３３３３３ －０．５２４４６４４００ ０．５６２５０００００ －０．８１６１５７６３２

２ １３．５２５１３０１０４ ０．１８３８６８９３３ －０．０８８９４３３１６ ０．０００００００００ ０．０５２２４６２６８

３ ２．７３０６４９５０９ ０．０９４９２５６１７ ０．００５２４７７６０ ０．０５２２４６２６８ ０．０２３４１５７６７

４ ０．１８２３３１１５０ ０．１００１７３３７７ ０．０００４５５３４２ ０．０７５６６２０３５ ０．００１７８７５１２

５ ０．００１０３７０７５ ０．１００６２８７１９ ０．０００００２５８８ ０．０７７４４９５４６ ０．００００１０２９３

６ ０．０００００００３４ ０．１００６３１３０８ ０．０００００００００ ０．０７７４５９８４０ ０．００００００００１

７ ７．５８８６００ｅ０１５ ０．１００６３１３０８ ０．０７７４５９８４１

表２　用一阶迭代可信度改进的 犕犃犉算法迭代结果

犱犻狊 狋１ 犱狋１ 狋２ 犱狋２

１ ４．８４２９２７５３２ ０．７０８３３３３３３ －０．０４７７１５５２５ ０．５６２５０００００ －０．１１５２５１５７５

２ ６．２３６０９０３５７ ０．６６０６１７８０８ －０．０４２５９０４８８ ０．４４７２４８４２５ －０．１５５０２５５５２

３ １０．４８９６４３７２１ ０．６１８０２７３２０ －０．０６３３４８５７９ ０．２９２２２２８７３ ０．０９５８２５９７９

４ ７．９８８６３５９１９ ０．５５４６７８７４１ ０．０７４４２２０９６ ０．３８８０４８８５２ ０．０３７７５２００１

５ ６．２０８０６７１９８ ０．６２９１００８３７ ０．０４６８６３７８８ ０．４２５８００８５３ ０．１３０１２７０３４

６ ３．８１０８６３５４６ ０．６７５９６４６２５ －０．０３４３６０２９３ ０．５５５９２７８８７ －０．１０５３９７３６６

７ ５．５９５２０１１９０ ０．６４１６０４３３１ ０．０４２７０２７０８ ０．４５０５３０５２２ ０．１５１１２７２０８

８ ３．６２７３８７１８１ ０．６８４３０７０３９ ０．０３５１４９７１０ ０．６０１６５７７２９ ０．０８６１７６９４４

９ ３．３５８９４３５６７ ０．７１９４５６７５０ ０．０４３７１１６８４ ０．６８７８３４６７４ ０．０６５４２２６２３

１９５１９期 张松海等：基于曲率圆的平面参数曲线求交算法



（续　表）

犱犻狊 狋１ 犱狋１ 狋２ 犱狋２

１０ ２．１２８６６６５７５ ０．７６３１６８４３４ ０．０３５７７３８２４ ０．７５３２５７２９６ ０．０４５７６７３３３

１１ ２．２３９１６１４２１ ０．７９８９４２２５８ －０．０１２５４５０１８ ０．７９９０２４６２９ ０．０２７０１５４２９

１２ ０．０８２６２３６４２ ０．７８６３９７２４０ －０．０００９１４０８５ ０．８２６０４００５８ －０．００２０８４２６３

１３ ０．０００５５８７４８ ０．７８５４８３１５５ －０．０００００６６８３ ０．８２３９５５７９６ －０．００００１３９８７

１４ ０．０００００００２４ ０．７８５４７６４７２ －０．０００００００００ ０．８２３９４１８０８ －０．００００００００１

１５ ４．３７３７７１ｅ０１５ ０．７８５４７６４７２ ０．８２３９４１８０８

表３　曲率圆算法

犱犻狊 狋１ 犱狋１ 狋２ 犱狋２

１ ４．８４２９２７５３２ ０．７０８３３３３３３ ０．０３１６３２４５９ ０．５６２５０００００ ０．１２１７８４１６０

２ ３．２６６８５８１４１ ０．７３９９６５７９３ ０．０３５８７４２６８ ０．６８４２８４１６０ ０．０９３８１３５４１

３ １．６３１３０９４２６ ０．７７５８４００６１ ０．００９３６６１２３ ０．７７８０９７７０１ ０．０４５２９４１０６

４ ０．０２２１３２６１５ ０．７８５２０６１８４ ０．０００２７０２２４ ０．８２３３９１８０７ ０．０００５５０４８７

５ ０．００００２８６２２ ０．７８５４７６４０８ ０．０００００００６４ ０．８２３９４２２９４ －０．００００００４８６

６ １．９４４９３２ｅ０１１ ０．７８５４７６４７２ ０．８２３９４１８０８

５．２　随机测试结果

为了更好地检验算法，本文进行了随机求交

测试．随机生成２０条４阶Ｂ样条曲线，每条曲线

有４～２０个控制顶点不等（随机决定），分布在

（（－５００，－５００）－（５００，５００））的区域内，每次求交

迭代５０次．表４给出了随机测试的结果，由于传统

ＭＡＦ算法结果更差，本文只比较带一阶迭代可信

度的 ＭＡＦ算法和曲率圆算法．

表４　随机测试结果

求交

次数

成功迭代

次数

总迭代

次数

成功率／

％

平均迭代

次数

迭代成功时平均

迭代次数

带一阶迭代可信度的 ＭＡＦ算法 ５５６３ ４７６２ ６４９８８ ４７６２／５５６３＝８５．６０ ６４９８８／５５６３＝１１．７ ５．２３

曲率圆算法 ５５６３ ５５５９ ２７８７９ ５５５９／５５６３＝９９．９ ２７８７９／５５６３＝５．０ ４．９７

６　结论和将来的工作

本文主要研究了二维下的参数曲线迭代求交算

法．首先引入迭代可信度，以控制迭代步长的最大

值，并利用一阶迭代可信度，改进传统的 ＭＡＦ算

法．可以看到，迭代可信度的思想不仅仅用于 ＭＡＦ

求交算法，在牛顿法等其他迭代算法中也同样适用．

同时，使用曲率圆代替原来的直线，可以更好地对原

曲线进行近似，并在此基础上，进一步改进 ＭＡＦ算

法，给出了曲率圆的迭代求交算法．

在三维情况下，曲率圆的相对位置变得复杂，本

文希望在将来的工作中找出一个简单的几何算法求

出三维下曲率圆弧的近似最近距离点．同时，本文提

出的算法相对传统 ＭＡＦ算法，增加了二阶导数、三

阶导数的计算量，由于只用来估计迭代可信度，可以

不用计算二阶、三阶导数，而使用以前迭代步中计算

过的在迭代点附近的曲线点的位置和一阶导数来近

似．这样可以进一步提高算法的效率．
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［１１］ ＨｕＳｈｉＭｉｎ．ＷａｌｌｎｅｒＪ．Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｏｒ

ｔｈｏｇｏｎａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｎｔｏｃｕｒｖｅｓａｎｄｓｕｒｆａｃｅｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉ

ｄｅｄＧｅｏｍｅｔｒｉｃＤｅｓｉｇｎ，２００４，２２（３）：２５１２６０

附录．　参数曲线求交的 ＭＡＦ算法．

对于给定的两条参数曲线犃，犅，设其初始参数分别为狋１

和狋２：

（１）计算曲线犃的位置狆１，一阶导矢狏１，以位置狆１和导

矢狏１构造直线犾１以及曲线犅的位置狆２，一阶导矢狏２，以位置

狆２和导矢狏２构造直线犾２．

（２）计算犱犻狊＝ 狆１－狆２ ，如果犱犻狊＜ε，则退出迭代．

（３）计算由直线犾１和犾２的交点狆．

（４）计算迭代步长：Δ狋犻＝
狆－狆犻

狏犻
，犻＝１，２．转（１）进行

下一次迭代．

犣犎犃犖犌犛狅狀犵犎犪犻，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｉｓｒｅ

ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒａｉｄｅｄ

ｄｅｓｉｇｎａｎｄｇｒａｐｈｉｃｓ．

犎犝犃犖犌犣犺犻犢狅狀犵，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈ

ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｓｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓ．
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