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复合模糊命题中基于弱逻辑的拟三角模算子研究
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摘　要　修正了犳范数的概念，指出了符合弱逻辑关系的算子实际上是一种拟三角模算子中的 Ｕｎｉｎｏｒｍ算子，接

着给出了严格弱逻辑关系的拟三角模算子概念，在提出概念时，考虑了多维、基于单一数值和基于区间值以及加权

的情况，并证明了符合弱逻辑关系的连续拟三角模算子是不存在的；给出了弱逻辑拟三角模算子的具体形式，给出

了具体的四类弱逻辑关系的拟三角模算子，讨论了它们的性质，并进行了比较；定义了评价算子的边缘性测度和敏

感性测度，对各算子进行了对比和评价．结果表明，文中给出的弱逻辑拟三角模算子可以在不同应用背景下，有效

地处理不同类型的复合模糊命题真值运算，也可以在其它的模糊系统中有效处理多个模糊子集之间的聚集运算．
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１　引　言

在模糊专家系统的复合模糊命题的各子命题之

间以及模糊控制系统的多个模糊输入之间，除了存

在析取、合取、加权平均关系［１］以及有序加权平均关

系ＯＷＡ
［２］之外，还存在着一种弱逻辑关系［３４］．这

是因为已存在的上述算子在计算各子命题的真值

时，没有考虑各子命题在都偏真和都偏假时的算子

的不同形式，如可能存在这样的需求，两个都偏真的

子命题的聚合值不小于任何一个子命题的真值，而

两个都偏假的子命题的聚合值不大于任何一个子命

题的真值，一个偏真一个偏假时的聚合值在它们真

值之间．弱逻辑关系算子则是描述这样一种关系的

算子，如营养专家系统中，存在这样的规则：

若患者症状含有脚气病、头痛失眠、食欲不振，

则患者缺乏维生素Ａ．

专家分析时，认为这几个症状都是导出结论的

证据，它们之间既不是单纯的合取或析取关系，又不

是加权平均关系，文献［３４］给出的弱逻辑关系及其

运算对该类问题的解决获得了令人满意的结果．

文献［３］在提出了算子的基本概念后，给出了一

个具体的算子，但是给出的算子不能满足结合性，因

此不能推广到多维的情况．文献［４］将文献［３］提出

的算子概念进行了修正，并进行了抽象，提出了基于

单一数值和区间值表示的弱逻辑关系的弱范数（犳

范数和犳范数）概念，对算子进行了理论上的研究，

取得了非常好的结果．但是，文献［４］提出的犳范数

不满足单调性，而且没有考虑各子命题的权重的情

况．本文对算子的性质进一步进行探讨，指出弱逻辑

关系算子实质上是一种拟三角模算子，并证明了连

续的弱逻辑关系算子是不存在的．然后给出了基于

单一数值和基于区间值表示模糊命题的弱逻辑拟三

角模算子和弱逻辑拟三角模算子的一般形式，讨论

了它们的性质并给出了具体形式，并考虑了子命题

具有不同权重的情况．本文进一步定义了评价算子

的边缘性测度和敏感性测度，给出了构造符合弱逻

辑关系拟三角模算子的方法，并比较了不同算子之

间的关系．本文给出了模糊集合上的一类新的拟三

角模聚集算子，并讨论了它们的性质，这对于模糊子

命题之间、模糊控制系统的多输入之间以及多

Ａｇｅｎｔ系统的模糊决策等问题的研究，提供了一种

新的选择，可以有效处理具有不同类型的弱逻辑关

系符合模糊命题的真值运算．

２　弱逻辑拟三角模算子

２１　算子的定义和性质

定义１
［５］．　映射犜：［０，１］×［０，１］→［０，１］称

作一个拟三角模，如果满足条件

（ｔ．１）犜（０，０）＝０，犜（１，１）＝１；

（ｔ．２）犜（狓，狔）＝犜（狔，狓）；

（ｔ．３）（狓狓′，狔狔′）犜（狓，狔）犜（狓′，狔′）；

（ｔ．４）犜（犜（狓，狔），狕）＝犜（狓，犜（狔，狕）），

如果拟三角模犜还满足条件

（ｔ．１′）犜（狓，１）＝狓，

则称之为三角模算子（Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｎｏｒｍｓ，简称为

Ｔｎｏｒｍｓ）；若满足条件

（ｔ．１″）犜（狓，０）＝狓，

则称之为余三角模算子（Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｃｏｎｎｏｒｍｓ，简称

为Ｔｃｏｎｎｏｒｍｓ）．

显然，（ｔ．１′）或（ｔ．１″）（ｔ．１）．

当拟三角模算子、三角模算子、余三角模算子为

连续函数时，分别称为连续的拟三角模算子、连续的

三角模算子、连续的余三角模算子．

显见，ｍｉｎ，ｍａｘ算子分别是连续的三角模算子

和余三角模算子．

定义２．　映射犜：［０，１］×［０，１］→［０，１］是一

个拟三角模算子，如果还满足条件

（ｔ．５）犜（狓，０．５）＝狓；

（ｔ．６）

犜（狓，狔）狓且犜（狓，狔）狔，若狓，狔∈（０．５，１］；

犜（狓，狔）狓且犜（狓，狔）狔，若狓，狔∈［０，０．５）；

犜（狓，狔）狓且犜（狓，狔）狔，若狓∈［０，０．５），

狔∈（０．５，１］，

则称映射犜为弱逻辑拟三角模算子．实际上，弱逻辑

拟三角模算子是Ｙａｇｅｒ在文献［１］提出的 Ｕｎｉｎｏｒｍ

算子的一个特例，Ｕｎｉｎｏｒｍ 算子的幺元可定义为

［０，１］中的任一实数，在实际应用中，一般应用最广

泛的是０和１，关于这方面的文献也非常多．但在实

际应用中，当幺元为０．５时，其同样有着重要的意

义，但这方面的研究就非常少，本文就该种情况详细

展开讨论．

若将条件（ｔ．６）中的不等式定义成严格的，即

（ｔ．６′）

犜（狓，狔）＞ｍａｘ（狓，狔），当ｍａｘ（狓，狔）＜１时，否则

犜（狓，狔）＝１，若狓，狔∈（０．５，１］；

犜（狓，狔）＜ｍｉｎ（狓，狔），当ｍｉｎ（狓，狔）＞０时，否则
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犜（狓，狔）＝０，若狓，狔∈［０，０．５）；

犜（狓，狔）＞狓且犜（狓，狔）＜狔，若狓∈（０，０．５），

狔∈（０．５，１），

则称映射犜为严格的弱逻辑拟三角模算子．

弱逻辑拟三角模算子的两个约束的语义解释

如下：

（１）犜（狓，０．５）＝狓，即取值为［０，１］间的任何真

值与０．５（真假完全未知）的真值聚集运算结果还是

其本身．

（２）犜（狓，狔）狓 且犜（狓，狔）狔，若狓，狔∈

（０．５，１］，即两个较真变量的聚集运算结果大于其

中任何一个值；犜（狓，狔）狓 且犜（狓，狔）狔，若

狓，狔∈［０，０．５），即两个较假变量的聚集运算结果小

于其中任何一个值；犜（狓，狔）狓且犜（狓，狔）狔，若

狓∈［０，０．５），狔∈（０．５，１］，即一个较假变量与一个

较真变量的运算结果值在它们两个值之间．

注．文献［４］中的定义２中弱逻辑组合范数（简

称犳范），没有考虑单调性（ｔ．３），因此不是一个拟三

角模算子，下面给出一个犳范数的例子，说明不考

虑单调性的不合理之处．

命题１．　对狓，狔∈［０，１］，定义犜犳：［０，１］×

［０，１］→［０，１］如下：

犜犳（狓，狔）＝

狓狔
狓狔＋（１－狓）（１－狔）

，　狓或狔＝０．５

１， 狓，狔∈（０．５，１］且（狓，狔）≠（０．９，０．９）

０．９， （狓，狔）＝（０．９，０．９）

ｍｉｎ（狓，狔），

烅

烄

烆 其它

，

则犜犳是文献［４］中的犳范．

证明略．

因为有犜犳（０．９，０．９）＜犜犳（０．５１，０．５１），这显

然在很多情况下是不合理的．

下面证明连续的拟三角模算子是不存在的．

引理１．　任一连续的拟三角模算子犜必可表

示为如下形式：对于狓，狔∈［０，１］，

犜（狓，狔）＝

犜∨（狓，狔）， （狓，狔）∈［０，λ］

犜∧（狓，狔）， （狓，狔）∈（λ，１］

λ，

烅

烄

烆 其它

，

其中，λ＝犜（０，１），犜∨，犜∧分别为某个连续的余三

角模算子、三角模算子．

证明略．

定理１．　符合弱逻辑关系的连续拟三角模算

子 珦犜是不存在的．

证明．　假设存在符合弱逻辑关系的连续拟三

角模算子 珦犜，则根据引理１，珦犜 可表示为如下的

形式：

对于狓，狔∈［０，１］，

珦犜（狓，狔）＝

犜∨（狓，狔）， （狓，狔）∈［０，λ］

犜∧（狓，狔）， （狓，狔）∈（λ，１］

λ，

烅

烄

烆 其它

，

其中，λ＝珦犜（０，１），犜∨，犜∧分别为某个连续的余三

角模算子、三角模算子．

当λ＝０或１时，则 珦犜 分别为三角模算子和余

三角模算子，显然不成立．

当λ≠０或１时，则有当（狓，狔）∈［０，λ］时，

珦犜（狓，狔）＝犜∨（狓，狔），取ξ∈（０，λ］，则 珦犜（ξ，０）＝

犜∨（ξ，０）＝ξ＞０，这与弱逻辑算子的条件（ｔ．６）矛盾．

所以不存在符合弱逻辑关系的连续拟三角模算

子 珦犜． 证毕．

虽然符合弱逻辑关系的拟三角模算子在［０，１］

上不连续，但是，当它在［０，１］上只有有限个间断点

时，譬如说０，１等，在实际应用中还是非常有意义的．

２２　多维弱逻辑拟三角模算子

为了适应多个模糊子命题、模糊子集的运算，在

很多场合下需要采用多维三角模．与之相对应，也要

给出符合弱逻辑关系的多维拟三角模算子．

在［０，１］犿中引入偏序“”：对任意 犡＝（狓１，

狓２，…，狓犿），犢＝（狔１，狔２，…，狔犿）∈［０，１］
犿，犡犢ｉｆｆ

（犼）（狓犼狔犼）．

作４个变换狆犻，狇犻，狉犻，σ犻犼：［０，１］
犿
→［０，１］

犿：

狆犻（犡）（１，…，１，狓犻，１，…，１），

狇犻（犡）（０，…，０，狓犻，０，…，０），

狉犻（犡）（０．５，…，０．５，狓犻，０．５，…，０．５），

σ犻犼（犡）σ犻犼 （狓１，…，狓犻，…，狓犼，…，狓犿）

（狓１，…，狓犻－１，狓犼，狓犻＋１，…，狓犼－１，狓犻，狓犼＋１，…，狓犿）．

定义３
［５］．　映射犜犿：［０，１］

犿
→［０，１］称为一个

犿维拟三角模，如果满足下列条件

（Ｔ．１）犜犿（０，…，０）＝０，犜犿（１，…，１）＝１；

（Ｔ．２）犜犿（σ犻犼（犡））＝犜犿（犡）；

（Ｔ．３）犡犢犜犿（犡）犜犿（犢）；

（Ｔ．４）对任何犡＝（狓１，…，狓犿），犢＝（狓犿，…，

狓２犿－１），有

犜犿（（犜犿（犡），狓犿＋１，…，狓２犿－１）＝

犜犿（狓１，…，狓犿－１，犜犿（犢））．

显然犜２是通常的（二维的）拟三角模．犿维拟三

角模犜犿若还满足条件

（Ｔ．１′）犜犿（狆犻（犡））＝狓犻，

则称犜犿为犿 维三角模；若满足条件
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（Ｔ．１″）犜犿（狇犻（犡））＝狓犻，

则称犜犿为犿 维余三角模．

当犿维拟三角模，犿 维三角模，犿 维余三角模

为连续函数时，分别称之为连续的犿 维拟三角模，

连续的犿维三角模，连续的犿维余三角模．

定义４．　映射犜犿：［０，１］
犿
→［０，１］为一个犿

维拟三角模，如果还满足下列条件

（Ｔ．５）犜犿（狉犻（犡））＝狓犻；

（Ｔ．６）

当狉犻（犡）≠犡时；

犜犿（狓１，…，狓犿）ｍａｘ
犻

（狓犻），若ｍｉｎ
犻

（狓犻）０．５；

犜犿（狓１，…，狓犿）ｍｉｎ
犻

（狓犻），若ｍａｘ
犻

（狓犻）０．５；

犜犿（狓１，…，狓犿）∈［α，β］，其中，

若仅存在一个狓犻∈［０，０．５），则α＝狓犻；否则α＝０；

若仅存在一个狓犻∈（０．５，１］，则α＝狓犻；否则α＝１．

则称映射犜犿为犿 维弱逻辑拟三角模算子．若将

（Ｔ．６）中的不等式定义成严格的，即

（Ｔ．６′）

当狉犻（犡）≠犡时；

ｍａｘ
犻

（狓犻）＜犜犿（狓１，…，狓犿）１，若ｍｉｎ
犻

（狓犻）０．５；

０犜犿（狓１，…，狓犿）＜ｍｉｎ
犻

（狓犻），若ｍａｘ
犻

（狓犻）０．５；

若仅存在一个狓犻∈［０，０．５），并且狓犻＞０，则

犜犿（狓１，…，狓犿）＞狓犻；

若仅存在一个狓犼∈（０．５，１］，并且狓犼＜１，则

犜犿（狓１，…，狓犿）＞狓犼．

则称映射犜犿为犿 维的严格弱逻辑拟三角模算子．

若犜犿满足条件

（Ｔ．７）存在弱逻辑拟三角模犜狉，犜犿－狉，犜２，２

犿＜狉，使得

犜犿（犡）＝犜２（犜狉（狓１，…，狓狉），犜犿－狉（狓狉＋１，…，狓犿）），

则称犜犿为可化约的犿 维弱逻辑拟三角模；

若犜犿满足条件

（Ｔ．８）存在弱逻辑拟三角模犜２，使得

犜犿（犡）＝犜２（犜２（…犜２（犜２（狓１，狓２），狓３）…，狓犿－１），狓犿），

则称犜犿为完全可化约的犿 维弱逻辑拟三角模．

由于二维弱逻辑的拟三角模算子符合结合律，

因此，可以很方便地通过结合运算构造出一个完全

可化约的犿 维弱逻辑拟三角模算子．所以，在讨论

每个二维弱逻辑的拟三角模算子时，至少可以保证

构造出一个与之相对应的犿 维弱逻辑拟三角模算

子．仿定理１证明方法可证明定理２．

定理２．　符合弱逻辑关系的连续犿 维拟三角

模算子珦犜犿是不存在的．

２．３　加权弱逻辑拟三角模算子和区间值弱逻辑拟

三角模算子

借鉴文献［３，６］中考虑子命题的权重的计算方

法和文献［４］中将弱逻辑范数在区间值上的计算方

法，下面分别给出加权弱逻辑拟三角模算子的定义

和区间值弱逻辑拟三角模算子的定义．

定义５．　向量狏＝（狑１，狑２，…，狑犿）称作犿 维

权重向量当且仅当狑犻∈［０，１］且∑
犻

狑犻＝１．

定义６．　映射犜犿：［０，１］
犿
→［０，１］为一个犿

维弱逻辑拟三角模算子，向量狑＝（狑１，…，狑犿）为犿

维权重向量，则犿维加权弱逻辑拟三角模算子犜
狑
犿：

［０，１］犿→［０，１］定义如下：

犜
狑
犿（狓１，…，狓犿）＝犜犿（狓

狑
１，…，狓

狑
犿），

其中，狓狑犻＝

０．５＋（狓犻－０．５）×
狑犻
狑ｍａｘ

， 狓犻０．５

０．５－（０．５－狓犻）×
狑犻
狑ｍａｘ

， 狓犻＜

烅

烄

烆
０．５

，

狑ｍａｘ＝ｍａｘ
犻

｛狑犻｝．

模糊命题的真值表示方法除了单一数值外，还

有区间值、模糊数、语言真值等表示方法［７］．下面将

在文献［４］的基于区间值表示的弱逻辑关系的弱范

数（犳范数）概念基础上，给出基于区间值表示的弱

逻辑拟三角模算子．

记犐［０，１］＝｛犪
－
＝［犪－，犪＋］｜０犪

－
犪

＋
１｝，

在犐［０，１］上引入偏序包含于，定义为

对犪
－，犫

－

∈犐［０，１］，犪
－
犫

－
当且仅当犪－犫

－且

犪＋犫
＋．

犐［０，１］上的小于等于“”定义为

对犪
－，犫

－

∈犐［０，１］，犪
－
犫

－
当且仅当犪－犫

－且

犪＋犫
＋．

另外，记犐［０，１］犿＝｛珚犡＝（狓
－
１，…，狓

－
犿）｜狓

－
犻∈

犐［０，１］｝．若狓
－
犻∈犐［０，１］为常量，即犮

－
∈犐［０，１］，犮为

常量，则犮
－
＝［犮，犮］，如０＝［０，０］，１＝［１，１］，０．５＝

［０．５，０．５］．

狆
－
犻（珡犡）（１，…，１，狓

－
犻，１，…，１）；

狇
－
犻（珡犡）（０，…，０，狓

－
犻，０，…，０）；

狉
－
犻（珡犡）（０．５，…，０．５，狓

－
犻，０．５，…，０．５）；

σ
－
犻犼（珡犡）σ

－
犻犼 （狓

－
１，…，狓

－
犻，…，狓

－
犼，…，狓

－
犿）

（狓
－
１，…，狓

－
犻－１，狓

－
犼，狓

－
犻＋１，…，狓

－
犼－１，狓

－
犻，狓

－
犼＋１，…，狓

－
犿）．

在犐［０，１］犿中引入偏序小于等于“犐”：对任意

珚犡＝（狓
－
１，…，狓

－
犿），珚犢＝（狔

－
１，…，狔

－
犿）∈［０，１］

犿，珡犡犐珚犢

ｉｆｆ（犼）（狓
－
犼狔

－
犼）．
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如文献［４］中所述，现有文献中对基于区间值表

示的模糊命题的基本运算：合取和析取，大都作为普

通模糊命题的推广来定义的，设命题犘的真值犪
－
＝

［犪－，犪＋］，命题犙的真值犫
－

＝［犫－，犫＋］，则合取、析

取运算如下：

犪
－
∧犫

－

＝［ｍｉｎ（犪－，犫－），ｍｉｎ（犪＋，犫＋）］，

犪
－
∨犫

－

＝［ｍａｘ（犪－，犫－），ｍａｘ（犪＋，犫＋）］．

若复合命题的子命题之间不具有典型的合取和

析取关系，而是具有弱逻辑组合关系时，则上式给出

的运算不能满足要求，因此，下面给出犐［０，１］上的

区间值弱逻辑拟三角模算子的定义．

定义７．　映射Τ
犐
犿：犐［０，１］

犿
→犐［０，１］称为一个

犿维区间值拟三角模，如果满足下列条件

（
!．１）犜犐犿（０，…，０）＝０，犜

犐
犿（１，…，１）＝１；

（
!．２）犜犐犿（σ

－
犻犼（珚犡））＝犜犿（珚犡）；

（
!．３）珚犡珚犢犜犿（珚犡）犜犿（珚犢）；

（
!．４）对任何珚犡＝（狓

－
１，…，狓

－
犿），珚犢＝（狓

－
犿，…，

狓
－
２犿－１），有

犜犿（（犜犿（珚犡），狓
－
犿＋１，…，狓

－
２犿－１）＝

珡犜犿（狓
－
１，…，狓

－
犿－１，犜犿（珚犢））．

犿维区间值拟三角模犜犐犿若还满足条件

（
!．１′）犜犿（狆

－
犻（珚犡））＝狓

－
犻，

则称犜犐犿为犿 维区间值三角模；若满足条件

（
!．１″）珡犜犿（狇

－
犻（珚犡））＝狓

－
犻，

则称犜犐犿为犿 维区间值余三角模．

定义８．　映射犜
犐
犿：［０，１］

犿
→犐［０，１］为一个犿

维区间值拟三角模，如果还满足下列条件

（
!．５）犜犐犿（狉

－
犻（珚犡））＝狓

－
犻；

（
!．６）

犜犐犿（狓
－
１，…，狓

－
犿）［ｍａｘ

犻

（狓－犻 ），ｍａｘ
犻

（狓＋犻 ）］，

若ｍｉｎ
犻

（狓－犻 ）０．５；

犜犐犿（狓
－
１，…，狓

－
犿） ［ｍｉｎ

犻

（狓－犻 ），ｍｉｎ
犻

（狓＋犻 ）］，

若ｍａｘ
犻

（狓＋犻 ）０．５；

犜犐犿（狓
－
１，…，狓

－
犿）＝［α，β］，其中，α＝犜犿（狓

－
１ ，…，

狓－狀 ），β＝犜犿（狓
＋
１ ，…，狓

＋
狀 ），犜犿为犿 维弱逻辑拟

三角模算子，其它情况．

则称映射犜犐犿为犿 维弱逻辑区间值拟三角模算子．

３　具体的弱逻辑拟三角模算子及

构造方法

上一节中给出了弱逻辑拟三角模算子的定义和

性质，下面给出一些具体的算子，并给出构造算子的

一般方法．下面的阐述中，由于定义２中的２维弱逻

辑拟三角模算子的是定义４中的犿 维弱逻辑拟三

角模算子特例，给出犿维弱逻辑拟三角模算子的具

体形式，由定义４和定义６，７知，可以很方便地进一

步得出定义６和定义７中的弱逻辑拟三角模算子．

由于篇幅关系，下面几个定理的证明都略去，有兴趣

的读者可以进一步与作者联系．

定理３． 符合如下形式的映射：对犡＝（狓１，…，

狓犿）∈［０，１］
犿，犜ｍｉｎ

犿 ：［０，１］
犿
→［０，１］，

犜ｍｉｎ
犿 （犡）＝

狓犻，　　　　 犡＝狉犻（犡）

ｍａｘ
犻

（狓犻）＋λ·（１－ｍａｘ
犻

（狓犻）），

　　 （犻）狓犻∈［０．５，１］且犡≠狉犻（犡）

η·ｍｉｎ
犻

（狓犻）， （犻）狓犻∈［０，０．５］且犡≠狉犻（犡）

ｍｉｎ
犻

（狓犻），

烅

烄

烆
其它

，

其中，λ，η∈｛０，１｝，犻∈｛１，…，犿｝．

是犿维的弱逻辑拟三角模算子．

证明略．

显然算子犜ｍｉｎ
犿 有性质：

（１）犜ｍｉｎ
２ （０，１）＝０．

（２）犜ｍｉｎ
犿 算子是完全可化约的．

由定理３可得出，当λ，η分别取０，１值，可以得

到４个犿 维弱逻辑拟三角模算子．与定理３类似，

可以得出如下定理．

定理４． 符合如下形式的映射：对犡＝（狓１，…，

狓犿）∈［０，１］
犿，犜ｍａｘ

犿 ：［０，１］
犿
→［０，１］，

犜ｍａｘ
犿 （犡）＝

狓犻，　　　　 犡＝狉犻（犡）；

ｍａｘ
犻

（狓犻）＋λ·（１－ｍａｘ
犻

（狓犻）），

　　 （犻）狓犻∈［０．５，１］且犡≠狉犻（犡）

η·ｍｉｎ
犻

（狓犻）， （犻）狓犻∈［０，０．５］且犡≠狉犻（犡）

ｍａｘ
犻

（狓犻），

烅

烄

烆
其它

，

其中，λ，η∈｛０，１｝，犻∈｛１，…，犿｝．

是犿维的弱逻辑拟三角模算子．

显然算子犜ｍａｘ
犿 有性质：

（１）犜ｍａｘ
２ （０，１）＝１．

（２）犜ｍａｘ
犿 算子是完全可化约的．

同样，由定理４可得出，当λ，η分别取０，１值，

可以得到４个犿维弱逻辑拟三角模算子．

由上面的定理３，４可以得出，构造弱逻辑拟三
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角模算子时，首先要让算子满足性质（Ｔ．５），（Ｔ．６），

然后在构造的时候，要让其满足（Ｔ．３），（Ｔ．４）．因为

定理３，４中的算子都不是严格的弱逻辑拟三角模算

子，虽然可以适合很多情况下的聚集运算．但是，有

些情况下，需要严格的弱逻辑算子，下面构造严格的

弱逻辑拟三角模算子．

定理５． 符合如下形式的映射：对犡＝（狓１，…，

狓犿）∈［０，１］
犿，犜Π

犿：［０，１］
犿
→［０，１］，

犜Π
犿（犡）＝

λ，　　　　ｍｉｎ
犿

犻＝１

（狓犻）＝０且ｍａｘ
犿

犻＝１

（狓犻）＝１

∏
犿

犻＝１

狓犻

∏
犿

犻＝１

狓犻＋∏
犿

犻＝１

（１－狓犻）

，　

烅

烄

烆

其它

，

其中，λ＝０或者１．

是犿维的严格弱逻辑拟三角模算子．

证明略．

容易验证算子犜Π
犿有如下性质：

（１）犜Π
犿算子是完全可化约的．

（２）犜Π
２（０，１）＝０或１．

同样，由定理５可得出，当λ分别取０，１值，可以得

到２个犿维的严格弱逻辑拟三角模算子．

因为定理３～５中的算子分别有犜２（０，１）＝０

或犜２（０，１）＝１，即完全为假（真值为０）与完全为真

（真值为１）的运算值是完全为真或完全为假，虽然

可以适合很多情况下的聚集运算．但是，有些情况

下，需要犜２（０，１）＝０．５这样的算子，即完全为假

（真值为０）与完全为真（真值为１）的运算值是真假

完全未知（真值为０．５），下面构造这样的弱逻辑拟

三角模算子．

　　为方便记，犽∈｛２，…，犿｝，狓犽－１０．５，狓犽＞

０．５时，作如下变换狊：［０，１］犿→［０，１］
犿，

狊（狓１，…，狓犿）＝（狓′１，…，狓′犽－１，狓′犽，…，狓′犿），

满足：

（ｉ）狓′犻狓′犻＋１，犻∈｛１，２，…，犿－１｝；

（ｉｉ）狓′犽＞０．５，并且狓′犽－１０．５．

定理６． 符合如下形式的映射：对犡＝（狓１，…，

狓犿）∈［０，１］
犿，犜Π

犿：［０，１］
犿
→［０，１］，

犜
犿（犡）＝

１－２犿－１·∏
犿

犻＝１

（１－狓犻），（犻∈｛１，…，犿｝）狓犻０．５

２犿－１·∏
犿

犻＝１

狓犻， （犻∈｛１，…，犿｝）狓犻０．５

φ＋γ－１
１－ｍｉｎ（１－２φ，２γ－１）

＋
１

２
，　

烅

烄

烆
其它

，

其中，φ＝２
犽－２·∏

犽－１

犻＝１

狓′犻，γ＝１－２
犿－犽·∏

犿

犻＝犽

（１－狓′犻）＋１，

犡′＝狊（犡）＝ （狓′１，…，狓′犽－１，狓′犽，…，狓′犿），狓′犽＞０．５，

狓′犽－１０．５，特别地，当φ＝０，γ＝１时，令犜

犿（犡）＝０．５．

是犿维的严格弱逻辑拟三角模算子．

证明略．

显然算子犜
犿有性质：

（１）犜
２（狓，狔）＝０．５，当狓＋狔＝１时，特别地，

犜
２（０，１）＝０．５；

（２）犜
犿算子是完全可化约的．

下面表１就各算子的二维形式在［０，１］２区间上

一些典型值的运算结果进行比较．其中，ｍｉｎ和ｍａｘ

算子分别是取小和取大算子，ｍｅａｎ算子是加权平均

算子，权重向量为狏＝（０．５，０．５）．

表１　各算子的运算结果比较

输入值 ｍｉｎ ｍａｘ ｍｅａｎ

犜ｍｉｎ

λ＝０，

η＝０　

λ＝０，

η＝１　

λ＝１，

η＝０　

λ＝１，

η＝１　

犜ｍａｘ

λ＝０，

η＝０　

λ＝０，

η＝１　

λ＝１，

η＝０　

λ＝１，

η＝１　

犜Π

λ＝０ λ＝１
犜

（０，０．２） ０　 ０．２ ０．１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０，０．５） ０ ０．５ ０．２５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（０，０．７） ０ ０．７ ０．３５ ０ ０ ０ ０ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０ ０ ０

（０，１） ０ １ ０．５ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０．５

（０．２，０．３） ０．２ ０．３ ０．２５ ０ ０．２ ０ ０．２ ０ ０．２ ０ ０．２ ０．０８ ０．０８ ０．１２

（０．２，０．５） ０．２ ０．５ ０．３５ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２

（０．２，０．８） ０．２ ０．８ ０．５ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．８ ０．８ ０．８ ０．８ ０．５ ０．５ ０．５

（０．３，０．９） ０．３ ０．９ ０．６ ０．３ ０．３ ０．３ ０．３ ０．９ ０．９ ０．９ ０．９ ０．７５ ０．７５ ０．８３

（０．２，１） ０．２ １ ０．６ ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ １ １ １ １ １ １ １

（０．５，０．７） ０．５ ０．７ ０．６５ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７ ０．７

（０．５，１） ０．５ １ ０．７５ １ １ １ １ １ １ １ １ １ １ １

（０．７，０．８） ０．７ ０．８ ０．７５ ０．８ ０．８ １ １ ０．８ ０．８ １ １ ０．９ ０．９ ０．８８

（０．７，１） ０．７ １ ０．８５ １ １ １ １ １ １ １ １ １ １ １
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　　由表１的运算结果可知，ｍｉｎ和ｍａｘ算子过分

强调了各因子的局部性而没有考虑全局性，而加权

平均算子则过分强调了各因子的全局性而没有考虑

因子的局部性．而弱逻辑拟三角模算子则整体考虑

了因子的局部性和全局性，其中不同的犜ｍｉｎ算子和

犜ｍａｘ算子可以认为是 ｍｉｎ和 ｍａｘ算子考虑全局性

后的不同形式，而严格弱逻辑拟三角模算子犜Π算子

和犜算子则综合考虑了全局性和局部性．图１是

本文提出的弱逻辑拟三角模拟算子与经典算子三维

图形的比较，从图形对比中可以看出，犜Π算子和犜

算子的光滑程度和坡度都从不同角度上弥补了经典

算子在模糊聚集运算方面的不足．因此，本文提出的

弱逻辑拟三角模算子可以弥补单纯的 ｍｉｎ和 ｍａｘ

算子以及加权平均算子不能适合的场合，是一个极

好的补充．

!"#

算子
!$%

算子 !&$#

算子
!

'!'"'#算子!

!

()*+"',) !

'!'"'#算子!

!

,-'*'"',)

!

'!'"'#算子!

!

,)'*'"',- !

'!'"'#算子!

!

,-'*'"',-

!

'!'$'%算子!

!

,)*'"',) !

'!'$'%算子!

!

,)'*'"',- !

'!'$'%算子!

!

,-'*'"',)

!

'!'$'%算子!

!

,-'*'"',- !

'#算子
!

'$算子

图１　经典算子与各调和三角模算子之间的图形比较

４　弱逻辑拟三角模算子的测度和评价

在上一节给出了弱逻辑拟三角模算子的具体形

式并给出了构造方法，下面对拟三角模算子定义两

个测度，从而可在选择不同算子时进行方便评估．

一般说来，如果有两个二维拟三角模算子犜１和

犜２，在（狓０，狔０）处如果有｜犜
１（狓０，狔０）－０．５｜＞

｜犜
２（狓０，狔０）－０．５｜，称在（狓０，狔０）处算子犜

１的边缘

性强于算子犜２．

因为拟三角模算子在［０，１］犿区间上有界并且单

调递增，根据黎曼积分定理可知拟三角模算子在

［０，１］犿区间上可以进行定积分．

定义９．　犿 维拟三角模算子犜犿：［０，１］
犿
→

［０，１］的边缘性测度为

!

（犜犿）＝∮
狓犻

１

０
｜犜犿（狓１，…，狓犿）－０．５｜ｄ狓犻．

上式中的含义为算子的值与０．５的差的绝对值在每

个因子狓犻∈［０，１］上的卷积积分．特别地，如果犿＝２

时，有

!

（犜２）＝∫
１

０∫
１

０
｜犜２（狓，狔）－０．５｜ｄ狓ｄ狔．

显然，如果一算子的边缘性测度越大，说明它越

靠近０或１，表明该算子的计算结果越清晰化．表２

是表１中的各二维算子的边缘性测度．

表２　各算子的边缘性测度的比较

ｍｉｎ ｍａｘ ｍｅａｎ

犜ｍｉｎ

λ＝０，

η＝０　

λ＝０，

η＝１　

λ＝１，

η＝０　

λ＝１，

η＝１　

犜ｍａｘ

λ＝０，

η＝０　

λ＝０，

η＝１　

λ＝１，

η＝０　

λ＝１，

η＝１　

犜∏

λ＝０ λ＝１
犜

!

（犜） ０．２５ ０．２５ ０．１６７ ０．３３ ０．３７５ ０．２９ ０．３３ ０．３３ ０．３７５ ０．２９ ０．３３ ０．３０７ ０．３０７ ０．３１２５

由表２比较可知，各二维拟三角模算子的边缘

性测度均大于通常的 ｍｉｎ，ｍａｘ和 ｍｅａｎ算子，其中

犜ｍｉｎ和犜ｍａｘ算子在当λ，η分别取０，１值时，边缘性

测度取得最大值０．３７５．而光滑性比较好的犜算子
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边缘性测度稍大于犜Π算子，加权平均算子的边缘性

测度最低．实际上，边缘性测度是算子的局部性能方

面的一个评价和测度．

下面引入另一个拟三角模算子的另一个测度，

即敏感性测度．经典的 ｍｅａｎ算子在每一个因子改

变时，结果也随之改变，也就是考虑因子的全局性方

面比较好，而 ｍｉｎ，ｍａｘ算子则不然．希望算子在

［０，１］犿区间上可以随着某一个因子的改变而均衡改

变，即可从［０，０］犿上取值为０均衡的变化到［１，１］犿

的１．敏感性测度实际上也是算子的全局性能方面

的一个评价和测度．

定义１０．　犿 维拟三角模算子犜犿：［０，１］
犿
→

［０，１］的敏感性测度为

"

（犜犿）＝－∮
狓犻

１
０｜犜犿（狓１，…，狓犿）－

１

犿∑
犿

犻＝１

狓犻｜ｄ狓犻．

上式中的含义为算子的值与１
犿∑

犿

犻＝１

狓犻的差的绝对值

在每个因子狓犻∈［０，１］上的卷积积分．特别地，如果

犿＝２时，有

"

（犜２）＝－∫
１

０∫
１

０
｜犜２（狓，狔）－

１

２
（狓＋狔）｜ｄ狓ｄ狔．

显然，如果一算子的敏感性测度越大，说明它越

靠近平均平面，表明该算子的计算结果越敏感，即全

局性越好．表３是表１中各二维算子的敏感性测度．

表３　各算子的敏感性测度的比较

ｍｉｎ ｍａｘ ｍｅａｎ

犜ｍｉｎ

λ＝０，

η＝０　

λ＝０，

η＝１　

λ＝１，

η＝０　

λ＝１，

η＝１　

犜ｍａｘ

λ＝０，

η＝０

λ＝０，

η＝１

λ＝１，

η＝０

λ＝１，

η＝１

犜Π

λ＝０ λ＝１
犜

"

（犜） －０．１７ －０．１７ ０ －０．２１ －０．２５ －０．２９ －０．２１ －０．１７ －０．２５ －０．１７ －０．２１ －０．１４１－０．１４１ －０．１４６

由表３比较可知，加权平均算子 ｍｅａｎ算子的

敏感性测度最高，即全局性最好，这也是符合实际意

义的．其中犜ｍｉｎ和犜ｍａｘ算子的敏感性测度相对来说

比较高，全局性不是很好，这也与它们的函数不是很

光滑相符，在当λ，η分别取０，１值时，敏感性测度取

得最大值．而光滑性比较好的犜算子敏感性测度

稍小于犜Π算子，它们的敏感性测度均大于 ｍｉｎ，

ｍａｘ算子．

通过与表２的比较，说明敏感性测度与边缘性

测度是互相矛盾的一对测度，即算子的局部性越好，

则全局性越差，反之亦然，加权平均算子 ｍｅａｎ算子

的局部性最差，而全局性最好，这与实际意义相符．综

合边缘性测度和敏感性测度折衷考虑，犜算子和犜Π

算子局部性和全局性均好于ｍｉｎ，ｍａｘ算子．

５　结束语

本文首先修正了文献［４］中的ｆ范数的概念，指

出了符合弱逻辑关系的算子实际上是一种拟三角模

算子Ｕｎｉｎｏｒｍ的特例，并提出了严格弱逻辑关系的

拟三角模算子概念，在提出概念时，考虑了多维、基

于单一数值和基于区间值以及加权的情况，并证明

了符合弱逻辑关系的连续拟三角模算子是不存在

的．接着，本文给出了弱逻辑拟三角模算子的具体形

式，提出了具体的四类弱逻辑关系的拟三角模算子，

讨论了它们的性质，并对它们进行了比较．最后，定

义了评价算子的边缘性测度和敏感性测度，对各算

子进行了比较和评价．结果表明，本文给出的弱逻辑

拟三角模算子可以在不同应用背景下，有效地处理

具有不同类型的弱逻辑关系复合模糊命题的真值运

算，也可以在其它模糊系统中有效地处理多个模糊

子集之间的聚集运算．
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