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随机利率下双币种期权的定价 

郭培栋，张寄洲 

(上海师范大学 数理信息学院，上海200234) 

摘 要：双币种期权是为在国际贸易和投资中规避各种不同类型的风险而设计的一种期权， 

在Black—Scholes的框架下，运用偏微分方程的方法，比较系统地讨论了在本国或地区利率遵 

循短期利率模型(Vasicek模型)下欧式双币种期权的定价模型，并给出了相应的定价公式． 
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O 引 言 

随着近年来投资全球化的增长，双币种期权获得了广泛的应用和发展．双币种期权是这样一种未定 

权益，即期权的收益取决于国外或地区货币下金融衍生产品的价格，而实际的支付是以本国或地区货币 

来支付的．双币种期权的收益函数可由国外或地区资产价格和汇率组合而成，因此我们就可获得许多可 

选的投资和对冲的机会．文[1—4]中讨论了常数利率下的标准双币种期权；文[5]中则考虑了常数利率 

下欧式双币种期权的定价．本文作者讨论了本国或地区利率服从短期利率模型(Vasicek模型)下的欧 

式双币种期权的定价．尽管在这里利用了文[4]中的“双币种预洗”法，即修正风险中性下的漂移率和波 

动率，并模仿了文[5]中的结构，但由于前面的文献均只考虑常数利率下的情况，因此该研究及其结果 

是有意义的．在这里只讨论本国或地区货币的期权定价问题，国外或地区货币下的情况可类似得出． 

1 预备知识 

显然，随机利率下的双币种期权有5个独立变量，即汇率F，国外或地区货币下的资产价格S，本国 

或地区货币下的资产价格S ，本国或地区利率r和时间变量 ．注意S和S 有如下关系 

S =SF． (1) 

因此该期权既可能是变量S ，F，r和t的函数，也可能是S，F，r和t或S ，S，r和 的函数．在全文中，假 

设这几个变量服从如下分布． 

—

d S
： sdt+ sdzs， 

一

d F
： d + ，dZ，， (2)F beedt —— + ， ，， (z J 

： 。d + ．dZbes dt ors dZs．， 了  · + · ·， 
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dr=口(b—r)d‘+ ，dZ，． 

则有(见[5])： 
s． s+ ，+P s ，， s2

． ；+ F2+~psFo"s F， (3) 

占 = 一q—ps~O"s ，，占 ．= r—q， =ri—q． 

假设D(‘，r)为 时刻到期支付1元的本国或地区货币下的无风险债券在t时刻的价格，则D(‘，r)在风 

险中性世界和以上市场利率模型下所满足的偏微分方程为： 

地
O t
州 6_r) + 一rD=0． (4) 

上述方程的解为： 

D(f，r)：exp ‘‘) ‘”， 

其中 

(‘)：一 l_exp_d( ’]， ‘) 
n 

2 主要结果 

二 12二( 二 1． 二丑：丝 
n2 

or (￡) 
4a 

本文作者是在Black—Scholes模型框架下进行讨论．这里根据双币种期权收益函数结构的不同讨 

论了3种情形下的期权定价；即固定汇率下的国外看涨期权，以本国或地区货币命名的国外看涨期权和 

浮动汇率下的国外看涨期权． 

2．1 固定汇率下的国外看涨期权 

该期权在到期日的收益为： 

(sr， ，T)= max(Sr一 ，0)， 

其中 为固定汇率，以为国外或地区货币下的敲定价格． 

定理1 该期权的价值 (s，r，t)满足如下微分方程： 

尝州6-r)喾 s尝+ 1 署+ ；詈 s 一r -o． 
证明 在 t时刻构造投贤组合 11： 

Ⅱ = 一△lSF 一△2D， 

使得1-I在时段(‘，t+dt)内是无风险的，因此 

dll=d 一△1FdS一△lSdF 一△lFSqdt一△2dD 

=r( 一△lSF一△2D)dt． 

由I 公式有： 

dD = O D¨  O D

t r
¨  2 

r 

drdr ‘ 
a a a 

= 6-r)一O D+ O D
0 r + ；雾r cr，等r dZ，， d‘ ’a 。 ‘d ‘ 

d =酱̈ 尝ds+喾ar+丢 捌s+ 1 02 V~Q．ra，+ 2 1 r 
= 尝 尝 喾̈  磐 势̈  

s ¨  尝 挚 

(5) 

(6) 

(7) 
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把(6)，(7)代入(5)式，消除风险项，取 

寺尝 = 
再把它代入(5)式得 (．s，r，￡)所满足的PDE为： 

尝+口( )- gTr ．s尝+ 1 2．s o2 v,． 
记方程(8)为 =0，那么定解问题为： 

+ 势 叩 ．s 2 1一r 一o．㈣ 

rtV'~=0， 

lv~(sr， ， )=Fo max(S 一 ，0) 

利用偏微分方程的方法求解定解1．口]越(9)，司得如 F定理． 

定理2 若满足假设条件(1)一(4)，则定解问题(9)有如下解析解 

(．s，r，￡)：DF。 ‘ ’[Se J7v(d )一xf~v(d：)]， 

其中J7v( )表示标准正态分布函数J7v( )= e等 。 =  (s)山一 (s)山， 

In + (1+ ) 

dl= — ，d2=dl一据 
√考 

证明作变换 (z，￡)=- g，z=吾，则定解问题(9)变为： 

其中： 

(t)=刍(箬) ；+ 一2prSO'SO'r I O D=A] ，2+ 2 一2prSO'SO'r A．． 
再作变换 =In(DZ)，则(10)，(1i)变为： 

其中 ￡)= S—r一号 (￡)．令 ( ，￡)=e (r_I) ( ，￡)，其中： 
一  一丢参， 

则(12)，(13)变为： 

再作变换f=J (s) ，T ；I (s)ds， ：T’一 ，则上述问题变为 
J0 J 0 

』 2 ～ ． J a a 2 。 ． 
【 ( 

，O)= ( )：F0e⋯ max(e 一 ，O) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Z  

一 )  

(  一 + r 棚 

眦 

= 

●  

==)一 

+ 

)  

Ⅱ 

： 

l 一2 )  

+ 

a—a =：) 

O  

— 

0  
= 腿 

= 

1 —2 )  

一 

a

—a 
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毗 ：二e一 ㈤ds 

三e一 ㈤ 
将上面的计算结果回代可得定解问题(9)的解的表达式为： 

(s，r，t)=DFoes(r_I [s JI、『(d )一x~ N(d：)] 

2．2 以本国或地区货币命名的国外或地区看涨期衩 

该期权在到期日的收益为； 

(Sr，Fr，rr，T)=max(FrSr一 d，0)=max(Sr—xd,O)， 

其中 为本国或地区货币下的敲定价格． 

显然 (．s，F，r，t)= (S ，r，t)．由文[5]可知只要确定 ， ，那么类似定理1就完全可以得到 

(．s，F，r，t)满足的偏微分方程． 

定理3 (．s，F，r，t)满足如下微分方程： 

喾州 ，喾 d．s尝城dF喾+ 1 2．s 2 2 2] 
．s 

2 2 

，F藉 F．s 州 一o． 
由定理2直接可得 (S ，r，t)满足的解析式，因此我们有下面的定理． 

定理4 该期权的价值 (．s，F，r，f)为 

(．s，F，r，t)= (．s ，r，t)=D ‘ IS e Ⅳ(d )一 e字Ⅳ( )]
， 

其中Ⅳ( )表示标准正态分布函数Ⅳ( )：— 广e一譬如， ：f ( ) 一f ( ) ， 
霄 3一* 3 0 Jo 

In + (1+ ) ， 

d·=— —_ ， =d，一 ， 一 ，卢=一 ， ∈ 

(f)= ；+ 一2p ， ，Z(t)= ．一r一÷ (t)． 

2．3 浮动汇率下的国外或地区看涨期权 

若该期权在到期日的收益为 

g(s ，F ，r ，7T)=Fr max(S 一 ，0)， 

则 (S ，F ，r ，T)／F = (S ，r ，T)=max(Sr一 ，0)，显然 (s，F，r，t)／F= (S，r，t)．同理可 

知， (．s，F，r，t)有与g(s，F，r，t)完全相同的微分方程，只是此时终值条件发生了改变．又由定理2 

直接可得 (s，r，t)满足的解析式，(注意，此时漂移项 变为 )因此有如下结果． 

定理5 该期权的价值 (．s，F，r，t)满足 

(．s，F，r，t)／F： (．s，r，t)：Des{r_I ISe止 』、，(d
1
)一Xye~N(d

2)]， 

其中Ⅳ( )表示标准正态分布函数JI、『( )：_ 广e一譬 ， ：f ( ) 一f ( ) ， 己
霄 3 ∞ J 0 J0 

In + (1+ ) ， 
d =— 笠 — 

， =d 一 ， =一 ，卢=一专 ， 
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Quanto options pricing under stochastic interest rate 

GUO Pei-dong，ZHANG Ji-zhou 

(Mathmatics and Sciences CoUege，Shanghai Normal University，ShanghM 200234，China) 

Abstract：Quanto options are designed for investors who would llke tO avoid different types of risk in the international trade and 

investment．In this paper，using the method of PDE in the Black—Scholes world，we discuss the pricing model of the vanilla Euro- 

pean style quanto options on the assumption that the domestic interest rate foUows the Visicek 8hort-run interest rate mode1．And 

we derive some corresponding pricing formulas． 

Key words：quanto options；stochastic interest rate；Vasicek model；pricing options 
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