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两相法和单相法在集团变分法中的应用 
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摘 要 本文提出了用于集团变舟法中计算相平衡的两相法和计算失稳点的单相法 对于一缎相变．两相法要求一种结构的对称 

群包含另一种结构的对称群，这样可以得到精度很高的相变点 一缎相变的相变点和先稳点不同．在温度 一化学势图和温度 ’组 

丹图中．单相法得到的失稳点都滞后干两相法得到的相变点；随着变化步长的减小可 得到精确的失稳点．对于二级相变，相变点 

和失稳点相同，两种方法都可以得到相变点和失稳点 虽然在化学势变化步长很小时难以用单相法确切判断二缎相变的失稳点 但 

在变化步长不是很小时，单相法已经可 给出足够精确的相变点 
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ABSTRACT The two—phase method used in phase transformation point calculation，an d the one- 

phase method used in spinodal calculatfon，ase proposed for the cluster variation method colculation． 

For the first order tramsformation，the tw~ phase calculation needs that the symmetD'group of one 

phase should contain that of the other phase，the tran sition point and the spinodal point are difierent， 

an d the spinodal point obtained by the one—phase method appears later than  the transition point 

obtained by the two~phuse method in either temperatuse-chemical potential curve or temparature~ 

constituent curve；and the accurate spinodal point Can  be obtained With small dimensionless chemical 

potential changing step． For the second order phase trailsfornmtion1 the transition point and the 

spinodal point ase the same，an d both can be ohtained by either the two or one—phase method．The 

spinodal Point of good accuracy Carl be obtained  with not SO small dimensionless chemical potential 

ehan~ g step for the second order phase transformation． 
KEY W ORDS clus ter variation method．two-phase method．one—pha~e method．pha~e equilibrium 

集团变分法 【 J被大量地应用于台金相图 【。一 、台 

金组态动力学 【。，引、晶格空位特性 [1o】和反相畴界能 【n】 

的分析．这些分析往往都要涉及到相平衡的计算． 

计算一级相变的方法通常是从两相各自的稳定区域 

开始，通过改变化学势使两侧计算点分别向相变点前进， 

从而得到两条相交的巨势 ～化学势曲线：对它们进行拟 

台，认为两条拟台曲线的交点就是相变点 _7 Jl可以称这种 

方法为交点法，但它的精度受到拟台曲线精度的影响． 

对于二级相变 通常的分析方法是通过计算 Hessian 

行列式得到相平衡结果 J． 计算中要进行偏微分和矩阵 
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求逆等运算，较为复杂 

本文提出较为简单的两相法和单相法，用于相平衡的 

分析 

1 相结构分析 

当所考虑的 bcc有序结构为D03和 B2结构时，空 

间点阵可以分为四组亚点阵，如图 1所示．定义 为第 

i种原子 (i= 1，⋯ ， n为台金中的原子种类数)在第 

a亚点阵 (a=l，2、3 or 4)中的原子百分比㈣ ．根据原 

子在亚点阵上的分布，可以分析相应原子组态是哪一种结 

构．定义不同亚点阵之间的分布差为 

以 =∑I 一 I (1) 
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田 1 bcc耋占构中的亚点阵 

Fig．1 Sub-[attice~of b~c structure 

其中 对应于合金中的原子种类 确定合金结构的方法为 

l D03 (d13=0，d24≠0) 

{B2 (dl3=0，d24=0，d12≠0) (2) 

I A2 (A12=d13=dl4=0) 

在计算机中进行处理时，式 (2)中前两式变化为 

J D0a(dl3 。，d24 ) (31 
l B2 (dl3=0，d24=0．dl2> ) 

其中 是事先给定的小量 

本文在分析中将采用无量纲量．进行无量纲化所采用 

的基准是合金中第 1种原子和第 2种原子之间第一阶原 

子交换能 ( ，即e ，无量纲巨势、温度和无量纲化学势 

分别定义如下 

南 翥 ㈥ 
其中 Ⅳ 为合金中的原子总数． 

本文所分析合金的基本结构为 bcc结构，对于基本 

结构为fcc结构的合金，可以采用与本文相同的方法来分 

析相平衡，只是巨势函数的表达式要作相应的变化，得到 

的用于集团变分法的自然迭代法迭代方程的形式也发生 

变化 

2 两相法和单相法 

2．1 两相法 

设 n相和 卢相之间的相变是一级的，而且 口相结 

构的对称性高于 0相，用群的概念描述，就是 n相结构 

的对称群是 目相结构的对称群的真子集 相变点附近的 

巨势 一化学势曲线如图 2所示，图中曲线是用直线近似 

表达的．其特点是，高对称相 (目相)的巨势 化学势曲 

线，可以延伸，并在低对称相 (n相)稳定区域的较大范 

围内存在 (如图中DcD部分，图中c，D两点重合，且 

Chomical potential 

田 2 一级相变的巨势 一化学势图 

Fig．2 Grand potent[alc hemical potential curve of the first 

o ·deT phase t onnation 

都表示两条曲线的交点)，在这个区域 n相是稳定相， 

相是亚稳相 相的巨势值小于卢相的巨势值)：低对称 

相 相)的巨势 化学势曲线，也可以延伸至高对称相 

(p相)的稳定区内，但只在较小范围内稳定存在(如cc” 

段)，过了 C 点，就只有 相存在． 

相平衡的两相法计算是从低对称相 (a相)的稳定区 

域开始，同时分析两种相的结构，改变化学势(AB二元 

合金中，可以选择A原子的无量纲化学势 丘̂ )的值，逐 

步向相变点逼近 

用两相法进行计算，首先应该找出合理的化学势初始 

值 设两相与该初始值相对应的点分别为co和DQ(图2)， 

c0和 Do点除了须对应于 相和 相结构外，还应满足 

口 (Co)<免(Do)的条件 化学势的合理初始值可 利 

用后面介绍的单相法，通过多次试算得到 有了初始值， 

便进入迭代过程 在前一步计算的基础上，将化学势增加 
一 个步长 △口：利用新的化学势计算两相的无量纲巨势 

和 判断两个结果是否对应于 a相和 相结构，以及 

是否满足 敷 < ．如果至少有一个条件不能满足 (如图 

2中的 c 和 D 点)，化学势减去步长，仍退回到上一步 

的结果 (Ci+l和 D{+1点)，以原来步长的一半作为新的 

步长，重新进行迭代过程，寻求满足条件的解 (G。和 D 

点)如果两个条件都满足，判断化学势步长△4是否小 

于预先设定的一个小量 ，如果满足，迭代过程结束 如 

果不满足，迭代过程继续进行 迭代过程结束时，将得到 

相变点，即图中的C(D)点．由于这种方法是对两相同时 

进行计算，所以称为两相法(two_phase method)．图3 

是两相法的计算流程图 

由于两相法在迭代过程中采用了折减步长的办法，当 

用来分析一级相变时，得到的结果可以充分接近相变点， 

： 罄蘸 

宅0 吕 口c 0 
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圈 3 两相法计算流程囤 

Fig．3 Flow chart of two phase m ethod 

使计算结果具有很高的精度，从而不存在交点法中计算结 

果受拟合曲线精度影响的缺点． 

如果 a和 卢两相结构的对称性互不包古 (如 B2和 

B32相)，即 d和 相结构的对称群互不为对方的子集， 

它们的巨势 ．化学势曲线也都能伸入对方稳定区域，但都 

只能在较小范围内稳定存在 对于这种情况，因为不易找 

到适于两相法的化学势初始值，不宜使用两相法 

当相变为二级相变时，如果低对称 a相对称群为高 

对称 相对称群的真子集，其巨势 一化学势曲线如图 4 

所示(图中的C，D，C 和 D 四点分别与图2中的各点 

相对应，在这里四点舍为一点)．前面介绍的两相法也适 

用于这样的相变 

针对不同的相变，式 (3)中的小量 的数值也不相 

Grand potential 

田 4 二级相变的巨势 一化学势图 

Fig-4 Grand p0teⅡtia —chemical potentia]Cl~l?Ve of the 

second order phase transformation 

同 对于一级相变． 一般取为 10_‘，由于 可以取值 

很小．相平衡计算结果往往很精确；对于二级相变， 一 

般取为 10_。 10- ． 

2．2 单相法 

分析相结构变化时，可以只考虑低对称相(a相)．如 

图2，从c0点开始，不断改变化学势，向高对称相( 相) 

的稳定区前进 得到的迭代步数 一化学势曲线如图 5中 

实线所示，图中的虚线箭头表示计算进行的方向 迭代步 

数 化学势曲线在某处出现了尖峰，它与图 2或图 4中 

的 C”(D”)点相对应，而 C 点是 oL相的平衡失稳点． 

在化学势变化过程中，由于在这一点处，相结构从前一种 

结构 ( 结构)转变为后一种结构 (oL结构)，与当前化学 

势相对应的迭代步数会显著增加，从而在选代步数 一化学 

势曲线中出现了尖峰 将这种计算失稳点的方法称为单相 

法 单相法对相结构的要求没有两相法那么严格 

chem JcaI potential 

围 5 单向法中迭代步数随化学势的变化 

Flg．5 Vari&tions of iteration steps with respect to chemical 

potential in single-phase calculation 

对于一级相变，失稳点 (c 或 D )的化学势与相变 

点 (c或 D)的化学势不同，图 5中的尖峰并不对应于 

相变点；随着无量纲化学势变化步长的减小，峰值变得更 

加锐利，从而可以得到很精确的相变失稳点 对于二级相 

变，失稳点与相变点相同，图 5中的尖峰对应于相变点， 

因此用单相法可以同时得到失稳点和相变点；如果无量纲 

化学势变化步长太小，迭代步数 化学势曲线的尖峰将变 

得平缓．甚至消失；但在变化步长不是很小时，单相法已 

经可以给出足够精确的相变点 

尽管单相法对一级相变不能给出正确的相变点，但相 

变点与失稳点的位置相差不大．实际上，在本文的分析中， 

为了用两相法得到准确的相变点，通常采用单相法进行试 

算，从而得到两相法所需的初始值．在温度 一化学势图 

中，二级相变线的某些部分斜率较小，即很小的温度变化 

将引起化学势较大变化，同时也导致组分的较大变化 在 

亘芒010d一8 一E∞亡0 
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这样的区域，两相法很难给出准确的相变点，但可以利用 

单相法进行分析，在这种情况下，单相法中的变量不是化 

学势，而是温度 

3 算例 

为了获得二元相图，即温度 组分相图，应针对每一 

个温度，依据两相法，确定相变点的化学势，再得到对应 

的组分值．在这一过程中，针对每一个温度值，首先应给 

出化学势的初始值．设 s,D为两相法中的化学势变化步 

长，增加一个变化步长 s,D ，令两个步长异号．即 

△A△豇 <0 (5) 

△ 的作用是，在新的温度下，使化学势的值沿着与两相 

法中相反的方向变化，即 “后退”一步或几步，满足相结 

构及巨势 < 的要求，这时的化学势即作为当前温 

度的初始值 对于斜率变化较大的二级相变线，宜采用两 

相法和单相法相结合的方法进行计算，即对于斜率较大的 

部分，采用两相法；对于斜率较小的部分，采用单相法． 

下面给出的几个算例都是针对基本结掏为 bcc结构二元 

台金的 

(1)考察两相法和单相法在相平衡计算中的异同 图 

6为一级相变的计算结果．计算的条件为前两阶原子交换 

能比值e 1 2／戡 =0．5．单相法计算中使用的化学势变化 
步长为 AD= 0．0001 两种结果存在差别，但差别不大， 

用单相法的结果可以定性地描述相变曲线的变化趋势．用 

围 6 一级相变的计算结果 

Fig．6 Calculational results of the first order phase transformation 

(a)Temperature~chemlcal potential curve (b)Temperature~constltuent cufve 

围 7 二级相变的计算结果 

Fig．7 Canculatlonal results of the second order phase transform ation 

potential curve (b) 

暑 墨 E0_∞∞日1coic∞E一3 
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单相法进行计算，都是从低对称相稳定区域开始，终止于 

高对称相稳定区域，在这个算例中，是 D03相开始向 

A2相进行 从计算结果可以看出，无论是温度 化学势 

图，还是温度 一组分图，单相法得到的失稳点都滞后于 

两相法得到的相变点 图 7为二级相变的计算结果，计 

算的条件与图 6相同．单相法使用的化学势变化步长为 

△ =O．001 从图中可以看到，两种方法得到的结果符合 

很好，即说明二级相变的相变点与失稳点相同 

(2)根据前述二元相图的计算方法，这里给出Fe—A1 

和F Co相图的计算结果 本文的计算结果用实线表示， 

虚线为实验结果． 

髓 8 f Al二元合金相图 

Fig·8 F A1 binary ph＆ diagram((b)being local magni- 

flcation of(a)) 

值 值得注意的是，与 D03_÷B2相变的最高相变温度 

点对应的合金成分为Fe一28．8Al(原子分数，％)．并不是 

处在 Fe 25A1的化学计量比位置．从图中可以看出，计 

算与实验结果 【“J符合得很好，当然也存在着差别 这些 

差别主要不是由磁相互作用引起的，因为实验显示，磁有 

序化转变曲线 (Curie温度线l位于三相点以下 只有在 

接近和低于磁有序化转变的温度区域，相图才会受到较大 

影响．相图中的主要差别表现在： (1)计算结果显示 

B2_÷A2相变是二级的，而实验表明还存在着两相区， 

Bichara等 _J 认为这与第四阶近邻之间的相分离趋势有 

关：(2)计算结果显示，D03_÷B2相变存在二级和一级 

相变两个部分，而实验表明只存在 DO3_÷B2二级相变． 

造成上述差别的原因还有待进一步探讨 

Fe-Co二元相图的计算和实验结果如图9所示．F 

co合金前两阶原子间交换能的数值为 。=0 043 eV， 

§ l／ 。=0 ．二元相图的计算结果如图9中的实 

线所示，与Colinet等人 J的分析结果相同、但与实验结 

果 【̈J相差很大 实验结果显示 F Co合金的Curie温 

度线高于图中所示的实线，在本丈的分析中，巨势函数只包 

含了化学相互作用，而未记入磁相互作用，这使在不计磁相 

互作用情况下的计算结果与实验结果存在很大差别 Co- 

linet等 【 J在巨势函数中引入磁相互作用部分 通过计 

算 Hessian行列式、得到 B2-+A2相变线、考虑磁相互 

作用的计算结果如图中点划线所示． 

圈 9 Fe~C'o二元合盘相图 

Fig．口 Fe-Co binaxy phase diagram fcalculated CUrVe no 

cormidering magnetic interaction) 

F A1二元相图的计算和实验结果如图8所示 Fe— 
Al合金前两阶原子问交换能的值为 I=0 145 ev， 结论 

l 1=0．44I”1
． 图中标出了几个特殊点的温度 (1)本文的两相法可用于集团变分法中相平衡的计 

———■ 蕊盈圈圜匿 ■■■ 圈嘶 殛 圈瞄懑 陋面嗣 

． nI 墨￡ 
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算，对于一级相变，要求一种结构的对称群包含另一种结 

构的对稗群 单相法可用于相变失稳点的计算．它对相结 

构的要求没有两相法那么严格 

f2)对于一级相变，相变点和失稳点不同，单相法得 

到的失稳点滞后于两相法得到的相变点 随着变化步长的 

减小，用单相法可以得到精确的失稳点．当两相结构的对 

称性互不包含时，不宜使用两相法 

(3)对于二级相变，相变点和失稳点相同，两种方法 

都可以得到相变点和失稳点，对于温度 化学势图中斜率 

较小的二级相变线 两相法难以给出相变点 但单相法可 

以给出合理的相变点：因此对于斜率变化较大的二级相变 

线，可以采用两相法和单相法相结合的方法得到 在变化 

步长不是很小时，单相法计算结果已经足够精确 

(4)F Al相图的计算结果与实验结果符合得较好， 

这主要是由于 Curie温度线低于三相点：存在的差别主 

要表现在，实验得到的相图中存在着明显的B2+A2两相 

共存区． F Co合金的 Curie温度线处于较高的温度范 

围，而在本文的分析中，巨势函数没有记入磁相互作用部 

分，导致计算结果与实验结果相差较大． 
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