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摘 要

本文讨论了强平稳LPQD随机变量列更新过程的渐近正态性问题.
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§1. 引言与背景

应用概率中, 许多经典的结果往往将对象视作独立同分布的随机变量, 然而在实际中,

各变量之间的关系往往比较复杂, 有的相互之间受一个共同因素的制约, 呈相互促进的正

相关关系, 有的却恰恰相反. 例如, 前段股市下泻都受一个共同因素——国有股减持的影

响, 各出逃量就存在某种正相关的关系; 又如在同一个服务系统中, 每位顾客接受服务的时

间长短都受该系统自身条件的制约, 也呈现出某种正相关性, 等等. 因而近年来, 相关随机

变量的概念越来越受到国内外学者的普遍关注. 这些概念源自于应用概率, 应用统计中的

一些相当有用的不等式, 它们在多元统计分析, 可靠性理论, 金融保险的极限理论及大服务

系统中有着广泛的应用, 正象限相关性(PQD, Positively Quadrant Dependent)就是其中之

一.

Lehmann (1966)引入了一个简单而自然的正相关概念.

定义 1.1 称随机变量序列{Xn : n ∈ N}是两两PQD的,如果对于∀ ri, rj ∈ R, i 6= j,

都有

P{Xi > ri, Xj > rj} ≥ P{Xi > ri}P{Xj > rj}. (1.1)

类似的, 两两NQD序列只要将(1.1)中的“≥”相反即可.

一个更强的正相关概念是由Esary, Proschan和Walkup (1967)提出的.

定义 1.2 称随机变量序列{Xn : n ∈ N}是PA (Positively Associated)的, 如果对

于任何有限元Xi1 , · · · , Xin及任何两个使得协方差存在的, 且对每个变元都单调不减的函

数f和g, 都有

Cov (f(Xi1 , · · · , Xin), g(Xi1 , · · · , Xin)) ≥ 0. (1.2)
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然而与之相对应的NA (Negatively Associated)的概念却有一定的差异, 不是简单的改

变符号, 它是由Joag-Dev和Proschan (1983)提出的.

定义 1.3 称随机变量X1, X2, · · · , Xk是NA的, 如果对于{1, 2, · · · , k}的任何两个不
相交的非空子集A和B及任何两个使得协方差存在的, 且对每个变元都单调不减的函

数f和g, 都有

Cov (f(Xi, i ∈ A), g(Xj , j ∈ B)) ≤ 0. (1.3)

一个随机变量序列{Xn : n ∈ N}称为NA随机变量列, 如果它的任何一个有限元Xi1 ,

· · · , Xik , k ≥ 2是NA的.

对于两两PQD的随机变量序列, 人们证明了大数定律(参见Birkel (1989)), 而中心极限

定理要求PQD列的线性组合也是PQD列, 因而Newman引入了LPQD (Linearly Positively

Quadrant Dependent)序列的概念.

定义 1.4 称随机变量序列{Xn : n ∈ N}是LPQD的, 如果对于任何两个不相交的集

合A, B以及正数ri有
∑
i∈A

riXi和
∑
j∈B

rjXj是PQD的.

周知, 更新计数过程不仅是更新理论的重要对象之一, 而且在很多领域, 特别在金融

保险, 服务系统中有着广泛的应用. 假定某大服务系统逐个不停的为每位顾客提供服务,

{Xn : n ∈ N}是非负LPQD随机变量序列, 表示第n个人接受该系统的服务时间, S0 = 0,

则Sn =
n∑

i=1
Xi表示前n个人的总服务时间. 更新计数过程定义为

N(t) = sup{n : Sn ≤ t}, (1.4)

表示到时刻t为止, 已经接受完服务人员的个数.

例 1 设(X1, X2)具有二元FGM (Farlie-Gumbel-Morgenstern)分布, 其联合密度为

f(x1, x2) = λ2e−λ(x1+x2)[1 + α(2e−λx1 − 1)(2e−λx2 − 1)], x1, x2 ≥ 0, −1 ≤ α ≤ 1.

容易计算Corr(X1, X2) = α/4, 当α > 0时, X1, X2为PQD的. 事实上, 此时Corr(−X1, X2)

< 0, (−X1, X2)为NA的,由Joag-Dev和Proschan (1983)的Property P1知(−X1, X2)是NQD

的, 故(X1, X2)是PQD的.

设{Yk, k ≥ 1} = {X(n)
1 , X

(n)
2 , n ≥ 1}, 其中(X(n)

1 , X
(n)
2 )是(X1, X2)的独立复制, 则{Yk,

k ≥ 1}是非负LPQD序列. 事实上, ∀ i 6= j, Cov (Yi, Yj) ≥ 0, 因此对于任何两个不相交的集

合A, B以及正数ri有

Cov
( ∑

i∈A

riYi,
∑
j∈B

rjYj

)
=

∑
i∈A,j∈B

rirjCov (Yi, Yj) ≥ 0,

故
∑
i∈A

riYi,
∑
j∈B

rjYj是PQD的, 所以{Yk, k ≥ 1}是非负LPQD序列.
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可以认为, 例1中的服务系统每服务两个顾客重新调整设备, 未调整时两个顾客接受服

务的时间分布类似于指数元件的寿命分布, 存在着PQD的正相关关系, 调整后是相互独立

同分布的.

本文将讨论一个服务系统的服务时间为强平稳LPQD序列的更新计数过程的渐近正态

性问题, 将在第二节给出本文的主要定理及其证明.

§2. 主要定理及证明

若无特别说明, 以下均假设Z表示标准正态随机变量. 下面给出本文的主要定理.

定理 2.1 设服务时间{Xn : n ∈ N}是强平稳LPQD随机变量序列, N(t)是由其产生

的更新计数过程. 若EX1 = µ, 0 < DX1 < ∞, 并且假定

0 < σ2 = DX1 + 2
∞∑
i=2

Cov (X1, Xi) < ∞, (2.1)

则有

lim
t→∞P

{N(t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< y

}
=

1√
2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx. (2.2)

在给出该定理的证明之前, 首先给出若干引理.

命题 2.1 (Newman (1980)) 设{Xn : n ∈ N}是强平稳LPQD随机变量序列, 若EX1

= 0, EX2
1 < ∞, 并且(2.1)成立, 则{Xn : n ∈ N}服从中心极限定理, 即σ−1

n Sn
L−→ Z, 其

中σ2
n = ES2

n.

引理 2.1 若{Xn : n ∈ N}是强平稳LPQD随机变量序列, 则

lim
n→∞

DSn

n
= σ2. (2.3)

证明: 由{Xn : n ∈ N}的强平稳性知
DSn

n
= DX1 +

2
n

∑
1≤i<j≤n

Cov (Xi, Xj)

= DX1 +
2
n

[ n∑
i=2

Cov (X1, Xi) +
n∑

i=3
Cov (X2, Xi) + · · ·+ Cov (Xn−1, Xn)

]

= DX1 +
2
n

[ n∑
i=2

Cov (X1, Xi) +
n−1∑
i=2

Cov (X1, Xi) + · · ·+ Cov (X1, X2)
]

= DX1 + 2
[n− 1

n
Cov (X1, X2) +

n− 2
n

Cov (X1, X3) + · · ·+ 1
n

Cov (X1, Xn)
]
.

由{Xn : n ∈ N}为LPQD列知, X1与Xj是两两PQD的, 于是−X1与Xj是两两NQD的,

j = 2, 3, · · ·, n. 再由Joag-Dev和Proschan (1983)的Property P1知两个随机变量的NQD性
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等价于NA性, 故−X1与Xj是两两NA的, j = 2, · · ·, n. 于是Cov (X1, Xj) = −Cov (−X1, Xj)

≥ 0, j = 2, · · · , n. 则

DSn

n
≤ DX1 + 2

n∑
i=2

Cov (X1, Xi) ≤ DX1 + 2
∞∑
i=2

Cov (X1, Xi) = σ2. (2.4)

另一方面, 对∀ 1 < m < n有

DSn

n
≥ DX1+2

[n− 1
n

Cov (X1, X2)+
n− 2

n
Cov (X1, X3)+ · · ·+ n−m + 1

n
Cov (X1, Xm)

]
,

固定m, 令n →∞得

lim sup
n→∞

DSn

n
≥ lim inf

n→∞
DSn

n
≥ DX1 + 2

m∑
i=2

Cov (X1, Xi),

再令m →∞, 可得

lim sup
n→∞

DSn

n
≥ lim inf

n→∞
DSn

n
≥ DX1 + 2

∞∑
i=2

Cov (X1, Xi) = σ2. (2.5)

结合(2.4)知(2.3)成立. ¤

最后我们来证明定理2.1.

定理 2.1的证明: 首先令X̃n = Xn−µ, S̃n = Sn−nµ, n = 1, 2, · · · ,则由{Xn : n ∈ N}
为LPQD列知, 对∀A,B且A ∩B = ∅及∀ ri > 0有

P
{ ∑

i∈A

riX̃i > x,
∑
j∈B

rjX̃j > y
}

= P
{ ∑

i∈A

riXi > x + µ
∑
i∈A

ri,
∑
j∈B

rjXj > y + µ
∑
j∈B

rj

}

≥ P
{ ∑

i∈A

riXi > x + µ
∑
i∈A

ri

}
P
{ ∑

j∈B

rjXj > y + µ
∑
j∈B

rj

}

= P
{ ∑

i∈A

riX̃i > x
}

P
{ ∑

j∈B

rjX̃j > y
}

. (2.6)

于是由命题2.1知S̃n/

√
DS̃n渐近服从标准正态分布, 即

S̃n√
DS̃n

L−→ Z ∼ N(0, 1). (2.7)

结合引理2.1有

lim
n→∞P

{ S̃n

σ
√

n
< y

}
= lim

n→∞P
{ S̃n√

DS̃n

< y

√
nσ2

DS̃n

}

= lim
n→∞P

{ S̃n√
DS̃n

< y
}

=
1√
2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx,
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即
Sn − nµ

σ
√

n

L−→ Z ∼ N(0, 1). (2.8)

令rt = t/µ + yσ
√

t/µ3, 则

P
{N(t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< y

}
= P{N(t) < rt}.

注意到[rt] ≤ rt < [rt] + 1, 知

P{N(t) < [rt]} ≤ P{N(t) < rt} ≤ P{N(t) < [rt] + 1}. (2.9)

一方面, 由N(t) < n ⇐⇒ Sn > t知

P{N(t) < [rt]} = P{S[rt] > t} = P
{S[rt] − [rt]µ

σ
√

[rt]
>

t− [rt]µ
σ
√

[rt]

}

≥ P
{S[rt] − [rt]µ

σ
√

[rt]
>

t− (rt − 1)µ
σ
√

rt − 1

}
. (2.10)

注意到

t− (rt − 1)µ
σ
√

rt − 1
= −y

√
t

t + yσ
√

t/µ− µ
+

µ

σ

( t

µ
+ yσ

√
t

µ3
− 1

)
→ −y, t →∞,

故由(2.8)知, 当t →∞时, [rt] →∞, 故

lim
t→∞P

{S[rt] − [rt]µ

σ
√

[rt]
>

t− (rt − 1)µ
σ
√

rt − 1

}
= P{Z > −y} = P{Z < y}

=
1√
2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx. (2.11)

另一方面, 同理可得

P{N(t) < [rt] + 1} = P{S[rt]+1 > t}

= P
{S[rt]+1 − ([rt] + 1)µ

σ
√

[rt] + 1
>

t− ([rt] + 1)µ
σ
√

[rt] + 1

}

≤ P
{S[rt]+1 − ([rt] + 1)µ

σ
√

[rt] + 1
>

t− (rt + 2)µ
σ
√

rt + 2

}

−→ P{Z > −y} = P{Z < y} =
1√
2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx. (2.12)

故由夹逼定理知

lim
t→∞P{N(t) < rt} =

1√
2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx.

因此(2.2)得证. ¤
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