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Résuḿe

On pŕesente un proćed́e de construction des tournois localement transitifs et on ex-
prime ses syḿetries en termes de périodicit́e de son vecteur score. On construit les
tournois localement transitifs̀a groupe de syḿetrie fixé et on donne une nouvelle in-
terpŕetation de la formuléenuḿerative de A.E. Brouwer.
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1 Introduction

Un tournoi sur un ensembleS i.e un graphe orienté complet peut̂etre d́efini par une
application antisyḿetrique

f : S×S−→ {−1,1}, parx→ y⇐⇒ f (x,y) = 1.

La relationx→ y est une relation antisyḿetrique et totale.
Nous convenons de noterR la relation :xR y⇐⇒ x = y oux→ y. et n le cardinal deS.
On dira, alors, que(S,R ) est unn-tournoi. Un isomorphisme de tournois est une bijection
f : (S,R )−→ (S′,R ′) telle quexR y =⇒ f (x)R ′ f (y). Deux tournois isomorphes sont dits
de mme type. Le tournoi(S,R ) est dit transitif siR est transitive et, dans ce cas,R est un
ordre total. Il est clair qu’il y a un seul type den-tournoi transitif. La notation

x1 → x2 → .....→ xn

signifie quexi → x j si et seulement sii < j. Pour tout tournoi(S,R ) et x ∈ S, on note
x+ = {y∈ S,x−→ y}, x− = {y∈ S,y−→ x}.
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Le cardinal dex+ est appeĺe score dex et not́e s(x). Un n-tournoi(S,R ) est dit localement
transitif ( l.t) si, pour toutx∈ S, les tournois(x+,R ) et (x−,R ) sont transitifs.

Dans la premìere partie de ce travail, nous affinons la notion d’isomorphisme en in-
troduisant la notion d’isomorphisme de tournoi-pointés et nouśetablissons une bijection
explicite entre les types de tournoi-pointés et certaines applications croissantes, dite fonc-
tions caract́eristiques( Proposition 1). Ce qui abouti un procéd́e de construction des tournois
localement transitifs( Th́eor̀eme 1).

Dans la deuxìeme partie, on introduit une indexation convenable du vecteur score d’un
tournoi l.t. Cette indexation d́etermine le tournoi et son groupe de symétrie. En combinant ce
résultat avec la notion de fonction caractéristique, nous donnons un procéd́e de construction
de tournoi l.t ayant une syḿetrie ( resp. un groupe de symétrie ) donńe (th́eor̀eme 2 et son
corollaire).

Nous en d́eduisons, dans la dernière partie, une interprétation la Burnside de la formule
énuḿerative de A.E. Brouwer et sur ce point nous comparons notre approche avec celle de
L.Babai et P.J. Cameron [1].

2 Construction des tournois localement transitifs.

2.1 Fonction caract́eristique d’un tournoi l. t point é.

Rappelons la propriét́e, dite des intervalles et dûe A.E.Brouwer.

Lemme 1. Soit (S,R ) un tournoi localement transitif etx,y,z trois éléments deS tels que
xR y, yR zet xR zalors pour touta∈ Son a les implications

(aR x etaR z)⇒ aR y
(xR a et zR a)⇒ yR a

Preuve.Les deux implications de la proposition s’obtiennent de la même manìere, nous
allons montrer seulement la première. Pour cela, prenons unélémentadeStel queaR x etaR z.
PuisquexR zetyR z, les troisélémentsa, x ety sont dansz−, qui est transitif, et ils v́erifient
aR x etxR y doncaR y par transitivit́e.

Définition 1. 1. Soit(S,R ) un tournoi etx∈ S, on appelle tournoi-pointé la donńee de
(S,R ,x). le pointx est le point distingúe de(S,R ,x).

2. Deux tournoi-point́es(S,R ,x) et (S′,R ′,x′) sont dits de m̂eme type ou isomorphes
s’il existe un isomrphisme de tournoisf : (S,R )−→ (S′,R ′) tel quef (x) = x′.

Soit (S,R ) un tournoi l.t n joueurs,x∈ Set s son score. Remarquons tout d’abord que
0≤ s≤ n−1 et que les deux cas extrêmes,s= n−1 ou s= 0, entrâınent que(S,R ) est le
transitif. En effet, sis= n−1, alorsx+ = S\{x} et comme ce dernier est transitif,(S,R )
l’est aussi. Sis= 0 alorsx− = S\ {x} et à nouveau(S,R ) est transitif. Supposons, donc,
que0 < s< n−1. Il existe une unique bijection, appelée indexation canonique du tournoi
point́e (S,R ,x), σ : {1,2, ...,n} −→ Ssatisfaisant aux conditions suivantes :





x = σ(n−s)
x− = {σ(1),σ(2), ...,σ(n−s−1)}
x+ = {σ(n−s+1),σ(n−s+2), ...,σ(n)}

.



Construction des tournois localement transitifs - Symétries et ṕeriodicit́e 71

Nous adopterons, dans toute la suite, la notation condensée suivante :

S: σ1 → σ2 → ...→ [σn−s = x]→ ...→ σn,

o on aécrit σi au lieu deσ(i). Cette notation traduit que le score dex ests et quex− et
x+ sont transitifs. La relation entre un joueur dex− et un joueur dex+ est d́ecrite par la
proposition suivante.

Définition-Proposition 1. Soit(S,R ,x) un tournoi l.t point́e. on appelle fonction caractéristique
de(S,R ,x) l’applicationχ : {1, ...,n−s−1}−→{n−s, ...,n} définie parχ(i)= max{ j,σi →
σ j} le plus grand indice dans les joueurs battus parσi .

1. La fonction caract́eristiqueχ est une application croissante définie sur l’ensemble
des indices des joueurs battantx dans l’ensemble des indices des joueurs restants.

2. Pour touti ∈ {1, ...,n−s−1}, χ(i) = i +s(σi), o s(σi) est le score de l’́elémentσi .

Preuve.

1. On a :1≤ i ≤ n−s−1⇔ σi ∈ x−⇔ σi → x = σn−s⇒
n−s≤max{ j/σi → σ j}= χ(i),

ce qui montre queχ est bien d́efinie. La croissance deχ découle de la propriét́e des
intervalles en effet on a

i +1≤ n−s−1⇒ σi → σi+1 → x

et on ax→ σχ(i),σi → σχ(i).
D’après le lemme 1, on aσi+1 → σχ(i), d’o χ(i)≤ χ(i +1).

2. La propríet́e des intervalles implique queσi bat tous les joueursσ j ; i < j ≤ χ(i),
donc le score deσi estχ(i)− i.

Proposition 1. Deux tournois l.t point́es sont isomorphes si et seulement si ils ont la même
fonction caract́eristiqueχ.

Preuve.Soit(S,R,x) et S′,R′,x′) deux tournois L.t point́es ayant la m̂eme fonction ca-
ract́eristique alorsS et S′ ont le m̂eme cardinal,etx et x′ ont le m̂eme score. Utilisons les
indexations canoniques

S: σ1 → σ2 → ...→ [σn−s = x]→ σn−s+1 → ...→ σn

S′ : σ′1 → σ′2 → ...→ [σ′n−s = x′]→ σ′n−s+1 → ...→ σ′n.
On vérifie facilement que la bijectionf : S→S′ f (σi) = σ′i est un isomorphisme de tournois,
c’est dire v́erifie

(σi → σ j)⇔
(
σ′i → σ′j

)
.

Cela d́ecoule du fait quef commute aux indexations canoniques tout en conservant le score.

L’ équivalence :
(i < k≤ χ(i))⇐⇒ (σi → σk)

permet de reconstruire le tournoi partir deχ. On verra au paragraphe suivant que la crois-
sance deχ est suffisante.
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2.2 Construction

Soitn≥ 3,s∈ {1, ...,n−2} et une application croissante

ϕ : {1, ...,n−s−1}→ {n−s, ...,n}.
Nous associons̀aϕ le tournoi point́e suivant, appelé tournoi point́e canonique attaché à

ϕ
• On prendS= {1,2, ...,n}.
• La relation antisyḿetrique totale surSest d́efinie

(α) si {i, j} ⊂ {1, ...,n−s} et i < j alorsi → j.

(β) si {i, j} ⊂ {n−s, ...,n} et i < j alorsi → j.

(γ) si i ∈ {1, ...,n−s−1}, j ∈ {n−s+1, ...,n} alorsi → j si et seulement sij ≤ ϕ(i).
• Le point distingúe estx = n−s.

Théorème 1. 1. Le tournoi point́e canonique attach́e à ϕ est localement transitif et le
score dex = n−sestégalà s

2. ϕ est la fonction caract́eristique du tournoi-point́e canonique qui lui est attaché.

Preuve.Nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2. SoitE un ensemble,Rune relation anti-syḿetrique surE, A etB deux parties de
E. SiR|A etR|B sont transitives et pour tout(a,b) ∈ A×B, aRb, alorsR|A∪B est transitive.

Preuve.Soit{a,b,c} ⊂ E tel queaRbetbRc. Montrons queaRc
1er Casa∈ B. Alors on aurab∈ B puisc∈ B d’où le ŕesultat par transitivit́e deR|B
2eme Casa∈ A. Alors sic∈ B on auraaRcpar hypoth̀ese et sic∈ A alors ńecessairement
b∈ A et on aura le ŕesultat par transitivit́e deR|A. Passons la D́emonstration du
théor̀eme.

1. Les conditionsα) etβ) impliquent que, pourx = n−s, x+ etx− sont transitifs et que
le score dex ests. Il nous restèa vérifier la locale transitivit́e en un pointy 6= n−s.
1er Casy∈ {1, ...,n−s−1}
NotonsA = y+∩{1, ...,n−s−1},B = y+∩{n−s, ...,n}
on a A est vide ouA = {y+ 1,y+ 2, ...,n− s− 1}, B = {n− s, ...,ϕ(y)}. Ce qui
explique les implications suivantes
a∈ A⇒ y < a⇒ ϕ(y)≤ ϕ(a)⇒ (b≤ ϕ(a) ∀ b∈ B)⇒ (a→ b∀ b∈ B).
Le lemme implique la transitivité dey+ = A∪B.
Notons quey+ = {y+1, ...,ϕ(y)} est un intervalle et dansy+ on a j → k⇔ j < k.
Passons̀ay−. NotonsA= y−∩{n−s, ...,n},B= y−∩{1, ...,n−s−1}. On aAest vide
si ϕ(y) = n, sinonA= {ϕ(y)+1, ...,n} etB est vide siy= 1, sinonB= {1, ...,y−1}.
D’où

b∈ B⇒ b < y⇒ ϕ(b)≤ ϕ(y)⇒ ϕ(b) < a⇒ b9 a⇒ a→ b ∀ a∈ A.

Il en découle quey− est transitif.
2eme Casy∈ {n−s+1, ...,n}. Notons

A = y+∩{n−s, ...,n},B = y+∩{1, ...,n−s−1}
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si y = n, A est vide ; sinonA = {y+1, ...,n}.
Si y≤ ϕ(1),B est vide ; sinonB = {k/ϕ(k) < y}= {1, ..., j} où j = max{k/ϕ(k) <
y}.
Là encore(A,→) et (B,→) sont transitifs eta→ b∀ a∈ A,∀ b∈ B
en effet,b∈ B⇒ ϕ(b) < y⇒ ϕ(b) < a∀ a∈ A. Ce qui prouve la transitivité dey+.

Passons̀ay− et posons

A = y−∩{1, ...,n−s−1}= { j +1, ...,n−s−1}
où j = max{k/ϕ(k) < y}
(A est vide sij = n−s−1)

B = y−∩{n−s, ...,n}= {n−s, ...,y−1}.
a∈ A⇒ j < a⇒ y≤ ϕ(a)⇒ b≤ ϕ(a)⇒ a→ b, ∀ b∈ B Ce qui prouve la transi-
tivit é dey− et termine la preuve de 1).

2. On a vu plus haut que poury∈ {1, ...,n−s−1}
y+ = {k;y+1≤ k≤ ϕ(y)}.

Ceci impliqueϕ(y) est le plus grand indice de joueur battu pary (dans l’indexation
triviale de{1, ...,n}) ; par suiteϕ est la fonction caractéristique du tournoi l.t qui lui
est attach́e.

¥

Corollaire 1. L’ensemble des types de tournois l.t. pointé (S,R ,x) tels ques(x) = s est
en bijection avec l’ensemble des applications croissantes de{1, ...,n− s− 1} dans{n−
s, ...,n}.
Remarque 1. Le corollaire pŕećedent permet d’énuḿerer les tournois l.t̀a isomorphisme
de tournoi-point́es prs, par ailleurs pour un m̂eme tournoi l.t(S,R ), les fonctions ca-
ractéristiques relatives̀a deux points distinctsx et x′ sont égales si et seulement il existe
un automorphisme de tournois qui envoiex surx′. Cette question fait l’objet du paragraphe
suivant

3 Construction des tournois l.t ṕeriodiques

3.1 Syḿetries et ṕeriodicit é

Soit Sun ensemble de cardinaln fixé, (par exempleS= {1,2, ...,n}). Une structureR
de tournoi l.t non transitif permet de définir une application

π : S→ S,π(x) = max(x+).

Ceci a un sens puisquex+ est totalement ordonnée parR .
π(x) est caract́eriśe par {

x→ π(x)
π(x)R y,∀ y∈ x+.
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On dira aussi queπ(x) est le successeur dex.
On étend cette d́efinition au cas d’un tournoi transitif(S,R ) , en d́ecŕetant queπ(x) =

max(S,R ) si x+ = /0.
L’application π est une bijection deS qu’ on appellera ”successeur” et on voit, sur

l’indexation canonique relativèa un point arbitraire, que le groupe〈π〉 est d’ordren et
opère transitivement surS.

Appelons vecteur-score circulaire la suite des scores (détermińeeà permutation circu-
laire pr̀es) (

s(x),s(π(x)), ...,s(πn−1(x))
)
,x∈ S.

Proposition 2. Deux tournois l.t sont isomorphes si et seulement si ils ont le même vecteur-
score circulaire.

Preuve.Soit(S,R ) et (S′,R ′) deux tournois l.t ayant le m̂eme vecteur-score circulaire.
choisissonsx∈ Setx′ ∈ S′ tel que

(
s(x),s(π(x)), ...,s(πn−1(x))

)
=

(
s(x′),s(π(x′)), ...,s(πn−1(x′))

)

et posonss= s(x) = s(x′). Les sous-tournoix− etx′− sont

x− : πs+1(x)→ πs+2(x)→ ...→ πn−1(x)

x′− : πs+1(x)→ πs+2(x)→ ...→ πn−1(x)

Ce qui montre que les fonctions caractéristiques de(S,R ,x) et (S′,R ′,x′) sont les m̂emes
et les tournois sont donc isomorphes ( proposition 1).

Proposition 3. Soit (S,R ) un tournoi l.t. Le groupe des automorphismes de(S,R ) est
formé les bijectionsπk, k∈ Z, qui conservent le vecteur-score circulaire.

Aut(S,R ) = {πk,k∈ Z,s(πk(x)) = s(x),∀x∈ S}.

Preuve.Notons d’abord que tout automorphismef de (S,R) commute avecπ ; en effet
on a

∀ x∈ S, f (x+) = ( f (x))+ =⇒ f (π(x)) = f (max(x+))
= max( f (x+)) = π( f (x)).

Soit f ∈ Aut(S,R). Choisissonsx∈ S, et notonsy = f (x).
CommeS est une orbite deπ, il existe k ∈ N ; y = πk(x). On a doncf (x) = πk(x).

Montrons quef = πk.
Soitz∈ S, il existe` ∈ N ; z= π`(x) on a

f (z) = f (π`(x))
= π`( f (x)) = π`(πk(x))
= πk(π`(x)) = πk(z)

Cela prouve l’inclusion Aut(S,R )⊂ 〈π〉.
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Par ailleurs, supposons queπ` conserve le score et soitx∈ Sdont le score est différent
de 0 et den−1. Notonsx′ = π`(x) et utilisons les indexations canoniques respectivesàx et
x′.

On a :

σi = πi−1(σ1) = πi−1(πs−n+1(x)) = πi+s−n(x)

σ′i = πi+s−n(x′) = πi+s−n(π`(x))

de sorte queσ′i = π`(σi), ∀ i ∈ {1, ...,n}. Par conśequent

χ(i) = i +s(σi) = i +s(σ′i) = χ′(i).

Commeπ` commute aux indexations canoniques, alorsπ` : (S,R,x)→ (S,R,x′) est un iso-
morphisme de tournois pointés etπ` ∈Aut(S,R ).

Remarque 2. Plus ǵeńeralement, une fonctionf : (S,R)→ (S,R′) est un isomorphisme de
tournois l.t. si et seulement sif commute avec les applications successeur et conserve les
scores.

Corollaire 2. Le groupe des automorphismes d’un tournoi l.t(S,R ) est cyclique, son ordre
est impair et divise le cardinal deS.

Preuve.Comme〈π〉 ' Z/nZ, il en d́ecoule que Aut(S,R) est cyclique d’ordred divisant
n. Le fait qued soit impair ŕesulte de ce qu’un tournoi n’a pas d’automorphisme d’ordre 2.

Exemples

1. Si (S,R ) est transitif alors Aut(S,R ) = {id}
2. pourn = 3 et R le 3-cycle Aut(S,R ) = 〈π〉 ∼ Z/3Z

3. Plus ǵeńeralement pourn impair, len-cycle sur{x1,x2, ...xn} défini dans[3] par :

(xi → x j)⇐⇒ (0≤ j− i ≤ n−1
2

)

est localement transitif, son groupe d’automorphisme est〈π〉 et tous ses joueurs ont
le même score.

3.2 Construction

Soit` un diviseur den tel qued = n
` est impair. Un tournoi l.t.(S,R ) est dit`-périodique

si la bijectionπ` : S−→ Sest un automorphisme de tournois ; l’ordre deπ` est alorśegalà
d.
Exemples

• tout tournoi l.t.àn joueurs estn-périodique, puisqueπn = idS.

• les cycles sont 1-ṕeriodique.



76 Abdelkader Belkilani et Rym Ouannas

Un tournoi à n joueur est dit ṕeriodique s’il admet une ṕeriode` < n. Autrement dit s’il
admet un automorphisme non trivial. Le plus petit entiern, pour lequel on peut obtenir un
tournoi ṕeriodique qui ne soit pas unn-cycle estn = 6. Dans ce cas̀ = 2, et on a une
repŕesentation avec un vecteur-score circulaire(s1,s2,s3,s4,s5,s6) tel que

s1 = s3 = s5 = a et s2 = s4 = s6 = b.

Comme la somme des score est6×5
2 = 15, on doit avoira+b = 5.

Le casa = 4 et b = 1 ne correspond pas̀a une fonctionχ croissante et il reste le cas
(3,2) (ou (2,3) c’est pareil).
Consid́erons la fonctionχ : {1,2,3}→ {4,5,6} qui envoie 1 et 2 sur 4 et envoie 3 sur 6.
Elle est croissante et définit bien un tournoi l.t sur{1,2,3,4,5,6} qui vérifie

s(1) = χ(1)−1 = 3, s(2) = χ(2)−2 = 2, s(3) = χ(3)−3 = 3.

Les scores deśeléments restant sont alors

s(4) = 2+#{i|χ(i) < 4}= 2, s(5) = 1+#{i|χ(i) < 5}= 3

ets(6) = #{i|χ(i) < 6}= 2.
Commeπ2 conserve les scores, c’est un automophisme de(S,R) et puisqueπ ne l’est pas,
Aut(S,R) = 〈π2〉 ' Z/3Z. En fait, on obtient tous les tournois`-périodiques de la manire
suivante

1. On part d’un tournoi localement transitifà ` joueurs et on d́etermine le vecteur-score
circulaire(s(x),s(π(x)), ...,s(π`−1(x)).

2. Pourp∈ N∗ et n = `.(2p+1), on consid̀ere la suite(s1, ...,sn) `-périodique dont les
` premiers termes sont

si = p.`+s(πi−1(x)) ∀ i ∈ {1, ..., `}

(le reste des termeśetant d́etermińe par ṕeriodicit́e).
Alors (s1, ...,sn) est le vecteur-score circulaire d’un unique type den-tournoi l.t qui
soit `-périodique.

Exemples
Pour` = 2, un tournoià deux joueurs est de la formex→ y. Le vecteur-score circulaire est
(1,0), ou encore (0,1).

• Si on prendp = 1 on obtientn = 6 et

(s1,s2, ...,s6) = (3,2,3,2,3,2) ou (2,3,2,3,2,3))

ce qui revient au m̂eme. C’est l’exemple recontré plus haut.
• Si on prendp = 2 on obtientn = 10et

(s1, ...,s10) = (5,4,5,4,5,4,5,4,5,4).

Le reste de ce paragraphe est consacré à la justification du proćed́e d́ecrit plus haut.
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Revenons̀a l’indexation canonique d’un tournoi pointé (S,R,x) et à la fonction ca-
ract́eristique associée

χ : {1, ..., `−s−1}→ {`−s, ..., `}.
L’application

χ1 : {`−s, ..., `}→ {0,1, ..., `−s−1},
associant̀a tout joueurσi ∈ x+ le nombre de joueurs dex− battus parσi , est croissante.

L’application
χ̃ : {1, ..., `}→ N

χ̃(i) = s(σi)+ i est relíe à χ et χ1 par :

1≤ i ≤ `−s−1⇒ χ̃(i) = χ(i)

`−s≤ i ⇒ χ̃(i) = `+#{k < `−s−1;σi → σk}= `+χ1(i).

Il est d́ecoule quẽχ est croissante,̃χ(`)≤ `+ `−s−1 = 2`−s−1 et

χ̃(1) = χ(1)≥ `−s.

L’image deχ̃ est alors{`−s, ...,2`−s−1} et on a

1≤ i ≤ `−s−1 : χ(i) < j ⇔ σ j batσi

χ̃(`−s) = `

`−s≤ i ≤ ` : χ̃(i) < `+ j ⇔ σ j batσi

Ajoutons ces conventions :
• Le `-tournoi transitif point́e au joueur de score nul correspondà l’unique fonction

χ : {1, ..., `−1}→ {`}
• Le `-tournoi transitif point́e au joueur de scorè−1 correspond̀a l’inclusionχ : /0⊂

{1, ..., `}.
Théorème 2. Soit` ∈ N, `≥ 2, s∈ {0, ..., `−1}, p∈ N∗ etn = `(2p+1).
A toute application croissanteχ : {1, ..., `−s−1}→ {`−s, ..., `} on associe l’application

χp : {1, ..., p`+ `−s−1}→ {p`+ `−s, ..., `(2p+1)}

détermińee par les deux conditions suivantes.
i) χp coincide avec̃χ+ p` sur l’intervalle{1, ..., `}.
ii) L’application i → χp(i)− i est`-périodique.

Alors :

1. L’applicationχp est croissante. Le type den-tournoi point́e assocíeà χp est`-périodique.

2. Tout n-tournoi `-périodique s’obtient par ce procéd́e. L’ensemble des types den-
tournois (resp point́es)`-périodiques est en bijection avec l’ensemble des types de
`-tournois (resp point́es).

Preuve.
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1. La restrictioñχ+ p` deχp à l’intervalle{1, .., `} est croissante.

on a
χp(1) = χ(1)+ p`≥ p`+ `−s

χp(p`+ `−s−1) = p`+χp(`−s−1) = 2p`+χ(`−s−1)≤ (2p+1)`

la propríet́e χp(i + `) = χp(i) + ` assure queχp est croissante sur chaque intervalle{1+
k`, ..., `+k`} et sur le dernier intervalle{1+ p`, ..., p`+ `−s−1}.

Pour les valeurs deχp aux extŕemit́es d’intervalles conśecutifs, on a :

χp(`) < χp(`+1).

En effet
χp(`) = χ̃(`)≤ 2`−s−1

χp(`+1) = χ(1)+ `≥ 2`−s.

Il s’ensuit, par ṕeriodicit́e, que

χp(k`) = (k−1)`+χp(`) < (k−1)`+χp(`+1) = χp(k`+1) (k∈ {1, ..., p}.

Finalementχp est bien d́efinie et est croissante.χp définit un tournoi sur{1, ..., `(2p+1)}
point́e au pointp` + `− s de scorep` + s. La condition (ii) affirme exactement que la
restriction de la fonction scorèa l’intervalle{1, ..., p`+ `−s−1} est`-périodique.

Il en découle que sa restrictioǹa l’intervalle

{p`+ `−s, ...,(2p+1)`}

est aussì -périodique ; en effet pour

p`+ `−s≤ i ≤ i + `≤ (2p+1)`

on a
χ̃p(i) = (2p+1)`+max{k < p`+ `−s;χp(k) < i}

χ̃p(i + `) = (2p+1)`+max{k < p`+ `−s;χp(k) < i + `}
= χ̃p(i)+ `( d’apr̀esχp(k+ `) = χp(k)+ `) et χp croissante)

Reste le point le plus d́elicat òu i et i + ` ne sont pas dans un même intervalle(p`+ `−
s)− ou (p`+ `−s)+. C’est le cas òu p`−s≤ i ≤ p`+ `−s−1.
1er Cas

p`−s≤ i ≤ p` alorsi +`≤ (p+1)` or on sait quẽχ(`−s) = ` et par suiteχp(`−s) =
(p+1)` d’où

max{k|χp(k) < i + `}< `−s

χ̃p(i + `) = (2p+1)`+max{k|χp(k) < i + `}
= (2p+1)`+max{k < `−s/p`+χ(k) < i + `}
= (2p+1)`+max{k < `−s/χ(k) < i + `− p`.
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Notons que, dans ce cas, on a`−s≤ i + `− p`≤ ` et

χ̃(i + `− p`) = `+max{k < `−s/χ(k) < i + `− p`}.
Donc

χ̃p(i + `) = 2p`+ χ̃(i + `− p`)

Par ailleurs, on a

χp(i) = (p−1)`+χp(i− p`+ `)
= (p−1)`+ p`+ χ̃(i− p`+ `).

D’o
χ̃p(i + `) = χp(i)+ `.

2eme cas
p` < i ≤ p`+ `−s−1⇒ p`+ ` < i + `≤ p`+2`−s−1

⇒ `−s≤Max{k|χp(k) < i + `} ≤ ` (carχp(`+1) = `+χp(1)≥ `+ p`+ `−s)

χ̃p(i + `) = (2p+1)`+max{k∈ {`−s, ..., `};χp(k) < i + `}
= (2p+1)`+max{k∈ {`−s, ..., `}, p`+ χ̃(k) < i + `}
= (2p+1)`+max{k∈ {`−s, ..., `}; χ̃(k) < i + `− p`

= (2p+1)`+max{k∈ {`−s, ...`}/i− p`→ k}
= (2p+1)`+χ(i− p`) = (p+1)`+χp(i− p`)
= `+χp(i) = `+ χ̃p(i)

D’où la ṕeriodicit́e du tournoi associéàχp. 2.Consid́erons un tournoi canonique sur{1, ...,n}
qui soit`-périodique. Notonsm le minimum des scores des joueurs etM le maximum. On
a0≤M−m< `. En effet, gr̂aceà la ṕeriodicit́e de la fonction score, on peut supposer que
m= s(i) etM = s( j) aveci ≤ ` et i < j < i +`. On as( j)+ j ≤ s(i +`)+ i +` = s(i)+ i +`
doncs( j) < s(i)+ `.
Il s’ensuit que, pour toutx∈ {1, ...,n}, la différence des cardinaux dex+ et x− est stricte-
ment inf́erieurà̀ , d’où

p`≤ s(x)≤ p`+ `−1.

Donc toutn-tournoi point́e `-périodique est d́efini par une application qu’on noteraχ(p)

χ(p) : {1, ..., p`+ `−s−1}→ {p`+ `−s, ...,n}
où 0≤ s≤ `−1.

Soitχ : {1, ..., `−s−1}→N, définie parχ(i) = χ(p)(i)− p`. On remarque queχ(1)≥
`−set queχ(`−s−1)≤ `. En effet

χ(`−s−1) = χ(p)(`−s−1)− p`

= χ(p)(p`+ `−s−1)−2p`≤ n−2p` = `

L’applicationχ est croissante carχ(p) l’est. Ainsi χ définit un tournoi point́e canonique sur
{1, ..., `}.
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Restèa vérifier queχ(p) coincide avec la fonctioñχ+ p` sur l’intervalle{1, ..., `}
Comme le vecteur score deχ(p) est ṕeriodique et que le score dep`+ `−s estégalà

p`+son en d́eduit que le score (parχ(p)) de`−sest aussip`+sd’où

χ̃(`−s) = ` = χ(p)(`−s)− p`

Soit i, `−s< i ≤ `

χ(p)(i) = −p`+χ(p)(i + p`)
= −p`+n+max{k|χ(p)(k) < i + p`}
= −p`+n+max{k < `−s/χ(p)(k) < i + p`}
= −p`+n+max{k < `−s/χ(k) < i}
= −p`+n− `+ χ̃(i) = p`+ χ̃(i).

Ceci montre queχ(p) coincide avec la fonctionχp assocíeeàχ sur{1, ..., `} et par ṕeriodicit́e,
on aχ(p) = χp. Ce quiétablit la bijection entrè-tournois point́es canoniques etn-tournois
point́es`-périodiques. Pour la bijection entre types de`-tournois et types den-tournois`-
périodiques, signalons que tout type de tournoi est détermińe par son vecteur score.

Corollaire 3. Soit un entiern≥ 2. Pour tout diviseur impaird den, il existe unn-tournoi
dont le groupe d’automorphismes est cyclique d’ordred.

Preuve.Sid = n, on considre len-cycle.
Si d < n, on posè = n

d . Le n-tournoi ṕeriodique construit̀a partir dù -tournoi transitif
admet̀ comme plus petite ṕeriode et son groupe d’automorphismes est engendré parπ`.

4 Enumération des types de tournoi l.t

SoitSun ensemble de cardinaln≥ 3. On noteT0(S) ou encoreT0 l’ensemble des types
de tournoi-point́es localement transitif d́efinis surS et T (S) ou encoreT l’ensemble des
types de tournoi localement transitifs (surS).

Proposition 4. Le cardinal deT0 est2n−1.

Preuve.Soits∈{0,1, ...,n−1}. On noteM(s) le nombre de types de tournois localement
transitifs point́es(S,R ,x) où le score dex ests.

• Si s= n−1 ous= 0, on a vu pŕećedemment qu’un tel tournoi est transitif et qu’il n’y
a qu’un seul. DoncM(n−1) = M(0) = 1.

• Si s∈ {1, ...,n−2}, d’apr̀es le corollaire 1,M(s) n’est autre que le nombre d’appli-
cations croissantes de{1, ...,n− s−1} dans{n− s, ...,n}. Or ce dernier est bien connu, il

estégalà

(
n−1

n−s−1

)
. On obtient alors le ŕesultat en remarquent que

(
n−1

n−s−1

)
=

(
n−1

s

)
et que1+1+

n−2

∑
s=1

(
n−1

s

)
= 2n−1
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Proposition 5. a) Le groupeZn opère surT0 par la formule :

(k, [(S,R ,x)])→ [(S,R ,πk(x))]

le crochet d́esignant la classe d’isomorphisme.
b) L’ensembleT est le quotient deT0 par cette action.

Preuve.a) Sif : (S,R ,x) −→ (S′,R ′,x′) est un isomorphisme de tournois l.t pointés
alors f envoie le successeur dexsur celui dex′ et par suitef : (S,R ,πk(x))−→ (S′,R ′,πk(x′))
est un isomorphisme de tournois l.t pointés.

b) le foncteur ”oubli” :(S,R ,x)→ (S,R ), transforme deux tournois pointés isomorphes
en deux tournois isomorphes et induit une application

T0 −→ T
[(S,R ,x)] 7−→ [(S,R )]

.

Soient(S,R ,x) et (S,R ′,x′) deux tournoi point́es tels que
[(S,R )] = [(S,R ′)]. Il existe, alors, un isomorphisme de tournois

f : (S,R )→ (S,R ′)

; f induit un isomorphisme de tournoi-pointés entre(S,R ,x) et (S,R ′, f (x)). Ainsi

[(S,R ,x)] = [(S,R ′,πk(x))] = πk([(S,R ,x′)]),

aveck∈ Zn vérifiant f (x) = πk(x′).

Proposition 6. Le type du tournoi pointé (S,R ,x) est fix́e par k si et seulement siπk ∈
Aut(S,R ) i.e R estk-périodique.

Preuve.Un isomorphisme de tournoi pointés f : (S,R ,x)→ (S,R ,πk(x)) est un auto-
morphisme de(S,R ) tel que f (x) = πk(x). Or on a vu quef ∈ 〈π〉 donc il existè tel que
f = π`. Commef (x) = πk(x) = π`(x), on trouve quen divisek− ` d’où f = πk.

Les trois propositions préćedentes fournissent une preuve ”à la Burnside” de la formule
de A. E. Brouwer

N =
1
n

∑
d|n

d impair

ϕ(d)2
n
d−1.

où N est le nombre de types den-tournois l.t. Ces propositions ont des analogues dans [1].
L’analogue de la proposition4 est que toute classe de switch d’unn-tournoi contient2n−1

tournois distincts. L’analogue de la proposition5 est que le groupe de chaque classe de
switch d’unn-tournoi transitif est cyclique d’ordren et l’ensemble des orbites s’identifieà
l’ensemble des types den- tournois l.t ([1] lemme 3.3). L’analogue de la proposition6 est
le lemme3.1.
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