Communications in M athematical Analysis

Volume 3, Number 2, pp. 69-82, 2007

Procceedings of the 15th Symposium of

The Tunisian Mathematical Society

held in Sousse, March 19-22, 2007 www.commun-math-anal.org
ISSN 1938-9787

CONSTRUCTION DES TOURNOIS LOCALEMENT
TRANSITIFS - SYMETRIES ET PERIODICIT E

ABDELKADER BELKILANI *
Universit du7-Nov. a Carthage, IPEST, la Marsa ; Tunisia

RYM OUANNAS T
Facule des Sciences-Math., Le campus-1060, Tunis, Tunisia

(Communicated by Said Zarati)

Résune

On piésente un praké de construction des tournois localement transitifs et on ex-
prime ses sy@tries en termes deepodicitt de son vecteur score. On construit les
tournois localement transitifs groupe de sy#trie fixe et on donne une nouvelle in-
terpiétation de la formul&nunérative de A.E. Brouwer.
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1 Introduction

Un tournoi sur un ensembl®i.e un graphe orietcomplet peuétre cfini par une
application antisyratrique

f:SxS— {-1,1}, parx—y<= f(x,y)=1

La relationx — y est une relation antisy@trique et totale.

Nous convenons de not& la relation :xRy <= x=youx — Y. etn le cardinal deS.

On dira, alors, quéS, R ) est unn-tournoi. Un isomorphisme de tournois est une bijection
f:(SR)— (S,R)) telle quexRy = f(x)Rf(y). Deux tournois isomorphes sont dits
de mme type. Le tourndiS, R ) est dit transitif Si®_est transitive et, dans ce ca&g,est un
ordre total. Il est clair qu’il y a un seul type detournoi transitif. La notation

signifie quex; — X; si et seulement si< j. Pour tout tournoiS R ) etx € S, on note
Xp ={yeSx—y},x. ={yeSy—xj.
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Le cardinal dex; est appe score de et noe s(x). Un n-tournoi (S, R ) est dit localement
transitif (1.t) si, pour toui € S, les tournoigx;, R ) et (x_, R ) sont transitifs.

Dans la premére partie de ce travail, nhous affinons la notion d'isomorphisme en in-
troduisant la notion d'isomorphisme de tournoi-pémet nougtablissons une bijection
explicite entre les types de tournoi-pdnstet certaines applications croissantes, dite fonc-
tions caradristiques( Proposition 1). Ce qui abouti un grdede construction des tournois
localement transitifs( Téoeme 1).

Dans la deuxme partie, on introduit une indexation convenable du vecteur score d’'un
tournoi l.t. Cette indexationatermine le tournoi et son groupe de $tnie. En combinant ce
résultat avec la notion de fonction cagistique, nous donnons un pésé de construction
de tournoi |.t ayant une sy@trie ( resp. un groupe de sgtnie ) don (theoeme 2 et son
corollaire).

Nous en @duisons, dans la degie partie, une interptation la Burnside de la formule
énunerative de A.E. Brouwer et sur ce point nous comparons notre approche avec celle de
L.Babai et P.J. Cameron [1].

2 Construction des tournois localement transitifs.

2.1 Fonction caraceristique d’un tournoi I. t point &.
Rappelons la propgié, dite des intervalles etid A.E.Brouwer.

Lemme 1. Soit (S, K ) un tournoi localement transitif ety,z trois élements d&tels que
XRY, YR z etxR z alors pour touta € Son a les implications

(aRx etaRz) = aRy
(xRaetzRa) = yRa

Preuve.Les deux implications de la proposition s'obtiennent deelaemmargre, nous
allons montrer seulement la preame. Pour cela, prenons alémentadeStel quea® x eta® z.
Puisquex® z etyR z, les troiselementsa, x ety sont dang_, qui est transitif, et ils &rifient
aR x etxRy doncaRy par transitivié. [

Définition 1. 1. Soit(S X)) un tournoi etx € S, on appelle tournoi-poiré la donrée de
(S R,X). le pointx est le point distingé de(S, R, x).
2. Deux tournoi-poings (S, % ,x) et (S,R’,X) sont dits de r@me type ou isomorphes
s'il existe un isomrphisme de tourndis (S, ®) — (S,R/) tel quef(x) =X

Soit (S R) un tournoi I.t n joueurs x € Setsson score. Remarquons tout d’abord que
0<s<n-1letqueles deux cas ekiness=n—1ous= 0, entrdnent que(S, R ) est le
transitif. En effet, ss=n— 1, alorsx;, = S\ {x} et comme ce dernier est transiti§ X )
I'est aussi. Ss= 0 alorsx_ = S\ {x} eta nouveau S R ) est transitif. Supposons, donc,
que0 < s< n—1. Il existe une unique bijection, ap@el indexation canonique du tournoi
point (S R,x),0:{1,2,...,n} — Ssatisfaisant aux conditions suivantes :

x=0(n—s)
x- ={0(1),0(2),...,0(n—s—1)}
xy ={o(n—s+1),0(n—s+2),...,0(n)}
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Nous adopterons, dans toute la suite, la notation coggesigvante :
S:01— 02— ...~ [Ops=X — ... > Op,

0 on aécrit oj au lieu dea(i). Cette notation traduit que le score xlests et quex_ et
X, sont transitifs. La relation entre un joueur xle et un joueur dex, est decrite par la
proposition suivante.

Définition-Proposition 1. Soit(S, & ,X) un tournoi l.t poiné. on appelle fonction caraetistique
de(S R ,x) l'applicationx : {1,...,n—s—1} — {n—s,...,n} définie parx(i) = max{j,0; —
oj} le plus grand indice dans les joueurs battus par

1. La fonction caractristiquey est une application croissantefinie sur I'ensemble
des indices des joueurs battantlans I'ensemble des indices des joueurs restants.

2. Pour touti € {1,...,n—s—1}, x(i) =i +5(0;), 05(0;) est le score de &lemento;.
Preuve.
1. Ona:l<i<n-s—-1&0€X. &0 > X=0n 5=

n—s<max{j/oi — o;} = X(i),

ce qui montre que est bien @finie. La croissance dedécoule de la propgit des
intervalles en effet on a

i+1<n—-s—1=0j—0j1—X

et on ax — Oyj), 0i — Oy(j)-
D’apres le lemme 1, on @1 — Oy, d'o X (i) < x(i+1).
2. La propréte des intervalles implique qus bat tous les joueursj; i < j < x(i),
donc le score de; esty(i) —i.
[

Proposition 1. Deux tournois .t poireis sont isomorphes si et seulement si ils ontéamm
fonction caracéristiquey.

Preuve.Soi{S R x) et S,R,x) deux tournois L.t poiréts ayant la idme fonction ca-
racéristique alorsSet S ont le néme cardinal,ex et X' ont le néme score. Utilisons les
indexations canonigues

S:0p— 02— ...~ [0Op-s=X — Op_st1 — ... — Op

S:i0y— 05— ...~ [0y_s=X] = 0Op_g 1 — ... = Op.

On \érifie facilement que la bijectioh: S— S f(o;) = o] est un isomorphisme de tournois,
c’est dire \erifie
(61— 0)) & (0] — ).
Cela cecoule du fait qué commute aux indexations canoniques tout en conservant le score.
[ ]
L’ équivalence :
(i<k<x(i)) < (oi — oK)
permet de reconstruire le tournoi partirkd®©n verra au paragraphe suivant que la crois-
sance dg est suffisante.
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2.2 Construction
Soitn > 3;s€ {1,...,n— 2} et une application croissante
¢:{1,..,n—s—1} - {n—s,...,n}.

Nous associona¢ le tournoi poiné suivant, appéltournoi poingé canonique attaéa

’ e OnprendS={1,2,...,n}.
e La relation antisyratrique totale sug est dfinie
(a) si{i,j} € {1,...,n—s}eti < jalorsi — j.
(B) si{i,j} c{n—s,...,n} eti < j alorsi — j.
(y) siie{l,...,n—s—1},je {n—s+1,...,n} alorsi — j si et seulement §i < ¢(i).
e Le point disting@ estx=n—s.

Théoreme 1. 1. Le tournoi poiné canonique attada ¢ est localement transitif et le
score dex=n—sestégalas

2. ¢ estla fonction caraéristique du tournoi-poir@ canonique qui lui est attaéh
Preuve.Nous utilisons le lemme suivant. ]

Lemme 2. SoitE un ensembleR une relation anti-syi@trique surk, A etB deux parties de
E. SiRa etRjg sont transitives et pour toyg, b) € Ax B, aRh alorsR g est transitive.

Preuve.Soif{a,b,c} C E tel queaRbetbRc Montrons queaRc
ler Casa € B. Alors on aura € B puisc € B d'ou le résultat par transitivt deRg
2eme Casa € A. Alors sic € B on auraaRcpar hypotlese et st € A alors recessairement
b € Aeton aura le@sultat par transitivt deR . m Passons la Bmonstration du
theorme.
1. Les conditionsx) etP) impliquent que, poux = n—s, X, etx_ sont transitifs et que
le score dex ests. |l nous restex érifier la locale transitivéé en un poiny # n—s.
lerCasye{1,..,n—s—1}
NotonsA=y, N{1,...n—s—1} B=y, N{n—s,....n}
on aA estvide ouA={y+1y+2..,n—-s—1}, B={n—s..,0(y)}. Ce qui
explique les implications suivantes
acA=y<a=0(y)<¢(a)=(b<¢d(a) YbeB)=(a—bVbeB).
Le lemme implique la transitivit dey, = AUB.
Notons quey; = {y+1,...,4(y)} estunintervalle etdans onaj — k< j <k
Passonay_. NotonsA=y_Nn{n-s,...,n},B=y_N{1,...n—s—1}. On aAestvide
sidp(y) =n,sinonA={d(y)+1,...,n} etBestvide sy=1, sinonB={1,....y—1}.
D’ou
beB=b<y=¢(b) <d¢(y)=¢(b)<a=bwa=a—bVacA

Il en découle que/_ est transitif.
2eme Cag/ € {n—s+1,...,n}. Notons

A=y,n{n-s,...,n},B=y,. N{1,...,.n—s—1}
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siy=n, Aestvide; sinolA={y+1,...,n}.

Siy < ¢(1),Bestvide; sinorB={k/¢(k) <y} ={1,...,j} ot j = max{k/¢(k) <
y}-

La encorg A, —) et(B,—) sont transitifsea — bVac AVbeB

en effetbe B= ¢(b) <y= ¢(b) <aVae A Ce quiprouve la transitiétdey. .

Passongay_ et posons
A=y n{l,..n—-s—-1}={j+1,..,n—s—-1}

ol j = max{k/p(k) < y}
(Aestvide sij=n—s—1)

B=y_-N{n-—s,...,n} ={n—s,....,y—1}.

acA=j<a=y<¢(@ =b<¢d@=a—bh, VbeBCequiprouve latransi-
tivité dey_ et termine la preuve de 1).

2. On avu plus haut que poyre {1,...,n—s—1}

vy ={ky+1<k<d(y)}.

Ceci impliqued(y) est le plus grand indice de joueur battu pgdans I'indexation
triviale de{1,...,n}); par suitep est la fonction caraétistique du tournoi .t qui lui
est attach.

Corollaire 1. L'ensemble des types de tournois |.t. p8iff, & ,X) tels ques(x) = s est
en bijection avec I'ensemble des applications croissante§lde.,n—s— 1} dans{n—
S,...,N}.

Remarque 1. Le corollaire ptecgdent permet @&nunérer les tournois |.& isomorphisme
de tournoi-poings prs, par ailleurs pour un &me tournoi l.t(S X)), les fonctions ca-
ractéristiques relatives deux points distinctz et X' sontégales si et seulement il existe
un automorphisme de tournois qui envrigur X'. Cette question fait I'objet du paragraphe
suivant

3 Construction des tournois I.t periodiques

3.1 Synetries et periodicité

Soit Sun ensemble de cardinalfixé, (par exempl&= {1,2,...,n}). Une structure
de tournoi |.t non transitif permet dé&finir une application

T: S— ST(X) = max(Xy).

Ceci a un sens puisque est totalement ordoée park.
TI(X) est caradrise par
{ X — T(X)

T(X)RY, VY € X;..
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On dira aussi qu&(X) est le successeur de

On étend cette &finition au cas d’un tournoi transiti{s, ® ) , en decétant quet(x) =
max(S,R) sixy =0.

L'application 1t est une bijection dé& qu’ on appellera "successeur” et on voit, sur
I'indexation canonique relativa un point arbitraire, que le grouger est d’ordren et
opere transitivement si8.

Appelons vecteur-score circulaire la suite des scorete(hireea permutation circu-
laire pes)

(s(x),S(T(X)), ..., (M 1(x))) ,x € S

Proposition 2. Deux tournois I.t sont isomorphes si et seulement si ils onélmewvecteur-
score circulaire.

Preuve.SoifS R ) et (S, R) deux tournois |.t ayant le &me vecteur-score circulaire.
choisissonx € Setx € S tel que

et posons = s(x) = s(X). Les sous-tournot_ etx_ sont
X T(X) = T2 (X) — ... — T (x)

X () - T2 (X) — ... — T (x)
Ce qui montre que les fonctions caistiques dé€S R, x) et (S, R/,X') sont les némes
et les tournois sont donc isomorphes ( proposition 1). ]

Proposition 3. Soit (S K) un tournoi |.t. Le groupe des automorphismes(8eR)) est
forme les bijections®, k € Z, qui conservent le vecteur-score circulaire.

Aut(S, R ) = {1,k € Z,s(T€(x)) = s(x),¥x € S}.

Preuve.Notons d’abord que tout automorphisivie (S,R) commute aveat; en effet
ona

YXESTG) = (). = f((x) = f(max(x,))
= max(f(x,)) = T f(x).

Soit f € Aut(S R). Choisissons € S et notong/ = f(x).

CommesS est une orbite deg, il existek € N; y = 1(x). On a doncf(x) = T¢(x).
Montrons quef = 1.

Soitze S il existe/ € N; z=1¢(x) on a

9 = 1K)
= (f(0) = ()
— () =@

Cela prouve I'inclusion AUtS R) C ().
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Par ailleurs, supposons queconserve le score et soitc Sdont le score est diérent
de 0 et den— 1. Notonsx’ = 1¢'(x) et utilisons les indexations canoniques respectivest
X.

Ona:

o = T[i—l(o.l) _ T[i_l(TF_rH_l(X)) _ Tf'-&-s—n(x)
0 = 1) = 571t ()

de sorte que! = ¢(a;), Vi € {1,...,n}. Par congéquent
X(i) =i+s(oi) =i+s(of) =X'(i).

Commert’ commute aux indexations canoniques, airs(S R,x) — (SR x/) est un iso-
morphisme de tournois pois etr’ cAut(S, R). [

Remarque 2. Plus geréralement, une fonctioh: (SR) — (S R') est un isomorphisme de
tournois L.t. si et seulement §icommute avec les applications successeur et conserve les
scores.

Corollaire 2. Le groupe des automorphismes d’un tourno{&t® ) est cyclique, son ordre
est impair et divise le cardinal d&

Preuve.Commem) ~ Z/nZ, il en découle que AUtS,R) est cyclique d’ordre divisant
n. Le fait qued soit impair Esulte de ce qu’un tournoi n'a pas d’automorphisme d’ordre 2.
[ ]
Exemples

1. Si(S R) esttransitif alors AUlS, R ) = {id}
2. pourn=3etR le 3-cycle Aut(S R ) = (m) ~ Z/3Z

3. Plus geréralement poun impair, len-cycle sur{xy, Xz, ...X,} défini dang/3] par :
.. _n-1
(X =)= 0= j-i<—~)

est localement transitif, son groupe d’automorphismegm®@set tous ses joueurs ont
le méme score.

3.2 Construction

Soit/ un diviseur dentel qued = 7 estimpair. Un tournoi 1.t(S, ® ) est dit/-périodique
si la bijectionrt : S— Sest un automorphisme de tournois ; I'ordrerdeest alorsegala
d.

Exemples
e tout tournoi l.t.an joueurs esh-périodique, puisqua” = ids.

e les cycles sont l4riodique.
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Un tournoian joueur est dit priodique s'il admet unegsiode/ < n. Autrement dit s'il
admet un automorphisme non trivial. Le plus petit entignour lequel on peut obtenir un
tournoi periodique qui ne soit pas umcycle estn = 6. Dans ce cag = 2, et on a une
reptesentation avec un vecteur-score circuléies,, 3, 1, Ss, S6) tel que

Si=S3=S=a et SS=s4=S%=Nh

Comme la somme des score é§§ =15, on doit avoira+b = 5.

Le casa= 4 etb = 1 ne correspond pag une fonctiory croissante et il reste le cas
(3,2) (ou (2,3) c’est pareil).
Consicerons la fonctiory : {1,2,3} — {4,5,6} qui envoie 1 et 2 sur 4 et envoie 3 sur 6.
Elle est croissante egfinit bien un tournoi .t suf1,2,3,4,5,6} qui vérifie

S(1)=x(1)—1=3,s(2) =x(2)—2=2, s(3) =x(3)—3=3.

Les scores deslements restant sont alors
s(4) =2+#{i|x(i) <4} =2, s(5)=1+#{i|x(i) <5} =3

ets(6) = #{i|x(i) <6} =2.

Commer? conserve les scores, c’est un automophismésdR) et puisquert ne I'est pas,
Aut(SR) = (1) ~ Z/3Z. En fait, on obtient tous les tournofspériodiques de la manire
suivante

1. On part d'un tournoi localement transiéif joueurs et on étermine le vecteur-score
circulaire (s(x), s(1(x)), ..., s(*1(x)).

2. Pourpe N* etn=/.(2p+1), on consi@re la suitgsy, ...,S) ¢-périodique dont les
¢ premiers termes sont

s =pL+s(Mi(x) Vie{l,..r0}

(le reste des termégant cdtermire par feriodicite).
Alors (si,...,S1) est le vecteur-score circulaire d’un unique typeneteurnoi I.t qui
soit /-périodique.

Exemples
Pour/ = 2, un tournoia deux joueurs est de la forrre— y. Le vecteur-score circulaire est
(1,0), ou encore (0,1).

e Sion prendp = 1 on obtientn=6 et

(s1,%2,--,%) = (3,2,3,2,3,2) 0u(2,3,2,3,2,3))

ce qui revient au me. C’est I'exemple recomi@plus haut.
e Si on prendp = 2 on obtientn = 10 et

(s1,..,S10) = (5,4,5,4,5,4,5,4,5,4).

Le reste de ce paragraphe est consada justification du proade cecrit plus haut.
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Revenonsa I'indexation canonique d’un tournoi poatS R x) et a la fonction ca-
racéristique assoée
X:{L,...0—s—1} = {l—s .. [}

Lapplication
X1:{{-s,...0} —{0,1,..../ —s—1},

associanh tout joueuio; € X, le nombre de joueurs de battus pao;, est croissante.
L'application
x:{1,..4}—>N

X(i) =s(o;) +iestreleay ety par:
1<i<l—s=1=X()=Xx()

(—s<i=X(i)=l+#k<l—s—1;0i — o} =L+Xa(i).
Il est decoule que est croissantg((f) < /+/{—s—1=2(—s—1et

X(1)=x(1) > ¢-s.

L'image dey estalors{/—s,...,2¢ —s—1} eton a

1<i<l—s—-1:X(i) < j < 0jbatg;
X({—s)=/¢
(—s<i<(:X(i) <!+ ] < ojbato

Ajoutons ces conventions :
e Le /-tournoi transitif poingé au joueur de score nul correspaadiunique fonction

X:{L.. (-1} = {¢}
e Le /-tournoi transitif poing au joueur de score— 1 correspona I'inclusiony : 0 C

(1,...0}.

Théoreme 2.Soit/ € N, £ > 2,s€ {0,...,0 — 1}, pe N* etn=/¢(2p+1).
A toute application croissante: {1,...,/ —s—1} — {¢—s,...,¢} on associe 'application

Xp:{l,...,pl+l—s—1} - {pl+l—s,...L2p+1)}

détermirée par les deux conditions suivantes.
i) Xp coincide ave + p¢ sur l'intervalle {1,...,¢}.
i) L'applicationi — Xp(i) —i esté-périodique.
Alors :
1. L'applicationy, est croissante. Le type detournoi poine assoa@ax , est/-périodique.

2. Tout n-tournoi ¢-périodique s’obtient par ce pr@k. L'ensemble des types de

tournois (resp poirés) -périodiques est en bijection avec I'ensemble des types de

(-tournois (resp poirés).

Preuve.
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1. Larestrictiony + p/ dex a l'intervalle {1, ..,/} est croissante.
ona
Xp(1) =X(1)+pl>pl+L—s
Xp(Pl+L—s—1)=pl+Xp(l—s—1) =2pl+X({—s—1) < (2p+1)¢
la propréte xp(i +¢) = Xp(i) + ¢ assure quep est croissante sur chaque intervgllie+

Ke,...,0 +Kke} et sur le dernier intervall€l + p¢, ..., pl + ¢ —s—1}.
Pour les valeurs dg, aux extemites d'intervalles corecutifs, on a :

Xp(£) < Xp(£+1).

En effet
Xp(0) =X(0) <20 —s-1
Xp(l+1)=x(1)+£>20—s.

Il s’ensuit, par @riodicite, que
Xp(kl) = (k=1)2+xp(0) < (k=1)l+Xp(l+1) =Xpkt+1) (ke {1,..,p}.

Finalementy, est bien éfinie et est croissantg, définit un tournoi suf1,...,¢(2p+1)}
pointt au pointpl + ¢ — s de scorepl +s. La condition (ii) affirme exactement que la
restriction de la fonction scogel'intervalle{1,..., pl + ¢ — s— 1} est¢-périodique.

Il en découle que sa restrictianl'intervalle

{pl+¢—s,...(2p+ 1)t}
est aussi-périodique ; en effet pour
pl+L—s<i<i+{<(2p+1)¢

ona
Xp(i) = (2p+ 1)+ maxk < pl+{—s;Xp(k) <i}

Xp(i+¢) = (2p+1)f+maxk< pl+{—sXpk) <i+l}
= Xp(i)+£( dapresxp(k+¢) = xp(k) +£) etx, croissante

Reste le point le plusédicat a i eti + ¢ ne sont pas dans unéme intervallg p/ + ¢ —
s)_ou(pl+/¢—s),.Cestlecasopl/—s<i<pl+{—s—1.
ler Cas
pl—s<i< plalorsi+¢ < (p+1)¢ or on sait qu& (¢ —s) = ¢ et par suite(p({ —S) =
(p+1)¢dou
max{k|xp(k) <i+¢} <l—s

Xp(i+€) = (2p+21)+maxk|xp(k) <i+ ¢}
= (2p+1)f+maxk<l—s/pl+x(k) <i+/}
(2p+ 1)+ max{k < £ —s/x(k) <i+{—pL.
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Notons que, dans ce cas, ofAas<i+/{—pl < /et
X(i+0—pl)=0+maXxk < l—s/x(k) <i+¢—pl}.

Donc
Xp(i+¢) =2pl+X(i+£¢—pl)
Par ailleurs, on a

Xp(i) (P—=1)l+Xp(i—pl+0)
= (p—=Ll+pl+X(i—pl+2).
Do
Xp(i+£) = Xp(i) + 2.
2eme cas

pl<i<pl+l—s—1=pl+l<i+l<pl+2(—s—1
= {—s< Max{k|xp(k) <i+£} <l (carXp({+1) =L+ Xp(1l) > L+ pl+L—5)
Xp(i+0) 2p+L)l+maxdke {£—s, ...t} Xpk) <i+¢}
(2p+ 1)+ maxke {{—s,...0},pl+X(k) <i+/}
(2p+1)l+maxke {¢—s,...t};X(k) <i+{—pt
(
(

2p+ 1)+ maxke {¢{—s,.0}/i—pl —k}
2p+1)L+X(i — pl) = (p+ 1)+ Xp(i — PO)
= L+Xp(i) = L+Xp(i)

D’ou la périodicite du tournoi assoe&y . 2.Consiérons un tournoi canonique s, ..., n}
qui soit/-périodique. Notonsn le minimum des scores des joueursvete maximum. On
a0 <M -—m< /. En effet, ghcea la periodicitte de la fonction score, on peut supposer que
m=s(i)etM=s(j) aveci <leti< j<i+L.0Onas(j)+j<s(i+{)+i+l=s(i)+i+7
doncs(j) < s(i) +£.
Il s’ensuit que, pour tout € {1,...,n}, la difference des cardinaux ae etx_ est stricte-
ment inerieura/, d’ou

pl<s(x) < pl+/l—1.

Donc toutn-tournoi poiné ¢-périodique est éfini par une application qu’on notexay,
X 1L, pl+L—s—1} — {pl+{L—s, ...,n}

ou0<s</-1.
Soitx : {1,...,/—s—1} — N, définie parx(i) = X(p)(i) — p{. On remarque qug(1) >
¢ —setquex(!{—s—1) < (. En effet
)(l—s—1)—pt
)(pl+l—s—1)—2pl <n—-2pl =/

X(t—=s=1) = Xxp

= X
L'applicationy est croissante cgq p) I'est. Ainsix définit un tournoi poingé canonique sur
{1,...,¢}.
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Restea \erifier quex(p) coincide avec la fonctiog + p¢ sur l'intervalle{1,...,¢}
Comme le vecteur score g¢p) est eriodique et que le score @ + ¢ — s estégala
p/+son en éduit que le score (p(p)) del — sest ausspl/ + sd’ou

X(£—8) =L=Xp(l—s)—p’

Soiti, /—s<i </

X)) = —pl+Xp(i+pl)
= —pl+n+maxk|X (k) <i+ pl}
= —pl+n+maxk </{—s/Xp (k) <i+pl}
= —pl+n+max{k<{—s/x(k) <i}
= —pl+n—L+X(i)=pl+X(3).

Ceci montre qug(p) coincide avec la fonctiog, assodeeay sur{l,...,¢} et par @riodicite,
on ax(p) = Xp. Ce quiétablit la bijection entré-tournois poinés canoniques ettournois
pointes/-periodiques. Pour la bijection entre typesournois et types da-tournois/-
périodiques, signalons que tout type de tournoi ésedniré par son vecteur score. =m

Corollaire 3. Soit un entiem > 2. Pour tout diviseur impaid den, il existe unn-tournoi
dont le groupe d’automorphismes est cyclique d’omire

Preuve.Sd = n, on considre len-cycle.
Sid < n, on pose’ = §. Le n-tournoi geriodique construid partir du/-tournoi transitif
admet/ comme plus petitegriode et son groupe d’automorphismes est engepaint’. m

4 Enumeration des types de tournoi .t

SoitSun ensemble de cardinal> 3. On noteZy(S) ou encorelp I'ensemble des types
de tournoi-poings localement transitiféfinis surS et 7(S) ou encoreZ I'ensemble des
types de tournoi localement transitifs (S8)r

Proposition 4. Le cardinal deZy est2" 1.

Preuve.Sois€ {0,1,...,n—1}. On noteM(s) le nombre de types de tournois localement
transitifs poinés(S X, x) ou le score de ests.

e Sis=n—1ous=0, on a vu peccdemment qu'un tel tournoi est transitif et qu’il n’y
aqu'un seul. Dont1(n—1) =M(0) = 1.

e Sisc {1,....,n—2}, d'apres le corollaire 1M(s) n’est autre que le nombre d’appli-
cations croissantes dd,...,n—s—1} dans{n—s,...,n}. Or ce dernier est bien connu, il

, s . , n—-1
estégala ( ) On obtient alors legsultat en remarquent qL(e > =

n-s-—1 n-s-—1

(n 1>etque1+1+zl(n 1>:2”‘1 n
s A s
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Proposition 5. a) Le group€eZ, opere surdp par la formule :

(K (SR X)) = (SR, TE(X)]

le crochet @signant la classe d’'isomorphisme.
b) L'ensemblel” est le quotient d€y par cette action.

Preuve.a) Sif : (SR,x) — (S,R/,X) est un isomorphisme de tournois |.t p@st
alorsf envoie le successeur gsur celui ded’ et par suitef : (S, R, T€(x)) — (S, R/, (X))
est un isomorphisme de tournois I.t pdst

b) le foncteur "oubli” :(S, R ,x) — (S, R ), transforme deux tournois poég isomorphes
en deux tournois isomorphes et induit une application

T — T
(SR — [(SK)]~

Soient(S R, x) et (S R/,x') deux tournoi poiris tels que
[(SR)] =[(SR). Il existe, alors, un isomorphisme de tournois

f:(SR)— (SR

; f induit un isomorphisme de tournoi-pogstentrg S & ,x) et (S R/, f(x)). Ainsi

(SR, 0] =[S R/, 1(x))] = (S R.X))),
aveck € Zy verifiant f (x) = 1€(x). m

Proposition 6. Le type du tournoi poie (S, R ,x) est fixe park si et seulement gi e
Aut(S R) i.e R estk-périodique.

Preuve.Un isomorphisme de tournoi pé@sf : (S ®,x) — (S &, T¥(x)) est un auto-
morphisme déS ) tel quef(x) = T¢(x). Or on a vu quef € (1) donc il existel tel que
f = 1’. Commef (x) = 1(x) = 1¢(x), on trouve quen divisek — ¢ d’otl f = 1. m
Les trois propositions gedentes fournissent une preuvafa Burnside” de la formule
de A. E. Brouwer
N1 o(d)2d .
n . n .
d impair
ou N est le nombre de types detournois |.t. Ces propositions ont des analogues dans [1].
L'analogue de la propositio est que toute classe de switch dimiournoi contien2"1
tournois distincts. L'analogue de la propositibrest que le groupe de chaque classe de
switch d’unn-tournoi transitif est cyclique d’ordne et I'ensemble des orbites s’identifie
I'ensemble des types de tournois I.t ([1] lemme 3.3). L'analogue de la propositi®est
le lemme3.1.
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