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Résuḿe

Étant donńe un tournoiT = (S,A), une partieX de S est un intervalle deT lorsque
pour tousa,b∈ X et x∈ S−X, (a,x) ∈ A si et seulement si(b,x) ∈ A. Par exemple,
/0, {x}(x ∈ S) et S sont des intervalles deT, appeĺes intervalles triviaux. Un tournoi,
dont tous les intervalles sont triviaux, est indécomposable ; sinon, il est décomposable.
Un sommetx d’un tournoi ind́ecomposableT est critique si le tournoiT − x est
décomposable. En 1993, J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont caractériśe les tournois dont
tous les sommets sont critiques, appelés tournois critiques. Ces tournois ont un cardi-
nal impair≥ 5. Pour chaque entier impairm≥ 5, il existe trois tournois critiques de
cardinalm. Dans cet article, nous caractérisons les tournois qui admettent un unique
sommet non critique, que nous appelons tournois (-1)-critiques. Ces tournois ont un
cardinal impair≥ 7. Pour chaque entier impairm≥ 7, il existe3m−15tournois(−1)-
critiques de cardinalm.

Mots clés: Critique, Graphe d’ind́ecomposabilit́e, Intervalle, Tournoi Ind́ecomposable.

Abstract

The (-1)-critical tournaments. Given a tournamentT = (V,A), a subsetX of V is
an interval ofT provided that for anya,b∈ X andx∈V−X, (a,x) ∈ A if and only if
(b,x) ∈ A. For example,/0, {x}(x∈V) andV are intervals ofT, called trivial intervals.
A tournament, all the intervals of which are trivial, is indecomposable; otherwise, it
is decomposable. A vertexx of an indecomposable tournament is critical ifT− x is
decomposable. In 1993, J.H. Schmerl and W.T. Trotter characterized the tournaments,
all the vertices of which are critical, called critical tournaments. The cardinality of
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these tournaments is odd. Given an odd integerm≥ 5, there exist three critical tourna-
ments of cardinalitym. and there are exactly three critical tournaments for each such
a cardinality. In this article, we characterize the tournaments which admit a single non
critical vertex, that we call (-1)-critical tournaments. The cardinality of these tourna-
ments is odd. Given an odd integerm≥ 7, there exist3m−15(-1)-critical tournaments
of cardinalitym.

1 Introduction

Un graphe (orient́e) G = (S(G),A(G)) ou (S,G), est constitúe d’un ensemble finiS de
sommets et d’un ensembleA de couples de sommets distincts, appelésarcsdeG. L’ordre
(ou le cardinal) du grapheG est le nombre de ses sommets.À chaque partieX de S est
assocíe le sous-grapheG(X) = (X,A∩ (X×X)) de G induit par X. PourX ⊆ S (resp.
x∈ S), le grapheG(S−X), où S−X = {s∈ S : s /∈ X}, (resp.G(S−{x}) est not́e G−X
(resp. G− x). Étant donńes deux graphesG = (S,A) et G′ = (S,A′), une bijectionf deS
sur S′ est unisomorphismedeG surG′ si pour tousx, y∈ S, (x,y) ∈ A si et seulement si
( f (x), f (y)) ∈ A′. Lorsqu’un tel isomorphisme existe, on dit queG et G′ sontisomorphes,
et on noteG'G′.

Un grapheG = (S,A) est untournoi lorsque pour tousx 6= y∈ S, on a: (x,y) ∈ A si et
seulement si(y,x) /∈ A. Étant donńe un tournoi T = (S,A), pour tous sommets distinctsx,
y deS, la notationx−→ y signifie (x,y) ∈ A, et on dit, dans ce cas, quex dominey. Pour
toutes parties disjointesI etJ deS, on noteI −→ J lorsque pour tout(x,y) ∈ I ×J, x−→ y.
La notationI ∼ J signifie queI −→ J ou J −→ I . De m̂eme, pour toutx∈ S et pour tout
Y ⊆ S−{x}, x−→Y (resp.Y −→ x) signifiex−→ y (resp.y−→ x) pour touty∈Y. La
notationx∼Y signifie quex−→Y ouY −→ x. Pour toutx∈ S, on poseV−

T (x) = {y∈ S :
y−→ x} etV+

T (x) = {y∈S: x−→ y}. On introduit une relation d’équivalence, notée≡, sur
les couples de sommets distincts deT, définie comme suit:(x,y) ≡ (u,v) si (x,y) = (u,v)
ou | {(x,y),(u,v)}∩A |6= 1.

Un tournoiT est unordre total(ou unechâıne, ou uneliste), lorsque pour tousx,y,z∈
S(T), si x −→ y et y −→ z, alorsx −→ z. Un ordre total d’ordrek est aussi appelé k-
châıne. Pour deux sommets distinctsa et b d’un ordre totalT, a < b signifiea−→ b. La
notationT = a0 < · · · < an signifie queT est l’ordre total d́efini surS= {a0, · · · ,an} par
A(T) = {(ai ,a j) : i < j}. L’ordre total usuel0 < · · ·< n est not́eLn+1.

À tout tournoiT = (S,A) est associé son tournoidual T? = (S,A?), où A? = {(x,y) :
(y,x) ∈ A}.

Étant donńe un tournoiT = (S,A), une partieI de S est unintervalle [4, 5, 7] (ou un
clan [3]) de T lorsque poura,b ∈ I et x ∈ S− I , (a,x) ≡ (b,x). Par exemple,/0, {x} où
x ∈ S, et S sont des intervalles deT, appeĺes les intervallestriviaux de T. Un tournoi
est indécomposable[5, 7] (ou primitif [3]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est
décomposabledans le cas contraire.

Un sommetx d’un tournoi ind́ecomposableT est ditcritique si le tournoiT − x est
décomposable. SoitT un tournoi ind́ecomposablèa au moins5 sommets. Le tournoiT est
dit critique si tous ses sommets sont critiques. On géńeralise cette d́efinition en disant que
le tournoiT est(−k)-critique lorsqu’il admet exactementk sommets non critiques. Afin de
rappeler la caractérisation des tournois critiques, nous introduisons, pour tout entiern≥ 1,
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les tournoisT2n+1, U2n+1 etV2n+1 définis sur{0, · · · ,2n} comme suit.

1. A(T2n+1) = {(i, j) : j− i ∈ {1, · · · ,n} mod. 2n+1}.

2. U2n+1 est le tournoi obtenùa partir de l’ordre totalL2n+1 en inversant les arcs reliant
deux sommets pairs, de sorte queA(U2n+1) = {(i, j) : i < j et i ou j est impair}∪
{(i, j) : i > j et i et j sont pairs}.

3. V2n+1({0, · · · ,2n−1}) = 0 < · · ·< 2n−1 etV+
V2n+1

(2n) = {2i : i ∈ {0, · · · ,n−1}}.

Remarquons queT3 = U3 = V3 = {{0,1,2},{(0,1),(1,2),(2,0)}}.

Proposition 1.1. (J. H. Schmerl et W. T. Trotter [7])̀A un isomorphisme près, les tournois
critiques sont les tournoisT2n+1, U2n+1 etV2n+1, où n≥ 2.

Dans cet article, nous caractérisons les tournois(−1)-critiques, ŕepondant ainsi, dans
le cas des tournois,̀a une question posée par Y. Boudabbous et P. Ille [2]. Contrairement
aux tournoisT2n+1, les tournoisU2n+1 et V2n+1 apparaissent dans la morphologie de ces
tournois que nous présentons̀a partir de leur unique sommet non critique. A cet effet, nous
définissons pour tout entiern≥ 3 et pour tout entierk∈ {1, · · · ,n−2}, les tournoisE2k+1

2n+1,
F2k+1

2n+1 , G2k+1
2n+1 etH2k+1

2n+1 définis sur{0, · · · ,2n} comme suit.

1. E2k+1
2n+1(V

−
E2k+1

2n+1
(2k+1)) = L2k+1, E2k+1

2n+1(V
+
E2k+1

2n+1
(2k+1)) = 2k+2< · · ·< 2n et pour tout

(x,y) ∈V+
E2k+1

2n+1
(2k+1)×V−

E2k+1
2n+1

(2k+1), x−→ y si et seulement six ety sont pairs.

2. F2k+1
2n+1 (V−

F2k+1
2n+1

(2k+ 1)) = U2k+1, F2k+1
2n+1 (V+

F2k+1
2n+1

(2k+ 1)) = 2k+ 2 < · · · < 2n et pour

tout (x,y) ∈ V+
F2k+1

2n+1
(2k+ 1)×V−

F2k+1
2n+1

(2k+ 1), x−→ y si et seulement six et y sont

pairs.

3. G2k+1
2n+1(V

−
G2k+1

2n+1
(2k+1)) =U2k+1, G2k+1

2n+1(V
+
G2k+1

2n+1
(2k+1))'V2n−2k−1 avec2k+2< · · ·<

2n−1 et pour tout(x,y) ∈V+
G2k+1

2n+1
(2k+1)×V−

G2k+1
2n+1

(2k+1), x−→ y si et seulement si

x = 2n ety est pair.

4. H2k+1
2n+1(V−

H2k+1
2n+1

(2k+1)) =V2k+1, H2k+1
2n+1(V+

H2k+1
2n+1

(2k+1))'V2n−2k−1 avec2k+2< · · ·<
2n−1 et pour tout(x,y) ∈V+

H2k+1
2n+1

(2k+1)×V−
H2k+1

2n+1
(2k+1), x−→ y si et seulement si

x = 2n ety = 2k.

Observons que dans les tournoisT = E2k+1
2n+1, F2k+1

2n+1 , G2k+1
2n+1 ou H2k+1

2n+1 définis ci-dessus,
chacun des sous-tournoisT(V−

T (2k+1)) et T(V+
T (2k+1)) est ou bien une chaı̂ne, ou bien

un tournoi critique non isomorphèa un tournoi de la classe{T2p+1}p≥2. Les cardinaux
respectifs de ces sous-tournois sont2k+1 et2n−2k−1.

Pour tout entiern≥ 3, on d́esigne parE2n+1 (resp.F2n+1, F ?
2n+1, G2n+1, G?

2n+1, H2n+1),
la classe desn−2 tournois{E2k+1

2n+1}1≤k≤n−2 (resp. {F2k+1
2n+1 }1≤k≤n−2, {(F2k+1

2n+1 )?}1≤k≤n−2 ,
{G2k+1

2n+1}1≤k≤n−2, {(G2k+1
2n+1)

?}1≤k≤n−2, {H2k+1
2n+1}1≤k≤n−2).

Remarquons alors le fait suivant.
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Remarque 1.2. Étant donńe un entiern≥ 3, si T est un tournoi de la classeE2n+1 (resp.
H2n+1), alorsT? est aussi un tournoi de la classeE2n+1 (resp.H2n+1)).

Preuve. Il suffit de remarquer que pourk∈ {1, · · · ,n−2}, la permutationσ de{0, · · · ,2n}
définie par : pour toutq ∈ {0, · · · ,2n}, σ(q) = 2n− q (resp. σ(q) = 2n− q− 1 si q ∈
{0, · · · ,2n} − {2n,2k,2k + 1}, σ(2n) = 2(n− k− 1), σ(2k) = 2n et σ(2k + 1) = 2(n−
k− 1) + 1), est un isomorphisme de(E2k+1

2n+1)
? (resp. (H2k+1

2n+1)?) sur E2(n−k−1)+1
2n+1 (resp.

H2(n−k−1)+1
2n+1 ). ¤

La caract́erisation suivante des tournois(−1)-critiques, est le principal résultat de cet
article.

Théorème 1.3. À un isomorphisme près, les tournois(−1)-critiques sont les tournois
E2k+1

2n+1, F2k+1
2n+1 , (F2k+1

2n+1 )?, G2k+1
2n+1, (G2k+1

2n+1)
? et H2k+1

2n+1, où n≥ 3 et 1≤ k≤ n− 2. De plus,
le sommet2k+1 est l’unique sommet non critique de chacun de ces tournois.

2 Tournois indécomposables

Définition 2.1. Soit T = (S,A) un tournoi. À toute partieX de S telle que| X |≥ 3 et le
sous-tournoiT(X) est ind́ecomposable, on associe les parties deS−X suivantes.

• [X] = {x∈ S−X : x∼ X}.
• Pour toutu∈ X, X(u) = {x∈ S−X : {u,x} est un intervalle deT(X∪{x})}.
• Ext(X) = {x∈ S−X : T(X∪{x}) est ind́ecomposable}.
Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.2. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [3])SoientT = (S,A) un tournoi etX une
partie deS tels que| X |≥ 3 et T(X) est ind́ecomposable. La famille{X(u) : u ∈ X}∪
{Ext(X), [X]} forme une partition deS−X . De plus, les assertions suivantes sont vérifiées.

• Soientu ∈ X, x ∈ X(u) et y ∈ S− (X ∪X(u)). Si T(X ∪{x,y}) est d́ecomposable,
alors{u,x} est un intervalle deT(X∪{x,y}).

• Soientx∈ [X] et y∈ S− (X∪ [X]). SiT(X∪{x,y}) est d́ecomposable, alorsX∪{y}
est un intervalle deT(X∪{x,y}).

• Soientx 6= y∈ Ext(X). Si T(X∪{x,y}) est d́ecomposable, alors{x,y} est un inter-
valle deT(X∪{x,y}).

De ce lemme d́ecoule le ŕesultat suivant.

Corollaire 2.3. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [3])
SoitT = (S,A) un tournoi ind́ecomposable. SiX est une partie deStelle que| X |≥ 3,

| S−X |≥ 2 et T(X) est ind́ecomposable, alors il existe deux sommets distinctsx et y de
S−X tels queT(X∪{x,y}) est ind́ecomposable.
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3 Graphe d’indécomposabilit́e

Rappelons d’abord qu’un graphesymetrique(ou non orient́e) est un grapheG tel que pour
tous x 6= y ∈ S(G), on a : (x,y) ∈ A(G) si et seulement si(y,x) ∈ A(G). On consid̀ere
alors que, dans un tel grapheG, A(G) est un ensemble de paires de sommets distincts de
S(G), appeĺeesarêtesdeG. Par exemple, lecheminPn de longueurn−1 et lecycleCn de
longueurn≥ 3 sont les graphes non orientés d́efinis sur{0, · · · ,n−1} de la façon suivante.
Pour tousi, j ∈ {0, · · · ,n−1}, {i, j} est une ar̂ete dePn si | i− j |= 1. Le cycleCn est alors
obtenuà partir dePn en ajoutant l’ar̂ete{0,n−1}. Tout graphe isomorphèa Pn (resp.Cn)
est appeĺe chemin (resp. cycle). Une relation d’équivalenceR est d́efinie surS(G) comme
suit. Pour tousx 6= y∈ S(G), x R y s’il existe une suitex0 = x, · · · ,xn = y de sommets deG
telle que pour touti ∈ {0, · · · ,n−1}, {xi ,xi+1} ∈A(G). les classes d’équivalence deR sont
appeĺeescomposantes connexesdeG. Pour tout sommetx∈ S(G), on poseVG(x) = {y∈ S:
{x,y} ∈ A(G)}. LorsqueVG(x) = /0, on dit quex est un sommetisolédeG.

La notion degraphe d’ind́ecomposablit́e à ét́e introduite par P. Ille [1, 5] de la façon
suivante. À chaque tournoiT = (S,A) est associé son graphe d’ind́ecomposabilit́e I(T)
défini surS comme suit. Pour tousx 6= y ∈ S, {x,y} est une ar̂ete deI(T) si T −{x,y}
est ind́ecomposable. Ce graphe est un outil important dans notre construction des tournois
(−1)-critiques.

Notons qu’un tournoiT et son dualT? ont les m̂emes intervalles. Il s’ensuit queT et
T? ont les m̂emes sommets critiques ainsi que le même graphe d’ind́ecomposabilit́e.

Dans la suite de ce paragraphe, nousétudions le graphe d’ind́ecomposabilit́e d’un
tournoi(−1)-critique.

Rappelons, d’adord, les deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. (Y. Boudabbous et P. Ille [2])SoientT = (S,A) un tournoi ind́ecomposable et
x un sommet critique deT. Alors |VI(T)(x) |≤ 2 et on a:

• SiVI(T)(x) = {y}, où y∈ S, alorsT−{x,y} est un intervalle deT−x.

• SiVI(T)(x) = {y,z}, où y 6= z∈ S, alors{y,z} est un intervalle deT−x.

Lemme 3.2. (Y. Boudabbous et P. Ille [2])Le graphe d’ind́ecomposabilit́e d’un tournoi
(−1)-critique admet une unique composante connexe de cardinal≥ 2.

Le lemme suivant précise l’ordre d’un tournoi(−1)-critique

Lemme 3.3. L’ordre d’un tournoi(−1)-critique est impair et suṕerieur ouégalà 7.

Preuve.
Les tournois̀a 4 sommets sont,à un isomorphisme près, au nombre de quatre et sont tous

décomposables. Il s’ensuit que les tournois indécomposables̀a 5 sommets sont critiques.
Ainsi, il n’existe aucun tournoi(−1)-critique d’ordre 5.

Soit T un tournoi ind́ecomposablèa au moins 3 sommets. Pour tout sommetx deT, il
existe deux sommetsy 6= zdeT−x tels queT({x,y,z})'U3. En effet, autrement, il existe
un sommetα de T tel queV−

T (α) −→ V+
T (α). Si | V−

T (α) |=| V+
T (α) |= 1 alorsT ' L3,

ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e deT. Sinon,V−
T (α) ou V+

T (α) est un intervalle non
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trivial de T, une contradiction. Supposons,à pŕesent, que le tournoiT est(−1)-critique
et d́esignons para son unique sommet non critique. D’après ce qui pŕec̀ede, il existe deux
sommetsb 6= c deT−a tel queT({a,b,c})'U3. Si le tournoiT est d’ordre pair, alors par
une suite finie d’applications du corollaire 2.3, on obtient un sommetω ∈ S(T)−{a} tel
que le tournoiT−ω est ind́ecomposable. Contradiction.

¤
Le résultat suivant complète le lemme 3.1 dans le cas des tournois(−1)-critiques.

Lemme 3.4. Le sommet non critiquea d’un tournoi (−1)-critique T = (S,A) est tel que
|VI(T)(a) |= 2.

Preuve. CommeT−a est un tournoi ind́ecomposable qui est, d’après le lemme 3.3, d’ordre
pair, il s’ensuit queT −a n’est ni critique ni(−1)-critique. Il existe alors deux sommets
distinctsx, y∈ S−{a} tels que les tournoisT−{a,x} etT−{a,y} sont ind́ecomposables.
Ainsi {x,y} ⊆VI(T)(a), de sorte que|VI(T)(a) |≥ 2. Supposons que|VI(T)(a) |≥ 3 et con-
sidérons 3 sommets deux̀a deux distinctsx, y et z deVI(T)(a). On poseX = S−{a,x},
Y = S−{a,y} etZ = S−{a,z}. Les tournoisT, T(X), T(Y) etT(Z) sont ind́ecomposables
avec, d’apr̀es le lemme 3.3,| X |=|Y |=| Z |≥ 5. Les tournoisT− x, T− y et T− z étant
décomposables, alorsa /∈ Ext(X)∪Ext(Y)∪Ext(Z). Nous montrons d’abord qu’il existe
(u,v,w)∈X×Y×Z tel quea∈X(u)∩Y(v)∩Z(w). Supposons, par exemple, qu’il n’existe
pas unu∈ X tel quea∈ X(u), ce quiéquivautà dire, d’apr̀es le lemme 2.2, quea∈ [X].
Quitte à remplacerT parT?, on peut supposer quea−→ X et doncx−→ a. Remarquons
quea /∈ [Y], sinon, commez∈ X ∩Y et a−→ X, alorsa−→ Y et en particuliera−→ x,
une contradiction. De m̂emea /∈ [Z]. Comme de plus,a /∈ Ext(Y)∪Ext(Z), alors, d’apr̀es
le lemme 2.2, il existe(v,w) ∈Y×Z tel quea∈Y(v)∩Z(w).

On a forćementv 6= w. Sinon, commea−→ X eta∈Y(v) (resp.a∈ Z(v)), alorsv−→
S−{v,a,x,y} (resp.v−→S−{v,a,x,z}). Il s’ensuit quev−→S−{v,a,x} et en particulier
v 6= x, autrement{x,a} −→ X, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e deT. Comme de plus
| X |≥ 5, alorsS−{v,a,x} est un intervalle non trivial du tournoi indécomposableT(X).
Contradiction.

De plus,{v,w}∩{x,y,z} 6= /0. Sinon, comme d’une parta−→ X, en particuliera−→
{v,w}, et d’autre parta∈ Y(v) (resp. a∈ Z(w)), il s’ensuit quev−→ w (resp. w−→ v).
Contradiction. Cela nous am̀eneà distinguer les cas suivants.

• x /∈ {v,w}. Dans ce cas{v,w}∩ {y,z} 6= /0. Si, par exemple,v = z, alors{a,z} et
{a,w} sont des intervalles respectifs deT−y et deT−z, de sorte que{z,w} est un
intervalle non trivial du tournoi ind́ecomposableT−{a,y}. Contradiction.

• x ∈ {v,w}. Supposons, par exemple, quev = x. Dans ce casa ∈ Y(x), et comme
x−→ a−→ X, alorsx−→ S−{x,y}. Il s’ensuit queS−{a,x,y} est un intervalle
non trivial du tournoi ind́ecomposableT−{a,y}. Contradiction.

Il est, à pŕesent,́etabli qu’il existe(u,v,w) ∈ X×Y×Z tel quea∈ X(u)∩Y(v)∩Z(w).
D’une part, les sommetsu, v et w sont deuxà deux distincts; autrement, si par exemple
u = v, alors{a,u} est un intervalle de chacun des tournoisT− x et T− y ce qui implique
que{a,u} est un intervalle non trivial du tournoi indécomposableT. Contradiction. D’autre
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part,{u,v,w}∩{x,y,z} 6= /0; sinon, pour toutα ∈ {u,v,w}, {u,v,w}−{α} est un intervalle
de T({u,v,w}). Une contradiction, car dans chacun des deux tournoisà 3 sommets (U3

et L3), il existe une paire de sommets qui n’est pas un intervalle. Supposons alors, par
exemple, queu = y. Les paires{u,a} et {v,a} sont alors des intervalles respectifs des
tournoisT − x et T − u. Ainsi {u,v} est un intervalle non trivial, deT −{a,x} si v 6=
x, de T − a si v = x. Une contradiction, puisque les tournoisT −{a,x} et T − a sont
indécomposables. ¤

Le lemme ci-dessus, permet de préciser la composante connexe, non réduiteà un sin-
gleton, du graphe d’ind́ecomposabilit́e d’un tournoi(−1)-critique.

Lemme 3.5. Si T est un tournoi (-1)-critique, alorsI(T)(C ) est un chemin, òu C est
l’unique composante connexe deI(T) qui n’est pas ŕeduiteà un singleton.

Preuve. Rappelons que, d’après le lemme 3.2,I(T) admet une unique composante connexe
C , non ŕeduiteà un singleton. De plus, d’après les lemmes 3.1 et 3.4, pour tout sommet
x∈ C , on a: 1≤|VI(T)(C )(x) |≤ 2. Il s’ensuit queI(T)(C ) est ou bien un chemin ou bien
un cycle. Supposons queI(T)(C ) est le cycleCn défini surZ/nZ= {0, · · · ,n−1} où n≥ 3
et òu 0 est l’unique sommet non critique deT. Soit i ∈ {1, · · · ,n− 1}. Commei est un
sommet critique deT avecVI(T)(i) = {i−1, i +1}, alors{i−1, i +1} est un intervalle de
T− i, sanŝetre un intervalle deT, de sorte que(i−1, i) ≡ (i, i +1). Quitteà remplacerT
parT?, on peut supposer que0−→ 1. Il s’ensuit que pour touti ∈ {0, · · · ,n−1}, i −→ i +1,
en particuliern−1−→ 0. Si j > 1 est un sommet impair deC , alors j−1 est un sommet
critique deT avecVI(T)( j −1) = { j −2, j}. Il s’ensuit que{ j −2, j} est un intervalle du
tournoiT−{ j−1}, et commej−1 6= 0, alors(0, j)≡ (0, j−2). Ainsi, pour tout sommet
impair k de C , on a: (0,1) ≡ (0,3) ≡ ·· · ≡ (0,k), et comme0−→ 1, alors0−→ k. Il
s’ensuit que0−→ {k ∈ C : k est impair}. Commen−1−→ 0, alorsn est impair. Posons
n−1 = 2met distinguons les deux cas suivants.

• C 6= S. Soitx∈S−C . Comme pour touti ∈{1, · · · ,2m}, {i−1, i+1} est un intervalle
deT− i, alors(x,0) ≡ (x,2) ≡ ·· · ≡ (x,2m) et (x,0) ≡ (x,2m−1) ≡ ·· · ≡ (x,1). Il
s’ensuit quex∼ C et doncC est un intervalle non trivial du tournoi indécomposable
T. Contradiction.

• C = S. D’une part,0−→ 1 donc1−→ {i ∈ S−{0} : i est pair}; d’autre part,2m−
1−→ 2m donc{i ∈ S: i est impair} −→ 2m. le tournoiT−0 étant ind́ecomposable,
il existe deux sommetsk et l deT−0 tels quek−→ 1 et 2m−→ l . D’après ce qui
préc̀ede,k est impair etl est pair. Commek−→ 1 et k est impair (resp.2m−→ l et
l est pair), alors{i ∈ S−{1} : i est impair} −→ 1 (resp.2m−→ {i ∈ S−{0,2m} : i
est pair}). Ainsi, {i ∈ S−{1} : i est impair} −→ {1,2m} −→ {i ∈ S−{0,2m} : i est
pair}. En particulier,{1,2m} est un intervalle non trivial du tournoi indécomposable
T−0. Contradiction.

¤
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4 Preuve du th́eorème 1.3

Nous montrons d’abord que les tournois introduits dans le théor̀eme3.1 sont(−1)-critiques
et deuxà deux non isomorphes.

Proposition 4.1. Soientn etk deux entiers tels quen≥ 3 etk∈ {1, · · · ,n−2}. Les tournois
E2k+1

2n+1, F2k+1
2n+1 , G2k+1

2n+1 et H2k+1
2n+1 sont des tournois(−1)-critiques dont l’unique sommet non

critique est2k+1.

Preuve.
Vérifions d’abord que pourW = E2k+1

2n+1, F2k+1
2n+1 , G2k+1

2n+1 ouH2k+1
2n+1, on a:

∀i ∈ S(W)−{2k+1}, W−{i} est d́ecomposable. (4.1)

En effet, pouri = 0 (resp. i = 2n), {2, · · · ,2n} (resp.{0, · · · ,2n−2}) est un intervalle
non trivial deW− i. Pouri ∈ {1, · · · ,2k−2}∪{2k}∪{2k+2, · · · ,2n−2}, {i−1, i +1} est
un intervalle non trivial deW− i. Pouri = 2k−1, {i−1, i +1} est un intervalle non trivial
de chacun des tournoisE2k+1

2n+1− i, F2k+1
2n+1 − i et G2k+1

2n+1− i, et {i−1, i + 2} est un intervalle
non trivial deH2k+1

2n+1 − i. Pouri = 2n−1, {i−1, i + 1} (resp. {0, · · · ,2n−3}∪{2n}) est
un intervalle non trivial de chacun des tournoisE2k+1

2n+1− i et F2k+1
2n+1 − i (resp. G2k+1

2n+1− i et
H2k+1

2n+1− i).
Fixons maintenant un entierk≥ 1, et montrons la proposition par récurrence sur l’entier

n≥ k+ 2. Commençons par examiner le cas où n = k+ 2. Nos tournois sont maintenant
définis sur{0, · · · ,2k+ 4}, on poseX = {0, · · · ,2k+ 4}−{2k+ 1,2k+ 2}. Les tournois
E2k+1

2k+5(X) , F2k+1
2k+5 (X), G2k+1

2k+5(X) et H2k+1
2k+5(X) sont ind́ecomposables. En effet, d’une part

E2k+1
2k+5(X) ' H2k+1

2k+5(X) 'V2k+3 (les (2k+ 2)-châınes respectives des tournoisE2k+1
2k+5(X) et

H2k+1
2k+5(X) sont0 < · · · < 2k < 2k+3 et 0 < · · · < 2k−1 < 2k+3 < 2k+4); d’autre part,

F2k+1
2k+5 (X) = G2k+1

2k+5(X) 'U2k+3 (un isomorphisme surU2k+3 fixe chacun des sommets de
{0, · · · ,2k}, envoie2k+ 3 sur2k+ 1 et 2k+ 4 sur2k+ 2). Soit T = E2k+1

2k+5, F2k+1
2k+5 , G2k+1

2k+5

ou H2k+1
2k+5 . Dans le tournoiT, 2k+1∈ X(2k+3) et, comme1−→ 2k+2−→ 2k+3, alors

2k+2 /∈ [X]. Montrons que2k+2∈ Ext(X), ce qui signifie que :

T−{2k+1} est ind́ecomposable. (4.2)

Supposons par l’absurde qu’il existeu∈X tel que2k+2∈X(u). PourT = E2k+1
2k+5 ouF2k+1

2k+5 ,
2k+2−→{0,2k+4} et, comme il n’existe aucun sommetx∈X vérifiantx−→{0,2k+4},
alorsu∈ {0,2k+ 4}, ce qui contredit les faits que0−→ 1−→ 2k+ 2 et 2k+ 2−→ 2k+
3−→ 2k+ 4. PourT = G2k+1

2k+5 (resp. H2k+1
2k+5), {0, · · · ,2k} −→ 2k+ 2 et T({0, · · · ,2k}) =

U2k+1 (resp.V2k+1), en particulierT({0, · · · ,2k}) est ind́ecomposable. Il s’ensuit queu /∈
{0, · · · ,2k}, autrement,{0, · · · ,2k}− {u} −→ u, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e de
T({0, · · · ,2k}). Ainsi, u∈ {2k+3,2k+4}, contredisant le fait que2k+2−→ 2k+3−→
2k+4−→ 2k+2.

Comme2k+1∈ X(2k+3) et 2k+2∈ Ext(X) et 2k+1−→ 2k+2−→ 2k+3, alors,
d’apr̀es le lemme 2.2, le tournoiT est ind́ecomposable et, d’après(4.1) et (4.2), 2k+1 est
l’unique sommet non critique deT.

À présent, soit un entiern > k+ 2. On poseXn = {0, · · · ,2n}− {2k+ 2,2k+ 3} et
X′n = Xn−{2k+ 1}. Soit D = E, F , G ou H. L’application f de Xn sur {0, · · · ,2n− 2}
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définie parf (i) = i (resp. f (i) = i−2) si i ∈ {0, · · · ,2k+1} (resp.i ∈ {2k+4, · · · ,2n}), est
un isomorphisme deD2k+1

2n+1(Xn) surD2k+1
2n−1, qui fixe le sommet2k+1. Il s’ensuit, en appli-

quant l’hypoth̀ese de ŕecurrence, queD2k+1
2n+1(Xn) est un tournoi(−1)-critique dont l’unique

sommet non critique est2k+ 1. Le tournoiD2k+1
2n+1(X

′
n) est ainsi ind́ecomposable. On a

bien 2k+ 2 ∈ Xn(2k+ 4) et 2k+ 3 ∈ Xn(2k+ 1), en particulier,2k+ 2 ∈ X′n(2k+ 4) et
D2k+1

2n+1(X
′
n∪{2k+ 3}) ' D2k+1

2n+1(Xn) ' D2k+1
2n−1. Le tournoiD2k+1

2n+1(X
′
n∪{2k+ 3}) étant alors

indécomposable,2k+ 3∈ Ext(X′n). Comme de plus,2k+ 2−→ 2k+ 3−→ 2k+ 4, alors,
d’apr̀es le lemme 2.2, les tournoisD2k+1

2n+1 et D2k+1
2n+1−{2k+1} sont ind́ecomposables. Avec

(4.1), 2k+1 est l’unique sommet non critique deD2k+1
2n+1.

¤

Corollaire 4.2. Pour toutn≥ 3, les6(n−2) tournois de la classeD2n+1 = E2n+1∪F2n+1∪
F ?

2n+1∪G2n+1∪G?
2n+1∪H2n+1 sont deux̀a deux non isomorphes.

Preuve.
SoientT et T ′ deux tournois isomorphes de la classeD2n+1. D’après la proposition

4.1, T et T ′ sont (-1)-critiques. D́esignons alors para et a′ leurs sommets non critiques
respectifs. Par construction des différentes classes, le tournoiT est dans la classeE2n+1

(resp. F2n+1, F ?
2n+1, G2n+1, G?

2n+1 H2n+1) si et seulement siT(V+
T (a)) et T(V−

T (a)) sont
des châınes (resp.T(V+

T (a)) est une châıne etT(V−
T (a)) n’est pas une chaı̂ne,T(V+

T (a))
n’est pas une chaı̂ne etT(V−

T (a)) est une châıne, il existe un unique sommet deV+
T (a) qui

domine au moins deux sommets deV−
T (a), il existe un unique sommet deV−

T (a) qui soit
domińe par au moins deux sommet deV+

T (a), | A(T)∩ (V+
T (a)×V−

T (a)) |= 1). Il s’ensuit
que siT est un tournoi de la classeE2n+1 (resp.F2n+1, F ?

2n+1, G2n+1 G?
2n+1, H2n+1), il en

est de m̂eme pour le tournoiT ′. Si T et T ′ sont dans la m̂eme classeE2n+1 (resp. F2n+1,
G2n+1, H2n+1), alors il existe deux entiersk, k′ ∈ {0, · · · ,n−2} tels queT = E2k+1

2n+1 (resp.

F2k+1
2n+1 , G2k+1

2n+1, H2k+1
2n+1) et T ′ = E2k′+1

2n+1 (resp.F2k′+1
2n+1 , G2k′+1

2n+1 , H2k′+1
2n+1 ). D’après la proposition

4.1,a = 2k+1 et a′ = 2k′+1. Ainsi, |V−
T (a) |= 2k+1 et |V−

T ′ (a
′) |= 2k′+1. Or, comme

un isomorphisme deT sur T ′ envoiea sur a′, on a | V−
T (a) |=| V−

T ′ (a
′) |. Il s’ensuit que

k = k′ et doncT = T ′. Si enfinT etT ′ sont dans la m̂eme classeF ?
2n+1 (resp.G?

2n+1), alors
T? etT ′? sont dans la m̂eme classeF2n+1 (resp.G2n+1) de sorte que, d’après ce qui pŕec̀ede,
T? = T ′? et doncT = T ′.

¤
Il est commode d’introduire les deux lemmes suivants, avant d’entamer la preuve du

théor̀eme.

Lemme 4.3.SoitT =(S,A) un tournoi (-1)-critique, avecI(T)(C )= Pm+1 où C = {0, · · · ,m}
est la composante connexe, non réduiteà un singleton, deI(T). On d́esigne para le som-
met non critique deT et on poseA+

I = {i ∈ C : i > a et i est impair}, A−I = {i ∈ C : i < a
et i est impair}, A+

P = {i ∈ C : i > a et i est pair} et A−P = {i ∈ C : i < a et i est pair}. Si
W = T(A+

P ), T(A−P ), T(A+
I ) ouT(A−I ), alorsW ouW? est l’ordre total usuel sur l’ensemble

S(W) des sommets deW.

Preuve.
Il suffit de consid́erer le cas òu | S(W) |≥ 3. On pose alorsS(W) = {w1, · · · ,wq},

où q ≥ 3 et w1 < · · · < wq. Soit k ∈ {2, · · · ,q}. On a wk−1 + 1 ∈ C −{0,m} et donc
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| VI(T)(wk−1 + 1) |= 2. En utilisant le lemme 3.1,{wk−1,wk} est un intervalle deT −
{wk−1+1} et, commewk−1+1 /∈ S(W), alors{wk−1,wk} est un intervalle deW. Il s’ensuit
que pour tousi < j ∈ {1, · · · ,q}, (wi ,w j)≡ ·· · ≡ (w1,w j)≡ (w1,w j−1)≡ ·· · ≡ (w1,w2). Il
en d́ecoule que siw1 −→ w2 (resp.w2 −→ w1 ), alorsW (resp.W?) est l’ordre total usuel
surS(W).

¤

Lemme 4.4. Soit T = (S,A) un tournoi (-1)-critique, avecS= {0, · · · ,2n} et I(T)(C ) =
Pm+1 où C = {0, · · · ,m} est la composante connexe, non réduiteà un singleton, deI(T).
Alors m≥ 3, et si0−→ 1, alorsV+

T (1) = {2, · · · ,2n} et V+
T (m−1) = {m}. De plus, en

désignant para le sommet non critique deT, les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Sia est impair, alors pour tout sommet impairi, on a:

• Si i ∈ {1, · · · ,m}, alorsV+
T (i) = {i +1, · · · ,2n}.

• Si i ∈ {1, · · · ,m−a}, alorsV+
T (m− i) = {m− i +1, · · · ,m}.

En particulier, ou bienS−C = /0, ou bienmest impair.

2. Sia etmsont pairs, alors pour tout sommet impairi, on a:

• Si i ∈ {1, · · · ,a−1}, alorsV+
T (i) = {i +1, · · · ,2n}.

• Si i ∈ {1, · · · ,m−a−1}, alorsV+
T (m− i) = {m− i +1, · · · ,m}.

En particulier,S−C 6= /0.

Preuve.
Notons d’abord que, d’après les lemmes 3.5 et 3.4,I(T)(C ) est un chemin eta ∈

{1, · · · ,m−1}. On a bienm≥ 3, autrement,m= 2 eta= 1 et dans ce cas, d’après le lemme
3.1, S−{0,1} et S−{1,2} sont des intervalles respectifs des tournoisT−0 et T−2, de
sorte que1∼ S−{0,1} et 1∼ S−{1,2}. Comme de plus,(S−{0,1})∩ (S−{1,2}) 6=
/0, alors1∼ S−{1}, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e deT. D’après le lemme 3.1,
1∼ S−{0,1} et m−1∼ S−{m−1,m} et, commeT est ind́ecomposable avec0−→ 1,
alorsV+

T (1) = {2, · · · ,2n}, en particulier,1−→ m− 1 et doncV+
T (m− 1) = {m}. Sup-

posons,̀a pŕesent, quea est impair et montrons, par récurrence finie, l’assertion1. D’après
ce qui pŕec̀ede, l’assertion est vérifiée pouri = 1. Si i est un sommet impair avec3≤ i ≤m
(resp.3≤ i ≤m−a), alors, par hypoth̀ese de ŕecurrence,V+

T (i−2) = {i−1, · · · ,2n} (resp.
V+

T (m− i +2) = {m− i +3, · · · ,m}). Dans ce cas,i−1 (resp.m− i +1) est un sommet cri-
tique deT avecVI(T)(i−1) = {i, i−2} (resp.VI(T)(m− i +1) = {m− i,m− i +2}) de sorte
que, d’apr̀es le lemme 3.1,{i, i−2} (resp.{m− i,m− i +2}) est un intervalle deT−{i−1}
(resp.T−{m− i +1}), sanŝetre un intervalle deT. Il s’ensuit, en utilisant l’hypoth̀ese de
récurrence, queV+

T (i) = {i +1, · · · ,2n} (resp.V+
T (m− i) = {m− i +1, · · · ,m}). En parti-

culier, sim est pair, alorsV+
T (m−1) = {m} = {m, · · · ,2n}, de sorte quem= 2n et donc

S−C = /0.
Supposons maintenant queaetmsont pairs et montrons, par récurrence finie, l’assertion

2. Celle-ci est v́erifiée pouri = 1. Si i est un sommet impair avec3≤ i ≤ a− 1 (resp.
3≤ i ≤ m−a−1), alors, par hypoth̀ese de ŕecurrence,V+

T (i−2) = {i−1, · · · ,2n} (resp.
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V+
T (m− i + 2) = {m− i + 3, · · · ,m}). Dans ce cas,i−1 (resp. m− i + 1) est un sommet

critique deT et, en utilisant le lemme 3.1,{i, i− 2} (resp. {m− i,m− i + 2}) est un in-
tervalle deT −{i− 1} (resp. T −{m− i + 1}), sansêtre un intervalle deT. Il s’ensuit,
en utilisant l’hypoth̀ese de ŕecurrence, queV+

T (i) = {i + 1, · · · ,2n} (resp. V+
T (m− i) =

{m− i +1, · · · ,m}). En particulier, siS−C = /0, c’està direm= 2n, alorsV+
T−a(a−1) =

{a+1, · · · ,2n} etV+
T−a(a+1) = {a+2, · · · ,2n}, de sorte que{a−1,a+1} est un intervalle

non trivial du tournoi ind́ecomposableT−a. Contradiction.
¤

Maintenant, nous présentons une preuve du théor̀eme1.3, qui repose sur une construc-
tion des tournois(−1)-critiquesà partir des diff́erents graphes d’indécomposabilit́es possi-
bles pour de tels tournois.

Théorème 1.3À un isomorphisme près, les tournois(−1)-critiques sont les tournois
E2k+1

2n+1, F2k+1
2n+1 , (F2k+1

2n+1 )?, G2k+1
2n+1, (G2k+1

2n+1)
? et H2k+1

2n+1, où n≥ 3 et 1≤ k≤ n−2. De plus, le
sommet2k+1 est l’unique sommet non critique de chacun de ces tournois.
Preuve.

SoitT = (S,A) un tournoi(−1)-critique. D’apr̀es la proposition 4.1 et le corollaire 4.2,
il suffit de montrer queT est dans la classeE2n+1∪F2n+1∪F ?

2n+1∪G2n+1∪G?
2n+1∪H2n+1,

pour un entiern≥ 3. On d́esigne para l’unique sommet non critique deT et parC la
composante connexe deI(T), non ŕeduite à un singleton. On poseI(T)(C ) = Pm+1 et
S= {0, · · · ,2n}, où n≥ 3 et m≤ 2n. D’après le lemme 3.4,a∈ {1, · · · ,m−1}. On pose
A+

I = {i ∈ C : i > a et i est impair}, A−I = {i ∈ C : i < a et i est impair}, A+
P = {i ∈ C : i > a

et i est pair}, A−P = {i ∈ C : i < a et i est pair}, A+ = A+
P ∪A+

I et A− = A−P ∪A−I . Quitteà
remplacerT parT?, on peut supposer que0−→ 1.

Supposons d’abord quea est impair. Soit(i, j)∈A−P×A+
P . D’une part, sii 6= a−1 alors,

d’apr̀es le lemme 3.1,{i, i+2} est un intervalle deT−{i+1}, de sorte que(i, j)≡ (i+2, j).
D’autre part, sij ≤ m−2, alors{ j, j + 2} est un intervalle deT −{ j + 1}, de sorte que
(i, j)≡ (i, j +2). Il s’ensuit que :

A−P ∼ A+
P . (4.3)

Le lemme 4.4 nous am̀eneà distinguer les deux cas suivants.

• S−C = /0. Dans ce casm= 2n, et le lemme 4.4 donne que :

pour tout sommet impairi deT, V+
T (i) = {i +1, · · · ,2n}. (4.4)

Nécessairementa+ 1−→ 0, sinon, d’apr̀es(4.3), A−P −→ A+
P et, en utilisant(4.3),

on obtient queA− −→ A+, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e deT−a. Il s’ensuit,
en utilisant (3), que :

A+
P −→ A−P . (4.5)

On distingue les cas suivants.

– 0−→ 2. Commea+1−→ 0−→ 2, eta est impair, alorsa≥ 3. Le lemme 4.3
donne queT(A−P ) est l’ordre total usuel surA−P . En utilisant de plus la relation
(4.4), on obtient:
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T(A−) = La. (4.6)

Notons quea ≤ 2n− 3, autrement,a = 2n− 1 et, en utilisant(4.4), (4.5)
et (4.6), T = V2n+1, en particulier,T est un tournoi critique, contradiction.
Comme de plusa≥ 3, alors3≤ a≤ 2n−3. On pose alorsa = 2k+ 1, avec
k∈ {1, · · · ,n− 2}.
Si a+1−→ a+3, le lemme 4.3 donne queT(A+

P ) est l’ordre total usuel surA+
P

et, en utilisant de plus(4.4), (4.5) et (4.6), on obtient queT = E2k+1
2n+1.

Si au contraire,a+ 3−→ a+ 1, alorsT(A+
P ) est, encore par le lemme 4.3, le

tournoi dual de l’ordre total usuel surA+
P et, en utilisant encore(4.4), (4.5)

et (4.6), on trouve queT ' (F2k′+1
2n+1 )?, où k′ = n− k− 1 ∈ {1, · · · ,n− 2} (un

isomorphismef de T sur (F2k′+1
2n+1 )? est d́efini par : pour touti ∈ {0, · · · ,2n},

f (i) = 2n− i).

– 2−→ 0. Dans ce cas, d’après le lemme 4.3,T(A−P ) est le tournoi dual de l’ordre
total usuel surA−P . Notons quea≤ 2n−3, autrement,a= 2n−1 et, en utilisant
de plus(4.4) et (4.5), on obtient queT = U2n+1, en particulier,T est un tournoi
critique, contradiction.

Nécessairementa+1−→ a+3, sinon, par le lemme 4.3,T(A+
P ) est le tournoi

dual de l’ordre total usuel surA+
P et, en utilisant, en outre,(4.4) et (4.5), on

obtient queT = U2n+1, en particulierT est critique, contradiction. Il s’ensuit,
encore par le lemme 4.3, queT(A+

P ) est l’ordre total usuel surA+
P . En par-

ticulier, a ≥ 3, autrement,a = 1 et en utilisant, de plus,(4.4) et (4.5), on
obtient queT ' V2n+1 (la 2n-châıne deT étant: 1 < 2 < · · · < 2n). Comme
de plusa ≤ 2n− 3, alors 3 ≤ a ≤ 2n− 3. On pose alorsa = 2k + 1, avec
k∈ {1, · · · ,n−2}. En utilisant(4.4), (4.5) et le fait queT(A+

P ) (resp.T(A−P ))
est l’ordre total usuel surT(A+

P ) (resp. le dual de l’ordre total usuel surT(A−P )),
on obtient queT = F2k+1

2n+1 .

• m est impair. Dans ce casS− C 6= /0, et le lemme 4.4 nous donne les deux faits
suivants.

pour tout sommet impairi ∈ {1, · · · ,m}, V+
T (i) = {i +1, · · · ,2n}. (4.7)

T(A+
P ) est l’ordre total usuel surA+

P , avecA−∪ (S−C )−→ A+
P . (4.8)

Soitµ∈ S−C et soiti ∈ A−P −{0}. Comme{i, i−2} est un intervalle deT−{i−1}
etµ 6= i−1, alors(i,µ)≡ (i−2,µ)≡ ·· · ≡ (0,µ). Il s’ensuit que :

pour toutµ∈ S−C , µ∼ A−P . (4.9)

Il existe alorsλ ∈ S− C tel queλ −→ 0. Autrement,0−→ S− C et, en utilisant
(4.9), on obtient queA−P −→ S−C . Il s’ensuit, en utilisant de plus(4.7) et (4.8),
queA− −→ S−A−, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e deT. Ainsi, de nouveau
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par(4.9), λ −→ A−P . Supposons par l’absurde que0−→ 2. En utilisant(4.7), (4.8)
et le lemme 4.3, on obtient queT(C ) = Lm+1 et on d́eduit, à l’aide de(4.7), (4.8),
(4.9) et le fait queλ −→ A−P , queT(C ∪{λ}) ' Vm+2. Comme le tournoiT n’est
pas critique,S−C 6= {λ}, et puisque| S−C | est impair, alors, par une suite finie
d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi indécomposableT(C ∪{λ}) de T,
on obtient deux sommets distinctsx et y de S− (C ∪ {λ}) tels queT −{x,y} est
indécomposable. Ceci contredit le fait que{x,y} n’est pas une arête deI(T). Ainsi,
forcément2 −→ 0 et, d’apr̀es le lemme 4.3,T(A−P ) est le tournoi dual de l’ordre
total usuel surA−P . De plus,a 6= 1, autrement,A− = {0} et 2 ∈ A+

P de sorte que,
d’apr̀es (4.8), 0 −→ 2, contradiction. On pose alorsn′ = m+1

2 et a = 2k+ 1, où
k∈ {1, · · · ,n′−2}. Le tournoiT(C ∪{λ}) est isomorphèaG2k+1

2n′+1 (un isomorphisme
deT(C ∪{λ}) surG2k+1

2n′+1 envoieλ sur2n′ et fixe chaque sommet deC ). En particulier,
par la proposition4.1, le tournoiT(C ∪ {λ}) est ind́ecomposable. Il s’ensuit que
S−C = {λ}. Autrement,| S−C | est impair avec| S−C |≥ 3 et, par une suite finie
d’applications le corollaire 2.3 au sous-tournoi indécomposableT(C ∪{λ}) deT, on
obtient deux sommets distinctsx ety deS−C tels queT−{x,y} est ind́ecomposable.
Ceci contredit le fait quex est un sommet isolé deI(T). On conclut quen′ = n et que
T = T(C ∪{λ})'G2k+1

2n+1.

Il reste à examinier le cas òu a est pair. Soit, dans ce cas,σ la permutation deS fixant
chaque sommet deS−C et telle que pour touti ∈ C , σ(i) = m− i. L’applicationσ est un
isomorphisme deT sur un tournoiT ′. Si m est impair, alors le sommet non critique deT ′

est le sommet impairσ(a) = m−a. On se ram̀ene ainsi au cas précedent et on d́eduit que
T ′, et par suiteT, est un tournoi de la classeE2n+1∪F2n+1∪ (F2n+1)?∪G2n+1∪ (G2n+1)?,
pour un entiern≥ 3. Supposons alors quem est pair. D’apr̀es le lemme 4.4, d’une part
m≥ 4, d’autre part, le tournoiT est d́etermińe parT(S− (A−I ∪A+

I )). PosonsR= T(CP),
où CP est l’ensemble des sommets pairs deC . On a bienR ou R? est l’ordre total usuel
sur CP. En effet, sii et j sont deux sommets deCP, avec0 < i < j, alors, en utilisant
le lemme 3.1,(i, j) ≡ (i − 2, j) ≡ ·· ·(0, j) ≡ (0, j − 2) ≡ ·· · ≡ (0,2). Il s’ensuit que si
0−→ 2 (resp. 2−→ 0), alorsR (resp. R?) est l’ordre total usuel surCP. Supposons par
l’absurde que2−→ 0. D’après ce qui pŕec̀ede,R est le tournoi dual de l’ordre total usuel
sur CP et, en utilisant de plus le lemme 4.4,T(C ) = Um+1. Comme de plus| S−C | est
pair avec|S−C |≥ 2, alors, une suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi-
indécomposableT(C ) de T, nous donne deux sommets distinctsx et y de S−C tels que
T −{x,y} est ind́ecomposable. Ceci contredit le fait quex est un sommet isolé deI(T).
Ainsi, 0−→ 2, de sorte queR est l’ordre total usuel surCP et, avec le lemme 4.4,T(C ) est
l’ordre total usuel surC .

Soit ν ∈ S−C et soitl ∈ CP−{0}. D’après le lemme 3.1,{l , l −2} est un intervalle de
T−{l −1} et, commeν 6= l −1, alors(l ,ν)≡ (l −2,ν)≡ ·· · ≡ (0,ν). Il s’ensuit que:

pour toutν ∈ S−C , ν∼ CP. (4.10)

On en d́eduit queV+
T (0)∩ (S−C ) 6= /0. Autrement,(S−C ) −→ 0 et, d’apr̀es(4.10),

S−C −→ CP, de sorte qu’en utilisant de plus le lemme 4.4, on obtient queS−C est un
intervalle non trivial du tournoi ind́ecomposableT. Contradiction. On a aussiV−

T (0)∩
(S−C ) 6= /0. Sinon, commeT(C ) est l’ordre total usuel surC , V−

T (0) = /0, ce qui contredit
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l’indécomposabilit́e deT. On poseΓ+ =V+
T (0)∩(S−C ) etΓ− =V−

T (0)∩(S−C ). D’après
(4.10), pour tout(u,v) ∈ Γ−×Γ+, u−→ CP−→ v. Il existe alors(α,β) ∈ Γ−×Γ+ tel que
β −→ α, autrement,Γ− ∪A− ∪{a} −→ Γ+ ∪A+, ce qui contredit l’ind́ecomposabilit́e de
T. Il s’ensuit queT(C ∪ {α,β}) ' H2k+1

2n′+1, où n′ = m+2
2 ≥ 3 et k = a

2 ∈ {1, · · · ,n′− 2}
(un isomorphismeφ de T(C ∪ {α,β}) sur H2k+1

2n′+1 est d́efini par φ(i) = i (resp. i + 1), si
i ∈ {0, · · · ,2k−1} (resp.i ∈ {2k, · · · ,m}), φ(α) = 2k etφ(β) = 2n′). Il s’ensuit queS−C =
{α,β}, et doncn′ = n etT = T(C ∪{α,β})'H2k+1

2n+1. Autrement,|S−C | étant pair, par une
suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi indécomposableT(C ∪{α,β}) de
T, on obtient deux sommets distinctsx ety deS−C tels queT−{x,y} est ind́ecomposable.
Ceci contredit le fait quex est un sommet isolé deI(T). ¤

Cette preuve du th́eor̀eme1.3, donne les tournois(−1)-critiques avec leurs graphes
d’indécomposabilit́e. Nous en d́egageons la remarque suivante.

Remarque 4.5. Le graphe d’ind́ecomposabilit́e d’un tournoi (-1)-critique admet au plus
deux sommets isolés. Plus pŕeciśement, pourn≥ 3 et pour1≤ k≤ n−2, on a :

• I(E2k+1
2n+1) = I(F2k+1

2n+1 ) = P2n+1.

• I(G2k+1
2n+1) est obtenùa partir deP2n+1 en supprimant l’ar̂ete{2n−1,2n}.

• I(H2k+1
2n+1) est obtenùa partir de P2n+1 en supprimant les trois arêtes{2n− 1,2n},

{2k−1,2k}, {2k,2k+ 1}, et en ajoutant la paire{2k−1,2k+ 1} comme nouvelle
arête.

Notons que, d’apr̀es le lemme 3.4, sia est le sommet non critique d’un tournoi(−1)-
critiqueT , alorsT−a est un tournoi(−2)-critique. Cela nous am̀eneà poser le problème
suivant.

Problème 4.6.Caract́eriser les tournois(−2)-critiques.
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