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Résune

Etant don® un tournoiT = (S A), une partieX de Sest un intervalle d& lorsque
pour tousa,b € X etx € S—X, (a,x) € A si et seulement gb,x) € A. Par exemple,

0, {x}(x € S) et Ssont des intervalles d&, appeés intervalles triviaux. Un tournoi,
dont tous les intervalles sont triviaux, est@@mdmposable ; sinon, il estdomposable.
Un sommetx d’'un tournoi indecomposablel est critique si le tournoil — x est
décomposable. En 1993, J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont daigeies tournois dont
tous les sommets sont critiques, a@seiournois critiques. Ces tournois ont un cardi-
nal impair> 5. Pour chaque entier impain > 5, il existe trois tournois critiques de
cardinalm. Dans cet article, nous caradtsons les tournois qui admettent un unique
sommet non critique, que nous appelons tournois (-1)-critiques. Ces tournois ont un
cardinal impair> 7. Pour chaque entier impain > 7, il existe3m— 15tournois(—1)-
critiques de cardinah.

Mots clés: Critique, Graphe d'indcomposabilié, Intervalle, Tournoi Indcomposable.

Abstract

The (-1)-critical tournaments. Given a tournament = (V,A), a subseX of V is

an interval ofT provided that for any,b € X andx eV — X, (a,x) € Aif and only if

(b,x) € A. For example®, {x}(x € V) andV are intervals of, called trivial intervals.

A tournament, all the intervals of which are trivial, is indecomposable; otherwise, it
is decomposable. A vertexof an indecomposable tournament is critical if- X is
decomposable. In 1993, J.H. Schmerl and W.T. Trotter characterized the tournaments,
all the vertices of which are critical, called critical tournaments. The cardinality of
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these tournaments is odd. Given an odd integer5, there exist three critical tourna-
ments of cardinalityn. and there are exactly three critical tournaments for each such
a cardinality. In this article, we characterize the tournaments which admit a single non
critical vertex, that we call (-1)-critical tournaments. The cardinality of these tourna-
ments is odd. Given an odd integae> 7, there exisBm— 15 (-1)-critical tournaments

of cardinalitym.

1 Introduction

Un graphe (orientt) G = (S(G),A(G)) ou (S, G), est constité d'un ensemble finE de
sommets et d'un ensembfede couples de sommets distincts, agpakcsde G. L' ordre
(ou le cardinal) du grapheG est le nombre de ses sommefs chaque partieX de S est
assoc le sous-graphe5(X) = (X,AN (X x X)) de G induit parX. PourX C S (resp.
x € 9), le grapheG(S— X), ou S— X = {se S: s¢ X}, (resp.G(S— {x}) est noe G— X
(resp.G —X). Etant dongs deux grapheG = (SA) etG' = (SA'), une bijectionf de S
sur S est unisomorphismele G surG’ si pour tousx, y € S, (x,y) € A si et seulement si
(f(x), f(y)) € A. Lorsgu’un tel isomorphisme existe, on dit q@eet G’ sontisomorphes
eton noteG ~ G'.

Un grapheG = (S A) est untournoilorsque pour toug #y € S on a: (x,y) € Asi et
seulement sfy,x) ¢ A. Etant don@ un tournoi T = (S A), pour tous sommets distincts
y de § la notationx — y signifie (X,y) € A, et on dit, dans ce cas, guelominey. Pour
toutes parties disjointdsetJ de S, on notel — J lorsque pour toufx,y) €1 x J,x — Y.
La notationl ~ J signifie quel — J ouJ — |. De méme, pour touk € Set pour tout
Y CS—{x},x—Y (resp.Y — X) signifiex — y (resp.y — X) pour touty € Y. La
notationx ~ Y signifie quex — Y ouY — x. Pour toutx € S, on posé/; (x) = {y € S:
y — X} etV; (x) = {y € S: x— y}. On introduit une relation &quivalence, née=, sur
les couples de sommets distinctsTdedéfinie comme suit(x,y) = (u,Vv) si (x,y) = (u,V)
ou {(xy), (u,v)} NA|# 1.

Un tournoiT est unordre total (ou unechéine ou uneliste), lorsque pour tous,y,z €
S(T), six— y ety — z alorsx — z Un ordre total d’ordrek est aussi appelk-
chane Pour deux sommets distinciset b d'un ordre totalT, a < b signifiea — b. La
notationT = ap < --- < ay signifie queT est I'ordre total @fini surS= {ap,---,a,} par
A(T) ={(a,a;) :i < j}. Lordre total usueD < --- < nest noé Ln;1.

A tout tournoiT = (S,A) est assoé son tournodual T* = (S A*), oll A* = {(x,y) :
(y.x) € A}

Etant don@ un tournoiT = (S A), une partie de Sest unintervalle[4, 5, 7] (ou un
clan[3]) de T lorsque poura,b € | etx € S—1, (a,x) = (b,x). Par exemple®, {x} ou
X € S et Ssont des intervalles d&, appeés les intervallegriviaux de T. Un tournoi
estindecomposablg5, 7] (ou primitif [3]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est
décomposabléans le cas contraire.

Un sommetx d'un tournoi indecomposabld est ditcritique si le tournoi T — x est
déecomposable. Soit un tournoi indccomposabl@a au moins sommets. Le tourndl est
dit critique si tous ses sommets sont critiques. @négalise cette éfinition en disant que
le tournoiT est(—k)-critique lorsqu’il admet exactemeiktsommets non critiques. Afin de
rappeler la caraétisation des tournois critiques, nous introduisons, pour tout entiet,



Les tournois (-1)-critiques 85

les tournoisTont 1, Uznt1 €tVony 1 définis sur{0,--- ,2n} comme suit.
1. A(Tons1) ={(,]): j—ie{1,---,n} mod 2n+1}.

2. Uy, est le tournoi obtena partir de I'ordre total oy, 1 en inversant les arcs reliant
deux sommets pairs, de sorte qu@Jon1) = {(i,j) :1 < j eti ou j est impair} U
{(i,]) ;1> ] eti et] sont pairs.

3. Von1({0,--,2n—=1}) =0 <--- <2n—1let\,  (2n)={2i:ic{0,---,n—1}}.
Remarquons qu-é3 = U3 = V3 = {{0? 17 2}3 {(07 1)7 (17 2)7 (27 O)}}

Proposition 1.1. (J. H. Schmerl et W. T. Trotter [7}§\ un isomorphisme s, les tournois
critiques sont les tournoi%n. 1, Uan 1 €tVony1, 0UN > 2.

Dans cet article, nous carécisons les tournois—1)-critiques, Epondant ainsi, dans
le cas des tournois, une question pée par Y. Boudabbous et P. llle [2]. Contrairement
aux tournoisTon 1, les tournoidlan. 1 et Voo 1 apparaissent dans la morphologie de ces
tournois que nous psentons partir de leur unique sommet non critique. A cet effet, nous
définissons pour tout entier> 3 et pour tout entiek € {1,--- ,n— 2}, les tournoisEa< 7,

F2L, G etH2X T définis sur{0, -, 2n} comme suit.

L EZiT(Voaan (2k+1)) = Loy, B3 1 (Vs (2k+1)) = 2k+2 < --- < 2n et pour tout
1 2n+1

E2n+
(x,y) € V§k+1 (2k+1) x VI;ZM(ZkJr 1), x — y si et seulement si ety sont pairs.
2n+1 2n+1
2. ankjll(v%nkﬁ(zwr 1)) = U1, ankjll(v%kﬁ(zwr 1)) = 2k+2 < --- < 2n et pour
tout (x,y) € VF+2M(2k+ 1) X VZa.1(2k+1), x — y si et seulement sk ety sont
2n+1 2n+1
pairs. " "
3. G%ﬁﬁ(VG_%hﬁ(Zk+ 1)) =Uas1, G%ﬁﬁ(\/ggm (2k+1)) ~Von k-1 aveck+2< - <

2n— 1 et pour tout(x,y) € VG+2k+1(2k+ 1) x Va1 (2k+ 1), x — y si et seulement si
2n+1 2n+1
X = 2n ety est pair. " "

4. HS,TI%(V,JZanH (2k+1)) = Va1, szr':ﬁ(v%nkﬁ(zm 1)) ~Von_ok_1 avec2k+2< - - <

2n—1 et pour tout(x,y) € VJzkH(ZkJr 1) x V7,
2n+1

Lo (2K 1), x — y si et seulement si
2n+1

Xx=2nety=2k.

Observons que dans les tourndis= E3¢ 1, F2!, G3¢t1 ou HZX/ 1 définis ci-dessus,
chacun des sous-tourndigVy (2k+1)) et T (V4 (2k+ 1)) est ou bien une cliae, ou bien
un tournoi critique non isomorph& un tournoi de la classglop;1}p>2. Les cardinaux
respectifs de ces sous-tournois sk 1 et2n— 2k — 1.

Pour tout entien > 3, on dsigne patzn;1 (resp. Fonv1, Foni1r Gonvt Gany1r Hongd),
la classe des — 2 tournois{EZ/1}1<ken—2 (resp. {FA M 1cken—2, {(FA) b cken-2 »
{Got i cken—2, {(GHLD)* acken-2, {HEI T h1<ken-2).

Remarquons alors le fait suivant.
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Remarque 1.2. Etant doni@ un entiem > 3, si T est un tournoi de la class&n. 1 (resp.
Hony1), alors T* est aussi un tournoi de la clas$®,, 1 (resp. #on1)).

Preuve. Il suffit de remarquer que polre {1,---,n—2}, la permutatioro de{0,--- ,2n}
définie par : pour toug € {0,---,2n}, o(q) =2n—q (resp. o(q) =2n—q—1siqe
{0,---,2n} — {2n,2k, 2k + 1}, o(2n) = 2(n—k—1), 0(2k) = 2n et 0(2k+ 1) = 2(n—

k—1) + 1), est un isomorphisme deEX1)* (resp. (HZ/1)%) sur E5N K (resp.
2(n—k-1)+1
Honi1 ). t

La carackrisation suivante des tourndis 1)-critiques, est le principalésultat de cet
article.

Théeoréeme 1.3.A un isomorphisme ps, les tournoig —1)-critiques sont les tournois

2k+1 pE2k+l (pE2ktl K+l 2kl 2kl o
Eonit Fonrtr (Fonei)* Gonir (Gopy1)* €tHs 7, oun>3etl<k<n-2 De plus,

le sommeRk + 1 est 'unique sommet non critique de chacun de ces tournois.

2 Tournois indecomposables

Définition 2.1. SoitT = (S A) un tournoi. A toute partieX de Stelle que| X |> 3 et le
sous-tournoil (X) est indecomposable, on associe les partiesSdeX suivantes.

o X]={xeS-X:x~X}.

e Pourtoutu € X, X(u) = {xe S—X: {u,x} estun intervalle d&d (X U{x})}.
o Ext(X)={xeS—X: T(XU{x}) estindecomposable

Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.2. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [@pientT = (S A) un tournoi etX une
partie deStels que| X |> 3 et T(X) est indecomposable. La famill@X(u): ue X} U
{Ext(X), [X]} forme une partition d&— X . De plus, les assertions suivantes sarifiees.

e Soientu € X, x € X(u) ety € S— (XUX(u)). SiT(XU{x,y}) est cecomposable,
alors {u,x} est un intervalle d& (X U {x,y}).

e Soientx € [X] ety € S— (XUIX]). SIT(XU{x,y}) est decomposable, alor¥ U {y}
est un intervalle d& (XU {x,y}).

e Soientx #y € Ext(X). SIT(XU{x,y}) est decomposable, alorgx,y} est un inter-
valle deT (XU {x,y}).

De ce lemme dcoule le esultat suivant.

Corollaire 2.3. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [3])

SoitT = (S A) un tournoi incecomposable. X est une partie dStelle que| X |> 3,
| S—X |> 2 etT(X) est inckecomposable, alors il existe deux sommets distixetsy de
S— X tels queT (XU {x,y}) est indecomposable.
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3 Graphe d’'indecomposabilie

Rappelons d’abord gu’'un grapBgmetriqugou non orien€) est un graph& tel que pour
tousx #y € §(G), on a : (x,y) € A(G) si et seulement sy, x) € A(G). On consiére
alors que, dans un tel grap& A(G) est un ensemble de paires de sommets distincts de
S(G), appetesarétesde G. Par exemple, leheminP, de longueun— 1 et lecycleC, de
longueum > 3 sont les graphes non ori@stcefinis sur{0, - -- ,n— 1} de la fagon suivante.
Pour tous, j € {0,--- ,n—1}, {i, j} estune &te deP, si|i— j |= 1. Le cycleC, est alors
obtenua partir deP, en ajoutant I'agte {O,n— 1}. Tout graphe isomorph&PR, (resp.Cp)
est apped chemin (resp. cycle). Une relatioreduivalence®_ est cfinie surS(G) comme
suit. Pour tous #y € §(G), X R y s'il existe une suiteg =X, - - - , X, = y de sommets d&
telle que pour toute {0,--- ,n—1}, {x,%+1} € A(G). les classes équivalence d& sont
appeéescomposantes connexésG. Pour tout sommete S(G), on posé/g(X) ={ye S
{X,y} € A(G)}. LorsqueVs(x) = 0, on dit quex est un sommesolé de G.
suivante. A chaque tournoil = (S A) est assoé son graphe d'inecomposabilé | (T)
défini surS comme suit. Pour tous#y € S {x,y} est une &te del(T) si T — {x,y}
est indkecomposable. Ce graphe est un outil important dans notre construction des tournois
(—1)-critiques.

Notons qu'un tournoil et son duall * ont les némes intervalles. Il s’ensuit que et
T* ont les némes sommets critiques ainsi que leme graphe d’inecomposabili.

Dans la suite de ce paragraphe, né@isdions le graphe d'irtomposabilé d'un
tournoi(—1)-critique.

Rappelons, d’adord, les deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. (Y. Boudabbous et P. llle [2]poientT = (S A) un tournoi inckecomposable et
x un sommet critique d&. Alors|VT)(X) |[<2eton a:

e SiVi1)(x) ={y},ouye€ S alorsT — {x,y} estunintervalle dd — x.

e SiVim(x) ={y,z}, oty # z€ S alors {y,z} est un intervalle dd — x.

Lemme 3.2. (Y. Boudabbous et P. llle [2]he graphe d'inécomposabilé d’'un tournoi
(—1)-critique admet une unique composante connexe de cardirzal

Le lemme suivant g@cise 'ordre d’un tournof—1)-critique
Lemme 3.3. L'ordre d’un tournoi(—1)-critique est impair et sugrieur ouégala 7.

Preuve.

Les tournoisa 4 sommets sond,un isomorphisme ps, au nombre de quatre et sont tous
décomposables. Il s'ensuit que les tournoisticmimposablea 5 sommets sont critiques.
Ainsi, il n’existe aucun tournof—1)-critique d’ordre 5.

Soit T un tournoi indcomposabl@ au moins 3 sommets. Pour tout sommdeT, il
existe deux sommets# zdeT — x tels queT ({X,Y,z}) ~ Us. En effet, autrement, il existe
un sommet de T tel queVy (a) — Vi (a). Si|Vy (a) =V, (a) |=LlalorsT ~ L,
ce qui contredit 'inécomposabilé deT. Sinon,V; (a) ou 'V (a) est un intervalle non
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trivial de T, une contradiction. Supposorespésent, que le tourndi est(—1)-critique
et désignons paa son unigue sommet non critique. D'&gsrce qui pecade, il existe deux
sommetd # cdeT —atel queT ({a,b,c}) ~ Us. Sile tournoiT est d’ordre pair, alors par
une suite finie d’applications du corollaire 2.3, on obtient un sommetS(T) — {a} tel
que le tournoil — w est inckecomposable. Contradiction.

]

Le résultat suivant compte le lemme 3.1 dans le cas des tourrjei)-critiques.

Lemme 3.4. Le sommet non critiqua d’'un tournoi (—1)-critique T = (S A) est tel que
Mm@ [=2

Preuve. CommeT —aest un tournoi indcomposable qui est, d'a&® le lemme 3.3, d’ordre
pair, il s’ensuit quer — a n’est ni critique ni(—1)-critique. 1l existe alors deux sommets
distinctsx, y € S— {a} tels que les tournoi¥ — {a,x} etT — {a,y} sont incecomposables.
Ainsi {x,y} C V|()(a), de sorte qué¢V,(t)(a) > 2. Supposons queV;r)(a) |> 3 et con-
siderons 3 sommets deuxdeux distinct, y etz deV,t)(a). On poseX = S— {a,x},

Y =S—{ay}etZ=S—{a z}. Lestournoisl, T(X), T(Y) etT(Z) sont incdecomposables
avec, d’'apes le lemme 3.3, X |=| Y |=| Z|> 5. Les tournoisT —x, T —y etT — z étant
décomposables, aloes¢ Ext(X) UEXt(Y) UEXxt(Z). Nous montrons d’abord qu'il existe
(u,v,w) € X xY x Z tel quea e X(u)NY(v)NZ(w). Supposons, par exemple, qu'il n’existe
pas unu € X tel quea € X(u), ce quiéquivauta dire, d’apés le lemme 2.2, que € [X].
Quittea remplaceil parT*, on peut supposer que— X et doncx — a. Remarquons
quea ¢ [Y], sinon, comme € XNY eta— X, alorsa— Y et en particuliem — x,
une contradiction. De Bmea ¢ [Z]. Comme de plusa ¢ Ext(Y) UEXxt(Z), alors, d’apes

le lemme 2.2, il existév,w) € Y x Z tel quea € Y (v) N Z(w).

On a forémentv # w. Sinon, commea — X etac Y (v) (resp.a< Z(v)), alorsv —
S—{v,a,x,y} (resp.v— S—{v,a,x,z}). ll sS’ensuit quev — S— {v,a,x} et en particulier
VvV # X, autrementx,a} — X, ce qui contredit I'inécomposabilé deT. Comme de plus
| X |> 5, alorsS— {v,a,x} est un intervalle non trivial du tournoi iBdomposabld (X).
Contradiction.

De plus,{v,w} N {x,y,z} # 0. Sinon, comme d’une pas— X, en particuliea —
{v,w}, et d’autre part € Y (v) (resp.a € Z(w)), il s’ensuit quev — w (resp.w — V).
Contradiction. Cela nous amea distinguer les cas suivants.

e X ¢ {v,w}. Dans ce cagv,w}N{y,z} # 0. Si, par exempley = z, alors{a,z} et
{a,w} sont des intervalles respectifs fie- y et deT — z, de sorte qudz w} est un
intervalle non trivial du tournoi inelcomposabl& — {a,y}. Contradiction.

e X € {v,w}. Supposons, par exemple, que- x. Dans ce cas € Y(x), et comme
X — a— X, alorsx — S— {x,y}. Il s’ensuit queS— {a,x,y} est un intervalle
non trivial du tournoi inécomposabld — {a,y}. Contradiction.

Il est,a pesentgtabli qu'il existe(u,v,w) € X xY x Z tel quea € X(u) NY(v) NZ(w).
D’une part, les sommets, v et w sont deuxa deux distincts; autrement, si par exemple
u =y, alors{a,u} est un intervalle de chacun des tourndis x et T —y ce qui implique
que{a,u} estunintervalle non trivial du tournoi iedomposabl&. Contradiction. D’autre
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part,{u,v,w} N {x,y,z} # 0; sinon, pour toutr € {u,v,w}, {u,v,w} — {a} estun intervalle

de T({u,v,w}). Une contradiction, car dans chacun des deux touradissommetslz

et Lg), il existe une paire de sommets qui n’est pas un intervalle. Supposons alors, par
exemple, quai =y. Les paires{u,a} et {v,a} sont alors des intervalles respectifs des
tournoisT —x et T —u. Ainsi {u,v} est un intervalle non trivial, d& — {a,x} si v #

x, deT —a si v=x.Une contradiction, puisque les tourndis— {a,x} et T —a sont
indecomposables. O

Le lemme ci-dessus, permet deépiser la composante connexe, néduitea un sin-
gleton, du graphe d’'irfetomposabilé d’un tournoi(—1)-critique.

Lemme 3.5. Si T est un tournoi (-1)-critique, alor$(T)(C) est un chemin, @ C est
'uniqgue composante connexe A& ) qui n'est pas éduitea un singleton.

Preuve. Rappelons que, d’aps le lemme 3.2,(T) admet une uniqgue composante connexe
C, non eduitea un singleton. De plus, d'ags les lemmes 3.1 et 3.4, pour tout sommet
xe C,ona:l<|Vir)(x) <2 Il sensuit quel (T)(C) est ou bien un chemin ou bien
un cycle. Supposons qu€T )(C) est le cycleC, défini surZ/nZ = {0,--- ,n—1} oun>3

et a) O est I'unique sommet non critique de Soiti € {1,--- ,n—1}. Commei est un
sommet critique d& avecV,r)(i) = {i — 1,i + 1}, alors{i — 1,i + 1} est un intervalle de

T —1i, sansetre un intervalle d&, de sorte quéi — 1,i) = (i,i + 1). Quittea remplaceil
parT*, on peut supposer q@e— 1. Il s’ensuit que pour toute {0,--- ,n—1},i —i+1,

en particuliem—1 — 0. Si j > 1 est un sommet impair d€, alorsj — 1 est un sommet
critique deT avecVy()(j —1) = {j —2,j}. Il s’ensuit que{j — 2, j} est un intervalle du
tournoiT — {j — 1}, et commej — 1 # 0, alors(0, j) = (0, j — 2). Ainsi, pour tout sommet
impair k de ¢, on a: (0,1) = (0,3) = --- = (0,k), et comme0 — 1, alorsO — k. Il
s’ensuit qued — {k € C : k est impai}. Commen— 1 — 0, alorsn est impair. Posons
n— 1= 2met distinguons les deux cas suivants.

e C#S Soitxe S— . Comme pour toute {1,---,2m}, {i —1,i+ 1} estun intervalle
deT —i, alors(x,0) = (x,2) = --- = (x,2m) et (x,0) = (x,2m—1) = --- = (x,1). Il
s’ensuit quex ~ C et donc( est un intervalle non trivial du tournoi iBdomposable
T. Contradiction.

e C =S D'une part0 — 1doncl — {i € S—{0} : i est pai}; d’autre part2m—
1— 2mdonc{i € S:i estimpai} — 2m. le tournoiT — 0 étant in&composable,
il existe deux sommetsetl deT — 0 tels quek — 1 et2m — |. D’aprés ce qui
preczde,k est impair el est pair. Commdé& — 1 etk est impair (resp2m — | et
| est pair), alorgi € S— {1} :i estimpai} — 1 (resp.2m — {i € S—{0,2m} : i
est pait). Ainsi, {i € S— {1} :i estimpait — {1,2m} — {i € S—{0,2m} : i est
pair}. En particulier{1,2m} est un intervalle non trivial du tournoi iedomposable
T —0. Contradiction.
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4 Preuve du theoreme 1.3

Nous montrons d’abord que les tournois introduits dansdeffme3.1 sont(—1)-critiques
et deuxa deux non isomorphes.

Proposition 4.1. Soientn etk deux entiers tels que> 3etk € {1,--- ,n—2}. Les tournois

Exktl, AL Gakt1 et 2] sont des tournoig—1)-critiques dont 'unique sommet non

critique est2k + 1.
Preuve.
Veérifions d’abord que pou = EZ1, F2< L Gt ouHZ¢ T, on a:
Vi e SW) —{2k+1}, W—{i} est decomposable (4.1)

En effet, pouti = 0 (resp.i = 2n), {2,---,2n} (resp.{0,---,2n—2}) est un intervalle
non trivial dewW —i. Pouri € {1,--- ,2k—2} U{2k} U{2k+2,---,2n—2}, {i—1,i+ 1} est
un intervalle non trivial d&V —i. Pouri = 2k— 1, {i — 1,i + 1} est un intervalle non trivial
de chacun des tourno< 1 —i, F2< 1 —i et Gl —i, et {i — 1,i + 2} est un intervalle
non trivial deHZ¢/ T —i. Pouri =2n—1, {i —1,i+1} (resp. {0, --,2n— 3} U{2n}) est
un intervalle non trivial de chacun des tourn&$ 1 —i et F2< ! —i (resp. G3¢1 —i et
H2k+1 - |)

2n+1 '

Fixons maintenant un entikr> 1, et montrons la proposition pa&gurrence sur I'entier
n > k+2. Commengons par examiner le casro= k+ 2. Nos tournois sont maintenant
définis sur{0,---,2k+ 4}, on poseX = {0,---,2k+ 4} — {2k + 1,2k + 2}. Les tournois
EaXT2(X) , FAIH(X), GATE(X) et HET2(X) sont incecomposables. En effet, d’une part
EaK2(X) = HETE(X) = Varss (les (2k+ 2)-chdnes respectives des tourn@gs/ 2 (X) et
HZ2(X) sont0 < --- < 2k < 2k+3et0 < --- < 2k— 1 < 2k+ 3 < 2k+4); d'autre part,
F22H(X) = GaeTa(X) =~ Uzys (un isomorphisme sutl. s fixe chacun des sommets de
{0, , 2k}, envoie2k+ 3 sur2k+ 1 et 2k+4 sur2k+2). Soit T = E3¢/a, FAL, G313
ouHZ"2. Dans le tournoll, 2k + 1 € X(2k+ 3) et, commel — 2k +2 — 2k + 3, alors
2k+2 ¢ [X]. Montrons que&k+ 2 € Ext(X), ce qui signifie que :

T —{2k+1} est inckecomposable 4.2)

Supposons par I'absurde qu'il existe X tel que2k+2 € X(u). PourT = Egg-;g ou Fzzk"jé,

2k+2 — {0,2k+4} et, comme il n’existe aucun sommet X vérifiantx — {0, 2k+4},
alorsu € {0,2k+ 4}, ce qui contredit les faits gu@— 1 — 2k+2 et 2k+2 — 2k +
3 — 2k+4. PourT = G31E (resp. H3), {0, , 2k} — 2k+2etT({0,---,2k}) =
U1 (resp.Vaki1), en particulierT ({0,--- ,2k}) est indkecomposable. Il s’ensuit que¢
{0,---, 2k}, autrement{O,---,2k} — {u} — u, ce qui contredit 'inécomposabilé de
T({0,---,2k}). Ainsi, u € {2k+ 3,2k + 4}, contredisant le fait quk+2 — 2k+3 —
2k+4 — 2k + 2.

Comme2k+1 € X(2k+3) et2k+ 2 € Ext(X) et2k+1 — 2k+2 — 2k+ 3, alors,
d’aprés le lemme 2.2, le tourndi est indecomposable et, d'ags(4.1) et (4.2), 2k+ 1 est
'unique sommet non critique dE.

A présent, soit un entiem > k+ 2. On poseX, = {0,---,2n} — {2k + 2,2k + 3} et
X, =Xn—{2k+1}. SoitD=E, F, GouH. Lapplication f de X, sur{0,---,2n—2}
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définie parf (i) =i (resp.f(i) =1—2) sii € {0,--- ,2k+ 1} (resp.i € {2k+4,--- ,2n}), est
un isomorphisme dB251(X,) surD3¢ 1, qui fixe le sommegk + 1. Il s’ensuit, en appli-
guant I'hypotlese de &currence, qu@%ﬁfﬁ(xn) est un tourno{—1)-critique dont I'unique
sommet non critique etk + 1. Le tournoiD%ﬁﬂ(X{l) est ainsi inécomposable. On a
bien 2k + 2 € Xn(2k+ 4) et 2k+ 3 € Xn(2k+ 1), en particulier,2k+ 2 € X/ (2k+ 4) et
DI (X, U {2k + 3}) ~ D3¢T1(X) ~ D31, Le tournoiD3¢ 11 (X, U {2k + 3}) étant alors
indecomposablezk + 3 € Ext(X/). Comme de plus2k+2 — 2k+ 3 — 2k + 4, alors,
d'apres le lemme 2.2, les tournds< ] et D351 — {2k + 1} sont incecomposables. Avec
(4.1), 2k + 1 est 'uniqgue sommet non critique @&y 7.
U

Corollaire 4.2. Pour toutn > 3, les6(n— 2) tournois de la class&on1 = Eonr1U Fonp1U
Fonr1Y GoniaU G g U Hon. 1 SONt dewa deux non isomorphes.

Preuve.

SoientT et T’ deux tournois isomorphes de la clasgg,.1. D’aprés la proposition
4.1, T etT’ sont (-1)-critiques. Bsignons alors pax et &' leurs sommets non critiques
respectifs. Par construction des @ifntes classes, le tournbiest dans la class€n. 1
(resp. Font1, Foni1r Goni1s Gonyq Hony1) Si €t seulement ST (V' (a)) et T(V; (a)) sont
des chénes (resp.T (V4 (a)) est une chime etT (V; (a)) n'est pas une cliae, T (V{ (a))
n'est pas une cliae etT (V; (a)) est une chime, il existe un unique sommet §¢ (a) qui
domine au moins deux sommets\dg(a), il existe un unique sommet dg (a) qui soit
domiré par au moins deux sommetdg (a), | A(T) N (V5 () x Vy (a)) |= 1). Il s’ensuit
que siT est un tournoi de la classgn, 1 (resp. Font1, Foni1r Gontl Gony1r Honyr), il €N
est de néme pour le tournol’. SiT et T’ sont dans la @me class&n 1 (resp. Foni1,
Gant1, Hony1), @lors il existe deux entietg K' € {0, - ,n— 2} tels queT = EZ'T (resp.
F2L GEL H ) et T/ = EZAE (resp. F24Y, G2X L, H2X 41, Daprés la proposition
4.1,a=2k+1letd =2k +1. Ainsi, | Vy (a) |=2k+1et| V(&) |= 2k + 1. Or, comme
un isomorphisme d& sur T’ envoiea surd, on a| Vy (a) |=| V(&) |. Il s’ensuit que
k=K etdoncT =T'. SienfinT etT’ sont dans la @me class¢,;,, ; (resp.G3,, 1), alors
T* etT™ sont dans la @me classézn 1 (resp. Gony1) de sorte que, d’aps ce qui pecede,
T*=T"etdoncT =T'.

([l

Il est commode d’introduire les deux lemmes suivants, avant d’entamer la preuve du
theoeme.

Lemme 4.3.SoitT = (S,A) un tournoi (-1)-critique, avet(T)(C) =Pnr100 C={0,--- ,m}
est la composante connexe, n@uuitea un singleton, dé(T). On cesigne para le som-
met non critique d& et on pose\” = {i € C:i > aeti estimpait, A" ={ieC:i<a
eti estimpai}, Ab = {i € C:i > aeti est paif etA; = {i € C:i < aeti est pai}. Si
W=T(A), T(As), T(A") ouT(A), alorswW ouW* est I'ordre total usuel sur 'ensemble
S(W) des sommets d&'.

Preuve.
Il suffit de consiérer le cas 0 | SW) |> 3. On pose alorSW) = {wy,---,wq},
oug>3etw; <--- <Wg Soitke {2,---,9}. Onawe_1+1e C—{0,m} et donc



92 Houmem Belkhechine, Imed Boudabbous et Jamel Dammak

| Vimy(Wk—1+ 1) |[= 2. En utilisant le lemme 3.1{wx_1,wk} est un intervalle d& —
{Wi—1+1} et, commewi_1+1¢ SW), alors{wi_1, W} estun intervalle d&. Il sS’ensuit
que pourtous < j € {1,---,q}, (Wi, wj) =--- = (W, Wj) = (W, Wj_1) = --- = (W, Wp). |l
en cecoule que sivy — w»p (resp.w, — wj ), alorsW (resp.W*) est I'ordre total usuel
surS(W).

O

Lemme 4.4. SoitT = (S A) un tournoi (-1)-critique, aveS= {0,---,2n} et (T)(C) =
Pmi1 00 C ={0,---,m} est la composante connexe, n@duitea un singleton, dé(T).
Alorsm > 3, et si0 — 1, alorsV; (1) = {2,---,2n} etV7 (m—1) = {m}. De plus, en
désignant pam le sommet non critique dE, les assertions suivantes sogtifiees.

1. Siaest impair, alors pour tout sommet impajron a:

o Siie {1,---,m},alorsVi (i) = {i +1,---,2n}.
e Siie{1,---,m—a}, alorsV{ (m—i)={m—i+1,--- ,;m}.

En particulier, ou bierS— ¢ = 0, ou bienm est impair.
2. Siaetmsont pairs, alors pour tout sommet impajion a:

e Siie{1,---,a—1},alorsV{ (i) = {i+1,---,2n}.
e Siie{l,---,m—a—1},alorsV{ (m—i)={m—i+1,---,m}.

En particulier,S— C # 0.

Preuve.

Notons d’abord que, d'aps les lemmes 3.5 et 3.4(T)(C) est un chemin e& €
{1,---,m—1}. On a bierm> 3, autrementin= 2 eta= 1 et dans ce cas, d'as le lemme
3.1,S—{0,1} et S—{1,2} sont des intervalles respectifs des tourrfbis 0 et T — 2, de
sorte quel ~ S—{0,1} et1 ~ S—{1,2}. Comme de plus(S—{0,1}) N (S—{1,2}) #
0, alors1 ~ S— {1}, ce qui contredit 'inécomposabilé deT. D’aprés le lemme 3.1,
1~S-{0,1} etm—1~ S—{m—1,m} et, commeT est indecomposable avee — 1,
alorsV; (1) = {2,---,2n}, en particulier,1 — m— 1 et doncVy (m—1) = {m}. Sup-
posonsa present, que est impair et montrons, paecurrence finie, I'assertich D’apres
ce qui pecede, I'assertion estérifiee pouli = 1. Sii est un sommet impair aveée<i <m
(resp.3 <i <m-a), alors, par hypothse deécurrence\/#(i —2)={i—1,---,2n} (resp.
Vi (m—i+2)={m—i+3,---,m}). Dans ce cas,— 1 (resp.m—i + 1) est un sommet cri-
tique deT avecV,(r)(i —1) = {i,i — 2} (resp.Vy(r)(m—i+1) = {m—i,m—i+2}) de sorte
que, d’apes le lemme 3.%i,i — 2} (resp.{m—i,m—i+2}) estunintervalle d& — {i — 1}
(resp.T — {m—i—+1}), san<tre un intervalle d&. Il s’ensuit, en utilisant I'nypotése de
récurrence, que; (i) = {i+1,---,2n} (resp.Vi (m—i) = {m—i+1,---,m}). En parti-
culier, sim est pair, alor/; (m—1) = {m} = {m,---,2n}, de sorte quen = 2n et donc
S—-C=0.

Supposons maintenant gaetmsont pairs et montrons, pa&aurrence finie, I'assertion
2. Celle-ci est erifiee pouri = 1. Sii est un sommet impair ave2<i < a—1 (resp.
3<i<m-a-1), alors, par hypotbse de &currenceV; (i—2) = {i—1,---,2n} (resp.
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Vi (m—i+2)={m—i+3,---,m}). Dans ce cad,— 1 (resp.m—i+ 1) est un sommet
critique deT et, en utilisant le lemme 3.%j,i — 2} (resp. {m—i,m—i+2}) est un in-
tervalle deT — {i — 1} (resp. T — {m—i+1}), sansétre un intervalle d&. Il s’ensuit,
en utilisant I'hypotiése de &currence, qu¥; (i) = {i+1,---,2n} (resp. V' (m—i) =
{m—i+1,---,m}). En particulier, sS— C = 0, c'esta direm= 2n, alorsV; ,(a—1) =
{a+1,---,2n}etV{ ,(a+1)={a+2,---,2n}, de sorte qug¢a— 1,a+ 1} est unintervalle
non trivial du tournoi inécomposabl@ — a. Contradiction.

(]

Maintenant, nous @sentons une preuve dwethemel.3, qui repose sur une construc-
tion des tournoig—1)-critiquesa partir des difrents graphes d’iitomposabilés possi-
bles pour de tels tournois.

Théoreme 1.3A un isomorphisme ps, les tournoig—1)-critiques sont les tournois
Extl B2 (A D*, GaHE, (GEED)* etH2, oun>3et1 <k <n-—2. De plus, le
sommeRk + 1 est 'unique sommet non critique de chacun de ces tournois.

Preuve.

SoitT = (S A) un tournoi(—1)-critique. D’apes la proposition 4.1 et le corollaire 4.2,
il suffit de montrer qud est dans la classBn1U Fony1U Fony 1 U Gonp1U G314 U Hon g1,
pour un entiem > 3. On designe pal I'unigue sommet non critiqgue d€ et par(C la
composante connexe d€T), non Eduitea un singleton. On posET)(C) = Pny1 et
S={0,---,2n},0un>3etm< 2n. D’apres le lemme 3.4a € {1,--- ,m—1}. On pose
At ={ieC:i>aetiestimpai}, A" ={ic C:i<aetiestimpait, Ab={icC:i>a
eti est pai, Ap = {i € C:i < aeti estpai}, At = AL UA" etA~ = A UA;". Quittea
remplacefT parT*, on peut supposer quie— 1.

Supposons d’'abord queest impair. Soiti, j) € As x Aj. D’une part, si £ a— lalors,
d’apres le lemme 3.4i,i+ 2} estun intervalle d& —{i+ 1}, de sorte qué, j) = (i+2, j).
D’autre part, sij < m—2, alors{j, j+ 2} est un intervalle dd — {j + 1}, de sorte que
(i,j)=(i,]+2). ll S’ensuit que :

As ~AS. 4.3)

Le lemme 4.4 nous aemea distinguer les deux cas suivants.

e S— C=0. Dans ce cam= 2n, et le lemme 4.4 donne que :

pour tout sommet impairde T, V; (i) = {i+1,---,2n}. (4.4)

Nécessairemerg+1 — 0, sinon, d’apes(4.3), A, — A; et, en utilisant(4.3),
on obtient quéA~ — AT, ce qui contredit I'inécomposabilé deT — a. Il s’ensuit,
en utilisant (3), que :

AL — As. (4.5)
On distingue les cas suivants.

— 0— 2 Commea+1— 0— 2, etaestimpair, alora > 3. Le lemme 4.3
donne queT (A ) est l'ordre total usuel suk;. En utilisant de plus la relation
(4.4), on obtient:
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T(A7) = La (4.6)

Notons quea < 2n— 3, autrementa = 2n— 1 et, en utilisant(4.4), (4.5)

et (4.6), T = Vony1, €n particulier,T est un tournoi critique, contradiction.
Comme de pluga > 3, alors3 < a<2n—3. On pose alora.= 2k+ 1, avec
ke{l,---,n— 2}.

Sia+1— a+3, lelemme 4.3 donne quE(A}) est I'ordre total usuel suk}

et, en utilisant de plug.4), (4.5) et(4.6), on obtient qua = E3¢/1.

Si au contrairea+3 — a+ 1, alorsT(A}) est, encore par le lemme 4.3, le
tournoi dual de l'ordre total usuel ség et, en utilisant encoré4.4), (4.5)

et (4.6), on trouve queT ~ (FZX*1)* ok =n—k—1¢€ {1,---,n—2} (un

2n+1
isomorphismef de T sur (FZ11)* est cfini par : pour toui € {0,---,2n},
£(i) = 2n—i).

— 2— 0. Dans ce cas, d’'aps le lemme 4.3[ (A ) est le tournoi dual de I'ordre
total usuel suA;. Notons que < 2n— 3, autrementa = 2n— 1 et, en utilisant
de plus(4.4) et (4.5), on obtient qud = Uzn41, €n particulier;T est un tournoi
critique, contradiction.

Nécessairemer+ 1 — a+ 3, sinon, par le lemme 4.3,(A}) est le tournoi
dual de I'ordre total usuel suk,t et, en utilisant, en outrg4.4) et (4.5), on
obtient queT = U1, en particulierT est critique, contradiction. Il s’ensuit,
encore par le lemme 4.3, q0gAy) est I'ordre total usuel sufb. En par-
ticulier, a > 3, autrementa = 1 et en utilisant, de plus(4.4) et (4.5), on
obtient queT ~ Vyn,1 (Ia 2n-chdne deT étant: 1 < 2 < --- < 2n). Comme
de plusa < 2n—3, alors3<a<2n—-3. On pose alora = 2k+ 1, avec
ke {1,---,n—2}. En utilisant(4.4), (4.5) et le fait queT (A}) (resp.T(Ap))
est 'ordre total usuel suF (A} ) (resp. le dual de I'ordre total usuel STAR )),

on obtient quér = F2<L.

e m est impair. Dans ce c&8— C # 0, et le lemme 4.4 nous donne les deux faits

suivants.

pour tout sommet impaire {1,--- ,m}, Vi (i) = {i+1,---,2n}. 4.7)

T(A}) est I'ordre total usuel sukb, avecA™ U (S—C) — Ab. (4.8)

Soitpe S— C et soiti € A; — {0}. Comme{i,i — 2} estun intervalle d& — {i — 1}
etp#£i—1,alors(i,pn) = (i—2,p) = --- = (O, ). Il S’ensuit que :

pourtoutpe S—C, p~ Ap. (4.9)

Il existe alorsh € S— C tel queA — 0. Autrement,0 — S— C et, en utilisant
(4.9), on obtient queA;, — S— C. Il s’ensuit, en utilisant de plu§d.7) et (4.8),
gqueA~ — S— A, ce qui contredit I'inécomposabilé deT. Ainsi, de nouveau
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par(4.9), A — Ap. Supposons par I'absurde g0e— 2. En utilisant(4.7), (4.8)

et le lemme 4.3, on obtient quE(C) = Lm+1 et on céduit, a l'aide de(4.7), (4.8),
(4.9) et le fait queh — Ag, queT(CU{A}) >~ Vini2. Comme le tournoll n'est
pas critique,S— C # {A}, et puisqud S— C | est impair, alors, par une suite finie
d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoiéadmposabld (CU{A}) deT,
on obtient deux sommets distinctsety de S— (CU {A}) tels queT — {x,y} est
indécomposable. Ceci contredit le fait gpey} n’est pas une @&te del (T). Ainsi,
forcement2 — 0 et, d'apes le lemme 4.3T (A;) est le tournoi dual de I'ordre
total usuel suA;. De plus,a# 1, autrementA~ = {0} et2 € A,‘§ de sorte que,
d'apres (4.8), 0 — 2, contradiction. On pose alorg = "‘T“ eta=2k+1, ou
ke {1,---,n" —2}. Le tournoiT (CU{A}) est isomorph@ G2}, (un isomorphisme
deT(CU{A}) surG%ﬁtrll envoieA sur2n et fixe chaque sommet @®. En particulier,
par la propositiod.1, le tournoiT(CU{A}) est indecomposable. Il s’ensuit que
S— C = {A}. Autrement,| S— C | estimpair ave¢ S— C |> 3 et, par une suite finie
d’applications le corollaire 2.3 au sous-tournoi&dmposabld (CU{A}) deT, on
obtient deux sommets distinctety deS— ( tels queT — {x,y} estindecomposable.
Ceci contredit le fait que est un sommet iséldel (T). On conclut qua’ = n et que

T=T(CU{N) ~GETL.

Il restea examinier le castloa est pair. Soit, dans ce cas,la permutation des fixant
chaque sommet d8— ( et telle que pour toute C, o(i) = m—i. L'applicationo est un
isomorphisme d& sur un tournoil’. Si m est impair, alors le sommet non critiqueTe
est le sommet impaiv(a) = m—a. On se rargne ainsi au cas @cedent et on&Huit que
T’, et par suiteT, est un tournoi de la clasn1U Foni1U (Foni1)* U Goni1 U (Goni1)™,
pour un entiem > 3. Supposons alors qua est pair. D’apes le lemme 4.4, d’'une part
m> 4, d’'autre part, le tournol est cetermiré parT (S— (A UA")). PosonR= T (),
ou (p est 'ensemble des sommets pairs@eOn a bienR ou R* est I'ordre total usuel
sur Cp. En effet, sii et j sont deux sommets dé&, avecO < i < j, alors, en utilisant
le lemme 3.1,(i,j) =(i—2,j) =---(0,j]) =(0,j —2) = --- = (0,2). |l S’ensuit que si
0— 2 (resp.2 — 0), alorsR (resp. R*) est 'ordre total usuel sUp. Supposons par
'absurde que2 — 0. D’apres ce qui pecade,R est le tournoi dual de I'ordre total usuel
sur (p et, en utilisant de plus le lemme 48(C) = Un:1. Comme de plu$ S— C | est
pair aved S— C |> 2, alors, une suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi-
indécomposabld (C) de T, nous donne deux sommets distinetsty de S— ( tels que
T — {x,y} est indecomposable. Ceci contredit le fait qguest un sommet iséldel (T).
Ainsi, 0 — 2, de sorte qu® est I'ordre total usuel sufp et, avec le lemme 4.4,(C) est
I'ordre total usuel suc.

Soitv € S— C et soitl € (p — {0}. D’apres le lemme 3.1{I,| — 2} est un intervalle de
T—{l—1} et, commey # 1| — 1, alors(l,v) = (I = 2,v) = --- = (O,v). Il S’ensuit que:

pour toutv € S— C, v ~ (p. (4.10)

On en duit queV; (0) N (S— C) # 0. Autrement,(S— C) — 0 et, d’apes(4.10),
S— C — (p, de sorte qu’en utilisant de plus le lemme 4.4, on obtient$ue” est un
intervalle non trivial du tournoi inecomposabld . Contradiction. On a aus$t (0) N
(S—C) # 0. Sinon, commd () est I'ordre total usuel suf, Vi (0) = 0, ce qui contredit



96 Houmem Belkhechine, Imed Boudabbous et Jamel Dammak

I'ind @composabilé deT. On posd™ ™ =V, (0)N(S—C) etl ~ =V (0)N(S—C). D’apres
(4.10), pour tout(u,v) e '~ x ', u— (Cp — V. ll existe alors(a,3) e [~ x " tel que
B — a, autrement] - UA~ U{a} — ' UAT, ce qui contredit 'inécomposabilé de
T. Il s'ensuit queT(CU{a,B}) ~ HIHY, oun' = ™2 >3 etk=3 € {1,---,n -2}
(un isomorphismep de T(C U {a,p}) surHak", est cbfini parg(i) =i (resp. i + 1), si
i€{0,---,2k—1} (resp.i € {2k,--- ,m}), (a) =2k et@(B) = 2n'). Il S’ensuit queS— C =
{a,B}, etdona? =netT =T(Cu{a,p}) ~H3 1. Autrement| S— C | &tant pair, par une
suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoéoamposablé (CU{a,B}) de
T, on obtient deux sommets distinatsty deS— ( tels queT — {x,y} est indecomposable.
Ceci contredit le fait qu& est un sommet iséldel (T). O

Cette preuve du #oemel.3, donne les tournoi$—1)-critiques avec leurs graphes
d’'indécomposabilé. Nous en @gageons la remarque suivante.

Remarque 4.5. Le graphe d’'inécomposabil# d’'un tournoi (-1)-critique admet au plus
deux sommets iges$. Plus pecigment, poun > 3etpourl<k<n—2,ona:
o 1ERD = FRSD) = Pona.

o | (Ggﬁﬂ) est obtenw partir deP,,1 en supprimant I'aéte{2n— 1,2n}.

o I(HZ<1) est obtenua partir de Py, 1 en supprimant les trois &tes{2n— 1,2n},
{2k — 1,2k}, {2k,2k+ 1}, et en ajoutant la pairg2k — 1,2k + 1} comme nouvelle
aréte.

Notons que, d’ags le lemme 3.4, si est le sommet non critique d’un tourn@t1)-
critiqueT , alorsT — a est un tourno{—2)-critique. Cela nous aemea poser le prol@me
suivant.

Probleme 4.6.Caracériser les tournoi§—2)-critiques.
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