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�������� �� ��������� ���� ���� ��������� �� ��� ��������	 ���� �� ������ ���������	
������� ���������	 ��� �����  �����	 ������� �������� �� ���� ������! �"�������
# �������� ������ �� ��� ������ ��! �� ���������� �� ������ ����������� �����
���� ���$��� �! �"������� �����% �������� ������ ����������� ��� �"�����	 � ���&
���!%�  ���! �� � ������ ���� � ������ �������� ��! ����! ���� �� �� ��������
� ������� ����' �� ��������%�  ���! �� � �����  ���� ��! �������� ���� �� ��
�������� �� ��! �� ���� ��� ������ (� ���� �����	 ��� ������%� ������! �� �������&
��� ����������� ��������� �� ����������� �� ��� ������ (�����!	 �����% ��������
��������� �������� ��� ��� ������ �� ��! ����� �������	 ��������� ��� ��������

# )(
 *)������ (���������� 
��������+ ������ ������ � ���� �� �������� �
���� ���� ���� � �������� ������� ��������� ����������� ����� ��� ���� �����
,�� �������� ���������� �� - ���! ������!- ���� ���� �� 
����� �� �� ./01 ���
���������� .01� ,�� $��� ������ ������ �� )(
 ��� ��$��� �! 2��� �� �� .31� (�
����� �������4�����	 � �������� �� �������� �� � n&��� ������ x = x1x2 · · ·xn	 ���
� ���� �� ���������� �� ���������� ��� ��� ���� x� ���� ���� �������4�����	 ���!
������� ���� ���� �������� �� ������ !����� ��������� �� ������� ������� ����&
���� �� �����!�� �� ���	 �� �������! )(
 ������� ���� ��� ����������5 �����������
	
� ����� ���� ��� �����4� ��! ������� �������� ��� ����
��������� 	
� �����
�����!� ������� �������� �� ����� �� ������ ������������� ��� �����������
������"������



& ������� '��� ��� ���

,�� ��6�� ���! �� )(
 ���� ������� �� ��� ����������� )(
� (��������� ����&
��� ��� �������� �� � �����! ./71 ��� � �������� ������� # ��� ��������� �� )(

������ �� �� ������4� ��� ������������� ������"��!	 ����� �������� ��� ���&
��� �� ���� ����������� ������� ��� ���� ��� ��� ������*�+ ���  ���!� # �������
�������� �� )(
 �� ��� ��� ������ �� ������ ��� ������ ��������� ,��������	 ���
����� ����� �� ������������� ������"��! �� O(n) ����� ��� ����� ����� ��
O(log n)	 ����� �! ��� ����� ��� ���� ��� �� ������� �� ����"� ��� � ������ ������
)(
 ���� ����������� ��������� ������!	 �� �� ������ �� .31 ���� ��� �������&
������ ������"��! �� �� ����� O(n) ��� ��������� ���$����� ���� O(n) �� ���
����� ������ ,�� ���������� ��� ���� �� ������ ��� ������������� ����� 8��
�� �� ��������� ��� �������� �� ��9����� �������	 ���� ��� ���������� ���� ���
������� �� ��� ����������� ���� ���� ������ ������� �������� ��! ����� ���
�������% ����������� ���������!	 )(
 ������� ���� �������� �������� ������ ���
���� �� �9�� ����������� ��������� �������! ���� ����� ������������� ����� ,��
���� ����� ������ �� .:1 ��� �� ������ ��� ���	 ���� ������������� ������"��!
O(nlog log ω/ω log ω)	 ����� ω �� ��� ������ �� �������� ������� ,�� ����� ��&
������ ����� ���� ������ ������ ����� ��� ������� ���� ��� ������%� �����������
���������! �� �������� ������� ��������� ���� �������� �9�� ������������� ��&
�����! ���� ���������! ��� ������������� ������"��!� ,�� ���� ������ �� ���� ��
��� �� ;����� ./31	 ����� ��� ���� ��� ��� ������ ������������� ������"��!
��� O(κ log2 n) ��� O(κ log n) �����������!	 ���� κ ����� ��� ������ ���������
�� ��� ������!��� ��������������! ���� ��������

#������ ��! ����������� ������ �� )(
 ������� �� ����� ����������� ���&
���"��!� #�� �"������ ����������� )(
 ������� �� ���� ���� ����������� ���� ��
��� ������*�+ ���� ������ �� �� .<1 ������ ���� ��� �"������ ����������� �� ���
������*�+ �� Ω(n)�	 ����� ������� ���� ��! ����! �� ����������� )(
 ������� ��
���! ���� �� ������� ��� ����������� ���� �! � �������� �������

,� ��� ���� �� ��� ���������	 ��� ����
��������� 	
� ������������� �"��� ��
����������� ,�� ������� ������ .=71 ��� �� ����� ��� ��9��� �� �������� �����! ��
������ ��� ������������� ����� 8� ����  ���!	 � ������� �������� ����� ��� ���
���� ����� ���� �� �"������ �������� ��� ������� ��� �� ������ ��� �� ��� �����
,�� ����� ��������&����� ������ ./<	 />1 �� ��� �� (���� ��� ������ ,�� ������
����������� �� �?����� ������  ���! ������� �! �@������ ����! ����������� ����
�@���� ��� ����  ���!	 ��� ������ ������� ����� O(1)� A����������	 ��������� ��
��� ��������%� �������� ������� ��4�	 ��� ����! k (k << n)  ������ ��� �"������
�������� ����� �� �� �����@�� ���� � ����������� ���� O(n log n)� ��� �����&
������	 �� ����� �� ��� $��� ������ �� ��7/ ��� ��� ������ �� (�7<� ���� �������
���� O(log n) ������������� ������"��!�

��� ������	�����
 ,�� ������������� �� ���� ����� ��� �����&����5 */+ ��
������� � ��� )(
 ������ ����� ��� ���� ������� �������� ����� �� �� ./<1 ���
����� ���� �� �� ������ �� ��� ����������� ����������� �����' *=+ #���� ��� �"������
)(
 �������������	 ��� ������ �������� ��� ���� ����������� �� ��� �������5

� Ω 
� ��� �����
�� ��	 ���
����
� ��"�	 ������ f(n) = Ω(g(n)) 
� ���	� �!
��� �
���
�
�� �������� c ��� � ���
�
�� 
�����	 n0 ���� ���� 0 ≤ cg(n) ≤ f(n) ��	 ���
n ≥ n0�



��� ��
��  	����� (�	�"�	� )

O(log n) ������������� ������"��!	 O(1) ������ ����������� ���� ��� O(n)
�@��� ����������� ����' *:+ �� ����� ���� ��� ������� ����������� ������"��!
���  ���!	 O(n/k)	 �� ��� ����� ����� ��� ��������&����� )(
 ������� �����
��� ���� �����	 ����� k *k << n+ �� ��� ��"���� ������ �� ���� ����� ������
�! ��� ������� ���������

� ���
�� ��� �
��
�
���

�������� ����� ��� 
�� 	����������� �� ��� π �� ������ � ����������� �� n
��������5 (1, 2, · · · , n)� ��� 1 ≤ i ≤ n	 ��� ����� �� i ����� π �� ������� �! π(i)�
# �������� D �� �������� �� �� ����!	 ����������� �! D = [d1, d2, · · · dn]	 �����
di �� ��� i&�� ���� ���� �� ��� �������� ����	 ��� 1 ≤ i ≤ n� # �������� D ����� π
�� ������� �! Dπ ��� ��� i&�� ���� ������ �� ������� �! Dπ[i]	 ��� 1 ≤ i ≤ n� ,��
�������� D �� �������� ���� Dπ �! ����� π �� ���� � ��! ���� ��� i��� �������
�� Dπ �� ��� π(i)��� ������� �� D	 ����

Dπ[i] = dπ(i) */+

(� ����� �����	 Dπ = π−1(D)� ,� ������� ��� ������! �� π	 ��� �����������
�� ����!� ������� ���� ����!����� ����������� (� ��� ���� �� ��� �����	 �� ���
Dπ[i] � dπ(i) �� ������ ���� Dπ[i] �� ��� ��������"� �� dπ(i)� ,� ���������� ��� ����	
� ������� �"����� �� �� �������� ;�� π = (1324)	 ����� ����� π(1) = 3, π(2) =
4, π(3) = 2, π(4) = 1� ,��� ��� D = [d1, d2, d3, d4]	 �� ���� Dπ � [d3, d4, d2, d1]�
,� ����������� ��� ������� �� ��� �������� �������"� �������� ��� ��� ��������
��� ����!���� ��������	 �� ��� ��� ���������� ���������� ��� ����� ���� ����
����� ����� �� ����� �� D ��� ���� ������� ����� �� ����� �� Dπ�

������������� #� ����� �� ������ / �����	 ��� ��������&����� )(
 ������
��������� �� ����� �!��� �� ��������5 � ����� �� �����' � ������ ��� � �������

�	��
	�� ������� �! ��� ,�� ������ ����� � �������� ��� ����!���� �������
�� � �������� D = [d1, · · · , dn]	 ����� �������� �� n ����� �� � ��� �������� ��
�� � ������ ��� ������&��������� ������ �������� �� ��� ������� ���� �������
����������� ����� ��� ������� �����	 �� ���@�� ��� �������� �������� D ����
�������� Dπ ����� �� � ����������� π' �� ��������� ��� ����������� π ���
������� �����%  �������

B��� ���� ��������� ���� �� ��� � ������ �������	 ���� � ��; �����������
���� � ���� ����� �� �������� ��� i&�� ���� ���� �� D	 ��� ����� �  ���! q ��
�� ������� ��� �������� 8� ��������� q	 �� �������� ��� �������� �������� Dπ

��� ��������� ��� �������� ���� di� ,��������� ��� �����	 �! ����� -q = i-	 ��
���� ���  ���! q �� ����� ��� i&�� ���� �� D� �! ��!��� -��� ����" �� � *����+
����-	 �� ����� �� ��� ����" �� ��� �������� �������� D	 �! ��!��� -��� ����" �� �
*����+ ������-	 �� ����� �� ��� ����" �� ��� ���@�� �������� �� ����� ��� ������
��������

� �� �������	�� "� ��� ����
�� ��	 ����� ���� 
��
� "
�� �
*�	��� ������� +
*�	��� ��
��� �
� 
���� 
� ,-.� "� �!���� 
� �� ��� ����# 
�����
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I/O

Server

Trusted Hardware

...2 n1

Database

shuffled database

i
id

Secure Channel

User

D

πD

Host

            Initial shuffle
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�� �� (�	�"�	������� ��� �����

������� ����
��� �� �� ������� �� ��� ����� ���� �� �������! �"������ ���
)(
 ��������� A������ ������� ����������� ��� ��� ������ �� ���� �� ������ ���
�"������� �� ������ ��� ������� ������ (�� ������� ������� ����� �� ���� �� ����� ��
�� k *k << n+ ���� ����� ����� ���� ����� �������� ,�� ������� �� ����� ������
����� ��� ������� �! �� ����� � ���� ������� �! Γ � (� ����� �����	 Γ ������
��� �������� �������� �� ������ �� �� ������� �� ���������� 2)#&������ *����	
������ ����� 2����� )������"� #������+ �!������� ��! ����!�����C����!�����
��� �� �������� ������ ������� �� ������ ��!��

������ 	������5 #� �� .//1	 ��� ������ ������� ��� � ���� ������ �� ��$���
A = (a1, · · · , aN )	 ����� ai �� ��� ���� ������ ���� �� ��� i&�� �������� ������	
��� i ∈ [1, N ]� �� ������� ���� � ������ �� ��� ������ ������� �� ����������! �
������������� ������ �� ���� ��� �������  ���! ��� ���  ���! ������!� (� ����	 ���
������ ������� �� ��� ������� ����� �� �� ��� ��� ���������

��������� 5 �� �������� ����������� ��� ������� �� ������ ���&������� �����&
������ ���� ��� ����%�  ������� )������� ����������� ������� ���� ������� ������&
��� ��� ��� ������� A��� ���� �� �� ��� ������ ��! ����� �� ��� ������� ,��
��������! �� ���� �� ������� ��� ��� ����� ��� ������ �� ��� D�������	 ��� ��&
������! �� ������� ��  ���! ��� �������� �� ��� ���� ��� �������� ��� ������� ����
���

������� ����� ���  ���� ����� 5 #  ���! �� ������	 �� ��� �������	 ���� ���
����" �� ��� �� ������ ����	 �� ����� �� ��� ��������! ������� ��������� ���
������ �������� ,��� ��! ����� �� ������� ���������� ��� ��������	 �  ���! ��
����������� �� �������� ���������!' �� ���  ���! ����� �� ���������� ���� ���
��������! �������� 8� ��� ����� ����	 �  ���! �� 
���� �� ��� ��������! ���� ���
���� ��� ������� ������ ��������� ��� ������ ��������

�������� ����� 5 8�� �������! ����� ������� ��� �������! ������ �� 8
#D
.//1� �� ������� ��� ����������� ������� ���� )(
  ���! �"��������� # ������
)(
 ������ ������� ���� ��� ��������! ���� ��� ���� ���������� ����������� ��
��������� ��� ������������ ��  ������� �������!	 �� ��$�� �� �� ��������



��� ��
��  	����� (�	�"�	� 0

��������� �	 � ����
��������� 	
� ������ �� ������! �� "���� � ����� #���� q
��� �� ������ $������ A! ��� ����������� $���������� ��� ��� ����� ���� ��� #����
�� �� ����% j &����! #'() �� ��� ���� �� ��� ��$����� $����������! ����

Pr(q = j|A) = Pr(q = j), ��� ��� j ∈ [1, n].

,�� � ������ ������� ���� ��� ������ ������� A ������� �� ��� ��������! ��
����������� �� ��� ������  ���! q%� ��������

,���� / ����� ���������� ��� ��������� ���� ���������� ���� ������


���� �� 1����
���

�����
�� �����
��
��

k  �� 
�!

�
 ��
��	 �� ���� 
��
� ������ 
� ���
D  �� �	
�
��� �������� 
� ��� ��	
 �� (d1, d2, · · · , dn)�
π0, π1, · · · 2 ��3����� �� ���	�� 	����
 ��	
����
��� �� n ���
���� {1, 2, · · · , n}�
Dπs 2 ��	
���� �������� �� D ��
�� ��	
����
�� πs ���� ���� Dπs [j] � dπs(j)� ��	 1 ≤

j ≤ n� "��	� Dπs [j] ������� ��� j��� 	���	� 
� Dπs �
ai  �� 	��	
���� ���� 	���	� �� �� ��	
�� 
�� i��� ������ �� � ���4� ���������
A  �� ������ �����	� ��
�	
�
�� ��� ��� 	��	
���� 	���	�� (a1, · · · , aN ) ��	
�� � 5!��

�

� ��	
���
As  �� ������ �����	� ��
�	
�
�� ��� ��� 	��	
���� 	���	�� ��	
�� ��� s��� �������� ��

��5��� 
� ����
�� )�
Γ  �� �
�� �� ��	
�
���� 
��
��� �� ��� ���� 
��
� ���	�� 
� ��6� ������

� ��
 ��� �	�
�



����
 �����

�� �������� ������������ ����� � ������� ����� ����! *,,)+ �� ��������� �� ���&
�����4� ��� �!����� ,��� ,,) �� �������� ���! �� ��� ��������4����� ����� ��� ����
���!� �@��� ����������� ��� ����� ��������� ����� ��� ,,) �� ��� ���������	 ��
����������� �������� �� �������� �� ������� 3�

,,) �������! ������� � ������ ����������� π0 ��� � ������ ��! sk0� (� ���&
����� ��� �������� �������� D ���� Dπ0 	 ����� �� ����!���� ����� sk0	 ���� ����
Dπ0 [j] � dπ0(j) ��� j ∈ [1, n]� Dπ0 �� ���� ��������� �� ��� ������� ,,) �������!
������� π0 ��� sk0 �� ��	 ����� ��������� ��� �!���� ��������4������

,�� ������� �� ��� )(
 ������ �� �� �������� B���! k �����������  ���! �"&
�������� ��� ������ � �������� ��� ��� s&�� �������	 s ≥ 0	 ��� πs,Dπs

��� sks

������ ��� �����������	 ��� ��������	 ��� ��� ����!����� ��! �����������!� 8�
��������� �  ���! ���� ��� ����	 �� ��������� � ���� ������ ���� Dπs

	 ����!���
�� ���� sks �� ��� ��� ���� ����	 ��� ������ ��� ���� �� ��� ������� ������ ,���



- ������� '��� ��� ���

�� ������� �� ��� ���� ���� ��� ������� ���� ����� ,�� �������� ���������� ��
���� ��������� ��� ����� �� #�������� /� #���� k  ������ ��� �"������	 �� �����&
���� � ��� ������ ����������� πs+1 ��� �� ����!����� ��! sks+1� (� �����@��
Dπs

���� Dπs+1 �! �����!��� πs+1 ��� sks+1� A��� ���� �� ��� ����! ���@��
�������� Dπs+1 	 ��� ���� ����� ��� ����!���� ����� ��� ������ ��! sks+1� ,��
������� �� �������� �����@� ��� ����� �� #�������� =�

,�� �������� �������� D �� ��� �������� �� ��! �������� ��������� �����������
����� �� ����!� �������� � ����!����� ��� ����! ���� ��������� ��� �� ����!�&
���� ��� ����! ����� ���������	 �� ���� ���� �� ��� ��������� ����������� ��
����� �� ���� ��� ������������ ������� ��� ��������

��������� ����� �������

,�� ����� ���� �� ��� ��������� ��������� �� ��� ���������� �� ����!� ����� �
��9����� ������ �� ����!  ���! ��� ����! ������ �� �������� �� ���� ����� ,���	
�� ��� �������� �� ���� ���������� *�� ��� ����� �� ��������� �����������+	 ���
�������� �������� ������ ��� ������� ������ ������ �� ��� ��������!�

������� ���� �� ���������!	 ������� ���� ��� ���� ������� �� �������� di �� D
������ ��� s&�� ������� *s ≥ 0+� 8� ��������� ���  ���! ��� ����" i	 �� ��������
��� ���������5 (� ��� �� ������ di �� ��� �� ��%� �����	 �� ������� ��� �������������
������ �� ��� ���������� �������� Dπs

�! ��������� ��� ������ ����" �� π−1
s (i)�

(� ��� �� ������ ���� ������� �� ��	 �� ����� ���� Dπs
� ������ ������ ����� ��

��� �������� ������ �� ,�� ��������� �� ���������� �� ������ = ������

���
����� �� ���������� ���
�
 di ����� Dπs

7� �� ���	���� ��� 3��	� ��� ���� ��� 	�3������ 
���! i�
&� �� i /∈ Γ
)� �� 	���� π−1

s (i)��� 	���	� �� Dπs ��� ���	�� ��� 
��
 di 
��� ��� �����8
/� Γ = Γ ∪ {i}8
0� ����
-� �� ������� � 	����
 
���! j� j ∈R {1, · · · , n} \ Γ
9� �� 	���� ��� π−1

s (j)��� 	���	� �	�
 Dπs ��� ���	�� ��� 
��
 dj 
��� ��� �����8
:� Γ = Γ ∪ {j}8
;� �� 	���	�� di �� ��� ���	�

	
�� �� ���	
���� <��	� �	�����
�� 2���	
��


���


 ����
�� ,�� ������ ������� As �������� �! #�������� / �� �
�� ����� �� ���� ������� ����� ��� ��������� ���� Dπs

������ ��� s&�� �������� (�
�� ����� ���� ������ = ���� �� ����  ���!	 �� ����� �"����! ��� ���� ������ ����
Dπs

� ,��������	 ���� ��� s&�� ������� ����������	 As ��� �"����! k ��������

�  �� ���	��
�� ������ �� ����� �� ���� ���� =
�= ��� =����= �
����
��� ��#� ��� ��
�
�

� �� ����� ���
��� �
���������� �����#�  �
� 	�3�
	�
��� 
� ����
�� �� ��� �


��	
�
����
�� �� 	����4� ����	
��
 ����	�
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������� �������

#���� k ����������	 ��%� ������� ����� ������� ��� �����	 ����� ������� � �����@�
�� ��� �������� ���� � ��� ������������ A��� ���� �����! ����� ����� ��������&
���� ���������� � ���� �� ������! �"������� ,�� ������ �� ���� ���� � ���������
���� �� �� ������ �����	 ��� ��������! ����� ���� � ���� ������ �� ��������� ����
���� ���� �! �� ���� ��� ���� ��������� ,��������	 � �����@� ��������� ����
�� �"������ �� ��� ��� �� ���� ��������

�� $��� �������! ������� � ��� ������ ����������� πs+1� ,�� �"������
�������� Dπs+1 �����$�� Dπs+1 [j] � dπs+1(j)	 j ∈ [1, n]� ,�� ����������� �������
Dπs

��� Dπs+1 ��

Dπs+1 [j] � Dπs
[π−1

s ◦ πs+1(j)], *=+

��� 1 ≤ j ≤ n	 ����� π−1
s ◦ πs+1(j) ����� π−1

s (πs+1(j))�
,�� ����� ���� �� ��� �����@� ��������� �� �� �������� �� ���� ��� ����� ��

��%� ����� �� ��������� ����� ����� �� ����� ��� ��������� �� Dπs+1 � �� �������
���� ����� ��&������ ����� �� Dπs

���� ���� �� ��������! ������ �� ��� ���������
����� ����� �� ����� ��� ����"��	 ������� ��� �������� �������� ����"&�����
������ ���������� ,�� �����@� ������� �� ������� �� � �����&���� �� ��� ������
������ ����� ��� ��&������ ������ �� ���!� ��� �����5 */+ ������������� �� ���
�����&���� �� ��������4� Dπs+1 ' *=+ ����������� ��� ����C����� ������� �� �������
��� ������! �� πs+1�

�� $��� ����� ������� �� Γ ����� �� ��� ��������� ����� �� ����� ������
����� π−1

s+1� (� ������� �������� Dπs+1 �� ��������!	 �������� ���� Dπs+1 [1]� ���
��� $��� n−k �����������	 �� ����!� �������� ��� ���� ��������� ��� ��� �����
���������' ��� ��� ����� k �����������	 �� ����!� �������� ��� ����� ����������
,�� ��������4����� �� Dπs+1 [j]	 j ∈ [1, n]	 ����� ���� ��� �� ��� ��������� ��� �����	
��������� �� ������� ��� ������������� ���� �� �� ��� ����� �� ����

����
�� ,�� ������������� ���� �� ��� ������ *����	 πs+1(j) �∈ Γ +5 �� ����� ��
*����	 ��� ������ Dπs

[π−1
s ◦πs+1(j)]+ ���� Dπs

��� ������ �� �� Dπs+1 �� Dπs+1 [j]�

���� 
��� ,�� ������������� ���� �� �� ��� ����� *����	 πs+1(j) ∈ Γ +5 ������
����������Dπs

[π−1
s ◦πs+1(j)] ���� ��� ����� ��� ������� �� ���� Dπs+1 �� Dπs+1 [j]	

�� ���� �������� � ���� ��������� ��� ��� ��������5 *�+ �� ����������� ��� ����
������� ������� �� �� �� 2��� *�+ �� ���� ��� ������! �� πs+1 �� ���������' *�+ ��
���� ��� ���� �� ������ ������ D�������	 ������� �� �������! ������� � ������
���� ��� Dπs

	 �� ����� ��� ��� �������� ����" ����� ��� ��� ���� ��������4��
��� ����� �� 2��� *�+� (� ���� ��������� ��� ������������� ���� ������ ���� Dπs

�
����� Γ �� ������	 ���� ��������� ������� ������! ����� k ����������� ��� ��� ������
�����@� �������� ,�� ����$� �� ���� �������� ������� ���� � ������ Γ �� ����
���� ��� ����� ��� ������� �� πs+1(j) ∈ Γ ��� ��� ���� ��������� ���� ��� �����
��� O(1)' 8��������	 ���� ���� O(k) ��� ���� ��� O(nk) �� ������

,�� ������� �� ��� �����@� ��������� ��� ����� �� ������ :	 ����� min
������� ��� ���� �� ������ Γ � �� ��� sortedel(i)C sortins(i) �� ������ ���
������ ��������C��������� �� ����" i ����C�� Γ ��� ����� ���� ��6���������



: ������� '��� ��� ���

	
�� �� +������� �����4� 2���	
��

���
����� �� ��������� Dπs ���
 Dπs+1� �	�����
 � ��

7� ���	���� ������ � ��" 	����
 ��	
����
�� πs+18
&� ��	� 
��
��� 
� Γ ����� �� ��� �	��	 �� ���
	 

���� ����	 π−1

s+1�
��� j = 1; j′ = 1�

)� ��
�� 1 ≤ j ≤ n − k ��
/� ��
�� πs+1(j

′) ∈ Γ �� j′ = j′ + 1 ���8
0� ��� r = π−1

s ◦ πs+1(j
′)8 	��� Dπs [r] �	�
 Dπs 8

-� 
� j = j′ �∗ ���� ���	 πs+1(j) /∈ Γ ∗�

9� "	
�� Dπs+1 �� ����
�� Dπs+1 [j] � Dπs [r]8
:� ���� �∗ ���� ����	 πs+1(j) ∈ Γ ∗�

;� "	
�� Dπs+1 �� ����
�� Dπs+1 [j] � dmin8
�

7>� sortedel(j)8 ����	� Dπs [r] 
��� ����� ��� sorteins(j′)8
77� j = j + 18j′ = j′ + 18
7&� ���?"�
��@8
7)� ��
�� n − k + 1 ≤ j ≤ n ��
7/� ��� Dπs+1 [j] = dmin8 sortdel(j)8
70� j = j + 18
7-� ���

� dmin 
� �!����� Dπs [π−1
s ◦πs+1(j)] �
��� Dπs+1 
� 5���� 
� �� �� 
��	����


�� �	��	�

,�� �����@� ��������� �� ������ ��� �?������ #� ��������� �"��������� �� ���
�������! �� �� �������� #���� � �����@�	 ��� ��� �������� �� ����� �� ��� �������
������� (� �� ���� ��� ���� �������� �� ��� �������� �������	 �� �� ������ �� � ���&
��� �������� �! ��� �����@�� 8���� ����� ��� ������ ���������! �������� �������
��������� �������	 ��� ������� ���� ��� ������� ��� ��������! ��! ���������
����� ���! ���� ��� ���� �������� �� ���� A��� ���� ��� �������� �� ��� ����� ����
�� �"������ �� ���� n − 1 ����� �� �����	 ����� j′ ����� ���������� ������� Γ ��
� ������ ���� ��� ��� �������� ��� ������� ������� ��� �� �� ��������� �����	 ���
��������� ��� �������� ��� �� �������� ����� ,�����! �� ���� n ����������� ���
������ ��� ��� ����� �"�������� ,��������	 ��� ������� ����������� ������"��!
�� #�������� = �� O(n)�

�

�����
 ����
�� ,�� ������ ������� �������� �! #�������� = �� ��&
����� �! Rs� ����� �� ���! ����� n − k ���� �������	 Rs ��� �"����! n − k
��������� A��� ���� ��� ������� ������� �� ������� ������� �� �� �� � $"�� �����	
����	 �� ��������! ������� ���� �������� / �� �������� n�

� �
	��
��

�� ��� ������� �� ����!4� ��� �������! �� ��� ������ ����� �� ��� ������
��$��� �� ������� =� 8�� ����� ����������! ���� �� �������� ;���� / ������ ����
��� �����@� ��������� �� ��������� �� ��� ���� ������ �� �� 8�������� 
#D .//1�
,��� ����� ���� �����@�	 ��� �������� �� ����� ���� ��� ������� ����� ���� ����



��� ��
��  	����� (�	�"�	� ;

��� �������� ������� ��9����� �������� ��� ��� ����������� ,��� �� ,������ / ��
���� ���� ���� ����������  ���! ������� ���� ��� ���� ����������� �� ���  ���!	
����� ����� �� ��� ���������� �� ���� ������! ������ ��� ���������

��

� �	 ��� �����*� ��"������ �� +�"��� , �� ���������� +�� ��� ������"�����
����"�� s! ��� ����"�� j ∈ [1, n]!

Pr(Dπs
[j] = dl |A0,R0, · · · ,As−1,Rs−1) = 1/n, *:+

��� ��� l ∈ [1, n]! 
���� Ai ��� Ri! i ∈ [0, s − 1]! ��� ��� ������ $������ ���
�����*� $������ ��� i��� ������� ���$���������

����� �� ����� ;���� / ��� � $"�� j �! ��������� �� ��� ������� ����" s�
,�� ����� ������� �� ��� j ∈ [1, n]�
�� s = 0� ����� Dπ0 	 ��� ������� ���@�� ��������	 �� ����������� �� ������� �����
� ������ ������ ����������� π0	 ��� ����������! Pr(Dπ0 [j] = dl | ∅) = 1/n �����
��� ��� 1 ≤ l ≤ n�

��� ������� ��� ����� �� ���� ��� s = i	 ���� ��	 Pr(Dπi
[j] = dl |A0,R0, · · · ,Ai−1,Ri−1) =

1/n� �� ������� �� ����� ���� �� ����� ��� s = i + 1	 ����

Pr(Dπi+1 [j] = dl |A1,R1, · · · ,Ai,Ri) = 1/n, *<+

��� ��� l ∈ [1, n]�
(� ����� �� ��� ��� ��������� ����������	 �� ���� ��� ��� ��������� Dπi+1

��� Dπi
�! ��� ��������� ����������� ����������!	

Pr(Dπi+1 [j] = dl |A1,R1, · · · ,Ai,Ri)

=
n∑

x=1

Pr(Dπi+1 [j] = Dπi
[x] |A1,R1, · · · ,Ai,Ri) · Pr(Dπi

[x] = dl |A1,R1, · · · ,Ai,Ri).

*>+

,��� ��� ������� �� ��������� ��������� �� ����� ���� ������� �� ��� l ��
������� ��� ������� �� ��� ��� ���� ������������� �� x �� �� ��� ������ ,��
���������� �� �������� �! ������� ���� ��� ����� ���� ���� �� ��� � ������ ����
�� �� 1/n �� ��! �����

��� ������!	 �� ��$�� px ��� qx �!

px = Pr(Dπi+1 [j] = Dπi
[x] |A1,R1, · · · ,Ai,Ri),

���

qx = Pr(Dπi
[x] = dl |A1,R1, · · · ,Ai,Ri).

,�� ��6������ ��� �� �� �����

n∑

x=1

pxqx = 1/n. *3+
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��$�� X = {x| x ∈ [1, n], πi(x) ∈ Γ} ��� Y = {x| x ∈ [1, n], πi(x) /∈ Γ}�
A��� ���� |X| = |Γ | = k	 |Y | = n − k ��� X ∪ Y = [1, n]� ,���������	

n∑

x=1

pxqx =
∑

x∈X

pxqx +
∑

x∈Y

pxqx. *E+

�� ������� ���� ��� ��������! ����� ���� ��9����� ���6������� �� ��� ���
������� ��� ����� ������� �� Dπi

� ��� ����� ����� �� ��%� �����	 ���� ����� �����
������� �� Dπi

��� �� X	 ��� ��������! ������� �� ����������� ����� ����� ����&
����� �� Dπi+1 � 8� ��� ����� ����	 ��� ��� ����� �����	 ���� ����� ����� �������
�� Dπi

��� �� Y 	 ��� ��������! �� ������� ���� ���! ����� ��� �� ������ �� ����&
����� ����� ���� ���� ��������4�� ������ ����� ���������� ���� Dπi

� D�������	 ���
���� ��������� �! ��� $��� ���� �� �����@� ���� ������ �� ��� �� ��� $��� k + 1
��������� �� Dπi+1 � ,��������	 ���! ��� x ∈ X	

px = Pr(πi+1(j) = πi(x)) = 1/n *F+

��� ���� ���� ��� ���� ��� px	 x ∈ Y � 2���� �����!	

∑

x∈Y

px = 1 −
∑

x∈X

px = (n − k)/n. *0+

,�� ����������� �� qx �� ������� �� ��� �������  ������� 
����� ���� ���
��������! �� ������� �� �"����� ��� �������� �! �������  ������ ��� ���������
�������� ,��������	  ������ �� �� ����� �� �������� ;�� C ������ ��� ��� �� �������
 ������ �� ��� i&�� �������� �� ���� ��� ����� ��� 1 ≤ l ≤ n5

� 2��� */+ l ∈ C5 ∑
x∈X qx = 1	 ������� �� ��� ��������!%� �����������	 �����

�"���� ��� ��� ���! ��� ���� �� ��� ����� ����� ����������� ��  ���! �� dl�
��� x ∈ Y 	 qx = 0 ������� ���� �������� ,���

n∑

x=1

pxqx = 1/n + 0 = 1/n, ��� l ∈ C. */7+

� 2��� *=+ l /∈ C5 �������
∑

x∈X qx = δ ��� 0 ≤ δ ≤ 1	 ����
∑

x∈Y qx = 1−δ�
A��� ���� ��� �"������� ��  ������ ���� ��� �9��� ��� ��������!%� �������&
���� �� ����� ��� ������ �������	 ����� ���! ��� ��� ��������� ,��������	 �!
��������� ����������5 Pr(Dπi

[x] = dl | A0,R0, · · · ,Ai−1,Ri−1) = 1/n	 ���
��� l ∈ [1, n]	 �� ���� qx = 1−δ

n−k ��� �� � ������������! �� �����	

n∑

x=1

pxqx = δ/n + (1 − δ)/n = 1/n. *//+

�
����� $���	"
��� ��	 x0, x1 ∈ Y � qx0 �= qx1 

��
�� Pr(Dπi [x0] = dl) �= Pr(Dπi [x1] =
dl) "��	� d /∈ C�  �
� 	����� 
� ���� �	������ �� ��� 
��
��
���
����
�
�� ��	 ���
����	��	� ��
�� �"� �
*�	��� ��	
����
��� "�
�� �	� 
����
��� ��	 l ∈ C�
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2�������� 2��� / ��� 2��� =	 �� ����

n∑

x=1

pxqx = 1/n, ��� ��� 1 ≤ l ≤ n,

����� ��������� ��� ������ �
;���� / ������� ���� ��� �����@� ��������� ������ ��� �������� ������������

�� ��� ���� ������ ,��������	 ��� ������ ��������� ������ ��������� ��������
��� ����������� �� ���� ������ ,������ / ����� ��������� ��� �������! �� ���
�������� )(
 �������

������
 �	 -���� � ���� $�����! ��� ����������� �� ��� ������ $������ A =
(a1, a2, · · · , aN )! N > 0! $������� ��� ��������� �� ���������� .��
���"� �� ���
������� ��� ����� #���� q! ���� ��� ��� j ∈ [1, n]!

Pr(q = j|A) = Pr(q = j) */=+


���� Pr(q = j) �� �� ��$����� $���������� �� #���� q ����" �� ����% j�

����� ��� 1 < t ≤ N 	 ��� Pr(at | a1, · · · , at−1) ������ ��� ����������! �� ���
����� ���� ���� at �� �������� ����������! ����� ��� ������ �� t − 1 ��������
;�� Pr(at | a1, · · · , at−1; q = j) ������ ��� ����������! �� ��� ���� ����� ����
���������� ��������� ���� ��� �� ������ ����" ��  ���! q �� j� A��� ���� �� ��
��� ������ ��! �������� ����� �� ���  ���! q ��� ��� t&��  ���!� �� �������
�� ���� ����� ����

Pr(at | a1, · · · , at−1) = Pr(at | a1, · · · , at−1; q = j) */:+

������� ���� �� ���������!	 ������� at �� ���� ���� Dπs
������ ��� s&�� ��������

2������� ��� ��������� ��� �����5

/� at ∈ Rs	 ���� at �� �������� ������ � �����@� �������5 8�������! Pr(at |
a1, · · · , at−1) = Pr(at | a1, · · · , at−1; q = j)	 ��� �� ��� ���� ���� ��� ������
�� at �� ���������! ���������� �! ����������� πs ��� πs+1�

=� at ∈ As	 ���� at �� �������� ������ �  ���! �������5 ;�� ����  ���! �� ��� l&��
 ���! �� ���� �������	 l ∈ [1, k]� ,��������	 l− 1 ���� ����� ��� ������ �! ��
������ at �� ����� �� �������� ��� ��������� ����� ���� #�������� /5
*�+ ,�� �� ������ ���� �� ������ �� ��5 at �� �������! ������ ���� �����

���� ����� ��� ������ �� ��� ,��������	 Pr(at | a1, · · · , at−1) = 1
n−(l−1) �

*�+ ,�� �� ������ ���� �� ��� ������ �� ��5 at �� ��������� ���� Dπs
�����

�� ��� ����������� πs� #�������� �� ;���� /	 ��� ����������! ���� at

�� �������� �� 1
n−(l−1) �

A��� ���� ��� ���������� �� �  ���!	 ���� ������� q = j	 �������! �����
�� ��������! �� ��������� ������� at �� �� ���� *=�+ �� *=�+� A����������	
���� ����������� ���� ��� ������ Pr(at | a1, · · · , at−1)	 ����� ����� ������ ���

1
n−(l−1) �� ���� ������ ,���	 Pr(at | a1, · · · , at−1) = Pr(at | a1, · · · , at−1, q =
j) ���� at ∈ As�
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(� �����	 �� �������� ���� ��� ��! t ��� q = j	

Pr(at | a1, · · · , at−1) = Pr(at | a1, · · · , at−1; q = j).

#� � ������	

Pr(A | q = j) = Pr(a1, · · · , aN | q = j)
= Pr(aN | a1, · · · , aN−1; q = j) · Pr(a1, · · · , at−1 | q = j)

=
N∏

t=1

Pr(at | a1, · · · , at−1; q = j)

=
N∏

t=1

Pr(at | a1, · · · , at−1)

= Pr(A). */<+

,���	

Pr(q = j |A) = Pr(q = j,A)/Pr(A)

=
Pr(A | q = j) · Pr(q = j)

Pr(A)
= Pr(q = j).

,�� ������ ����� ����	 ����� ��� ������ �������	 ��� �&���������� ����������!
�� �  ���! � ���� �� ��� �&������ ����������!	 ����� ��������� ��� �������! �����
��� ��� )(
 ������� �

� �
�������	


�� ������� �� ����!4� ��� ������������� ��� ����������� ������"��! �� ���
)(
 ������� ,��! ��� ��������� ���� ������� �� ��� �������� ��4� n� ���� ���&
���"����� �� ��� ������ ����� ��� ���������� ����� ������ ��� ��������&�����
)(
 ��������

 ������������/ �� �������� ��� ����C�!���� ������������� ���� ���  ���!�
(� ��� ������	 ��� ����� ���! ������ �� ����" �� ��� ������� ���� ���� ��� ��
������� �"����! ��� ���� ����� ,��������	 ��� ������������� ������"��! ���
 ���! �� O(log n)� A��� ���� O(log n) �� ��� ����� ����� �� ������������� ����
��� ��� )(
 ��������������

 ��$�������/ ��� ���������! �������	 ���� �������	 �������	 ����!�����	 ���
����!����� �� � ���� ���� �� ������� �� ��� ���������� ,�� ����������� ����
�� �������� �! ��� ������� ������ �� ���������� ��� ������� ��� ���  ���!�
�� ���� ������� ��� ������ ���� ����� �"������ ��� �"����� �� �@��� �����@�
�����������

#� ������� �� ������ = ��� :	 �� ����� ��� ������� �������� O(1) ���������� ��
������� �  ���! ��� O(n) ���������� �� �����@� ��� ��������� ,���� = ��������
��� ����������� ���� �� ��� ������ ������� .=71 ��� ./<	 />1�



��� ��
��  	����� (�	�"�	� 7)


���� �� A�
��	
��� �� A�
�����
�� A��� ��  �	�� (�	�"�	������� ��� ����
���

�������

���� ���� ���
�� ���� � ����� !���

��� ����
�� "k #$��
��% ��� #$��& ��� #$��&

$�	 ����
� O(n) � O(1) O(n/k)

��>/ ,7/� 70. O(n log n) � O(1) O(n
k

log n)

��>7 ,&>. O(kn) O(n) O(n)

� '� ���� ��#� ����� �� ��� 
�
� ���� ��	 �

��
�
�� ��� ��
��	
��� ���	
���  �� ������
���� ������ �� O(n) + O(k log k)� "��	� ��� ����	 3����
�� ��
�� �	�
 ��	�
�� T �
���� ���� ����
��� "�
�� ����� k log k ���	��
����

�  ��
	 �������� ���� 
� ���	�!

����� O(n log n) + O(n) + O(k log k)� "��	�
O(n)(+O(k log k)) ��
�� �	�
 ��	�
�� T̄ ����� �
� �� ,7/.�� k log k ��
�� �	�
 ��	�
��
T ����� �

��� ��� O(n log n) ��
�� �	�
 ���� �


�� �� ����� ��	 "���� 	����4� ����
����� "��� ���
	 ���� �
� ������

8�� ������ ����������� ��� ����� ��� ��������&����� )(
 ������� �� ���
����� �������� ,�� ��������� ���������� ���� ��� �����@� ��������� �����
�����4�� ��� ��������%� ����� �� � ���� �?����� ������� D�������	 �� �����
���� ��� ������� ���� ��� ��������� �� ��� ������ ������� ��� ����� ����� ���
��� �����������&��������� )(
 ������� ���� ��� ���� ������� �������� �!����
������ 8�� ������ �� �������4�� �� ��� ��������� ��������

������
 �	 +�� ��� ������������������������� ������ 	
� ������ 
��� � �������
����
��� ������" ��%���� k ���� �����! ��� �����"� ���$������� ���� $�� ���
������� �� Ω(n/k)�

������ 8�� ����� �� ����������� �� � ������� ������ �� ��� ����� �� .<1 �����
����� ��� ������������� ����� ����� ��� ����������� )(
 ��������

��" � )(
 ������	 ��� Bi ������ ��� ��� �� ��� ������� ���� ��� ��������
����� �� ����� �� ������ di� Bi �� ����������! � ������ �������� ����������������!
���������� �! ���� ��� ����  ���! �� di ��� ��� ����� ���� ��� �������� ���
������! ������ ������� 2���� �����!	 B(|Bi|) ������� ��� �"���� ������ �� ����
����� �� ���� �! ��� �������� �� ������� �  ���! �� ����" i� �� �������� B(|Bi|)
�� ��� ����������� ���� ��� )(
 ��������

��� 1 ≤ l ≤ n	 ��� Pr(l ∈ Bi) �� ��� ����������! ���� ��� �������� ����� dl ��
����� �� ������ ���  ���! �� ����" i� �� ��$�� )(l) �� ��� ��"���� �� �����
������������� ��� ��� 1 ≤ i ≤ n	 ����

)(l) = max
1≤i≤n

{Pr(l ∈ Bi)}.

A��� ���� ��� �� �����������&������������! ������ )(
 ������	 ���� ������! ��&
����� ���� B1, B2, · · · , Bn ���� ��� ��������� ������������� ,��������	 ��� �����&
������ �������	 ���

)(l) = Pr(l ∈ B1).
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��� �� ;���� > �� .<1�	

B(|Bi|) =
n∑

l=1

)(l). */>+

8�� ������ ��� �� �� ���� B(|Bi|) = Ω(n/k)� �� ����� �� �! ��������������
������� ���� ����� )(1), · · · ,)(n)	 ����� �� ����� �"��� k +1 �� ���� �����

������ ��� ���� ���� 1/(k+1)� ������� ���� �� ���������!	 ��� ��� k+1 �������������
�� )(1),)(2), · · · ,)(k+1)� A�� �������� ��� ����������! Pr(1 /∈ B1∩2 /∈ B2 · · ·∩
(k + 1) /∈ Bk+1)� �� ����	

Pr(1 /∈ B1 ∩ 2 /∈ B2 · · · ∩ (k + 1) /∈ Bk+1)
= 1 − Pr(1 ∈ B1 ∪ 2 ∈ B2 · · · ∪ (k + 1) ∈ Bk+1)

≥ 1 −
k+1∑

l=1

Pr(l ∈ Bl) = 1 −
k+1∑

l=1

)(l)

> 1 − (k + 1)
1

k + 1
= 0.

8� ��� ����� ����	 ���� ���� �� ���! ������ k ���� ����� �� ��"����� #� �
����� �����	 ����� ����!� �"���� ��� ���� ���� ����� ���� �� ���� ���� ���
�������� ������ ��� k + 1  ������ �� 1, 2, · · · , k + 1� ,���	 ��� ����� ���� 1 /∈
B1∩2 /∈ B2 · · ·∩(k+1) /∈ Bk+1 ����� ������	 ���� Pr(1 /∈ B1∩2 /∈ B2 · · ·∩(k+1) /∈
Bk+1) = 0	 ����� ����������� ��� ����������! ����������� ������

,���	 �� ���� k �������� �� {)(1), · · · ,)(n)} ����� ������ ��� ���� ����
1/(k + 1) � #� � ������	

n∑

l=1

)(l) ≥ (n − k) · 1
k + 1

, */3+

����� ����� ��� ����� ����� ��� ������� ����������� ���� �� Ω(n/k)� �

� �
�	���
��

�������� �������� ����� !���" ��

��� ������������ ����� �� ������� ����� ����! �"����	 �� ��� �� ���� �� ��������4�
��� ��������� �� $��� ������� � ������ ����������� π0� ��� 1 ≤ i ≤ n	 ��
���� ��� i&�� ���� di ���� ��� ��� ����" π−1

0 (i)� G���� ��� �����&���� ���������
.F1	 d1, d2, · · · , dn ��� ������ ����� �� ����� ��� ������� �! ��� ���� ��� �������
����� ��4� �� ��	 �������%� ���&���� ������ ������ ./1 �� �� ����������� ������
����� �� ����� (log2 n−log n+4)n/4−1 ������������ 8�� ��! ����� ���� ����H
������� .==1 ��� I�������� �� ��%� ������ �������� ./=1 ����� ���� ������������
G�����������!	 ������� �� �������� �� ��� �!���� ����� ��� $��� ��� �� ����� ��

� �� ��� �� �	���� �� ��5�
�� ��� 	����
 ��	
����� Y1, · · · , Yn "��	� Yl = 1 
� l ∈ Bi

��� Yl = 0 ����	"
���
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����� n log n&��� *>> k+ �����! �� �� ����� ��� ������ ��� � ������������! ����
����� ����� A��� ���� ����!����� �� ������� ������ ������� ��� ������� �� ����
��� ������� �� ��������� �� ��� �������

# ������ �"����� �� ��������� �� ���� <� ,�� �������� �� ��� �"����� ���
< ����� d1, d2, d3, d4� ,�� ����������� �� π0 = (1324)	 ���� π0(1) = 3, π0(2) =
4, π0(3) = 2 ��� π0(4) = 1� ,�� ������� ������ �� ��� ��� � ����� ������
����!���� ���� ������ #���� ��������4�����	 ��� �������� ���� ����� ��� ��������
�� ����� �� ��� ����� ���� #�� ��� ����!���� ����� ��� ������ �� ��� ����� (�
����! ���������	 ���! ��� ����� ��� ���� ���� ��%� ����� ��� ���� ������� ����
�� ��� �������

1||3d1||3d3||2d4||1d

1||3d

3||2d

2||4d

1d

2d

3d

4d

1||3d

2||4d

4||1d 3||2d

2||4d

4||1d

3||2d

2||4d

4||1d

tag merge 1 by 1 to 
length 2 merge 2 by 2 to length 4

	
�� '� ��
�
�� ���
�
��� ���4� �!�
��� ��
�� �������� 
�	����

������������� �# $��������� ��% ���
������� &�"�����
�

#� �������� ���������� �� ��� �������! ����� �� ������� < �� ��� �������� ��&
�����! �� ��� ����!����� �� ��� ��������� 8��������	 ��� ����!����� ������� ���
���� ����������� ��� ����� �����! �"����� ���� ������!� 8�� ��������! �����
�� ������� = ������ ��� ��������! �� ������  ������ ��� ������� ��� ����� ����
������ �������� ��� �������� ,���������	 ��� ��������! �� ���� �� ������ k �����
�� �������"� ��� ��������"� �� ��"���� ��� ���� ����!����� ��!	 ����� ��9�����
������ ��!� ��� �������� �� ��9����� ��������� ,���	 �� �� �������� �� ���� ��
����!����� ��������� �����������! ������ ����� 2)# *2����� )������"� #�����+
������ (� ��������	 2)# ������ �!������� ������� ���� �� #B�	 ��� ���������
���� ������ ��! ����!������	 ����� ��� ������ ���� ���� �"������� �����������
���� ��� ������ ������� ����� �������

��� ��� ����������� ���������	 �� ����� ���� �� �� ����������� ��� � ��������&
����� )(
 �� �����! � ���� ������ �����������	 ����� �� �� ����� O(n log n)
���� �� �������	 ���������� �� ��� ��4� �� ��� ����� ��������� #� � ������	 �� ���
��� � ������&������ ����������� ���� � ����� ����������� �����

����� � ������ ������ ����� 2)# �� ����������� ���� �� ���������� ������&
������ �����������	 �� ������ � 2)# ������ ����� ������	 ���� #B�	 �� ��&
������� ��� ������ ������&������������ ���� � ����� ������	 � ������� �� ��&
��!���� �! ������� ���� n �= 2�log n�	 ��� ��������"� ��! �� ������� ���� n�
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(� ���� ����	 ��� ����!����� �� �������� ����� ��� ������ �� �� ��� �����������
������ ����� 2�log n� ≤ 2n	 ��� �"������ ������ �� ����!������ �� ���� ���� =�
����� ��� 
�����!%� ������ �� .>1 �������� ���� ����������� �� ������� ����
��������! $���� ��������


������ '���������

,�� �������� ������� �� ��������� ������ ��� �����@� �������� ,�� ��������
�� � �����@� �� ���&���������� ����� �� �� �� O(n) �������� # ������� �������� ��
����������� ��� ���������! �� ������� �� �� �����! ��� ������ �� ������� ���������
����� ��� �� ��&��������� ��� ��������	 ��� ����� ����� ���� ����  ������� (�
���� ���� ���������� �� �"��� �������� �� ����������	 �� ����������� �� �� ����� ���
����� �� ��� �������� ���� ��� ������ ���� ���� ������ ��� �������! �� �������
k/2 ������ 2���� �����!	 ��� ������� ����������� ���� ���� �� ��������

!�%��� �# %��� ���
�

# �!������� �� ��� �����@� ������� �� �������� ������ ����������� ,� ������
di	 ��� ������� �������� ����� di ����������! �� ��� ���� ��! �� �������� � ����
�� ����� ,���	 di �� ������� ������ ��� ��������%� ����� ��� ������� ���� ���
��� �������� �������� ������ ��� �������� �����@� �������� ,����� ��� ���
����� �� di �� ��� ������� ����������! ���� ��� ��������	 ���� ����������! ��
������� ����� ��� �������� ������� ��� ������� ����� �������! ���� ��� �����
���� ���� �� ������

�  ��	���
��

(� ������!	 �� ������� �� ���� ����� � ����� )(
 ������ ���� ��� ������� �� �
������� ��������� ,�� ��� )(
 ������������ �� �������! ������� ,�� �����������
�� ��� ������ ������� ���� ��� �9�� ���������� ����������� �� �������� �����������
�� ����������� ��� ���� ����� ��������� �! � �����

������� �� ����� ��������&����� )(
 �������	 ��� ������������� ������"&
��! �� ��� ������ ������� ��� ����� �����	 O(log n)� (� ����� �� �����������
������"��!	 ��� ������ �� ���� �?����� ���� ��� ����� �"������ �������������� (��
������ ���� ���  ���! �� O(1) ��� ��� ������� ���� ���  ���! �� ���! O(n/k)	
����� ����������� ��� ���� ����� ������ �! � ������ O(log n) *������ ����� �
���&O ��������	 ��� ������ �������� ������ �� ������ / ����+� �����������	 ��
����� ���� O(n/k) �� ��� ����� ����� �� ����������� ���� ��� )(
 ������� ����
��� ���� ������� �������� ����� �������������

,�� ,������ 2�������� I���� *,2I+ .=/1 ��$��� � ��� �� ,������ 2��&
������ )������� *,2)+ �����$������� ������ �� ������� ��������&����� ���� ��
����� ��� � ��� �� ��������� ��������� �� ��������� ����� �� ����������� ��������
�� ���� �� ������ ���������� ��� �� �"���� ��� ������� ��� �������� )(
 ������
����� �� ������� ��������� ������������ ���� �� ��� �� ��� ������ �������� ��&
���������
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(���# �����%������ �� ������% '�
�����"

,�� ���� �� ����� �� ,2) �� � �������� ��������� �� ��� ����������� ������
��� ,������ )������� D����� *,)D+� ,)D �������� ��������� ���� �! �����
��������� ���� ��!� ������� �� ��� ,)D� (� ��������	 ,)D �������� ���� �����&
���� ��!���������� ���������	 ���� �� ������ ������ ����������	 
�# ��! ����
����������	 
�# ���������� ��� ���� ��������� D��� ����������!	 ,)D ��������
��������� ��� ��������! �����������	 �������	 ��� ��������� �� � ��������	 ����
����� ����� ��� ����������� ������������ ��� �� ������ (� �������� �� ,2I ���&
������ ,)D	 (����%� ;�I����� ,��������! *;,+ ./:1 �������� �� �"������ 2)G
�������� �������� ������ ���������� ��� ����������� ��!��� ��� �������� ��!��
����� �� � ������ ������� ���������� ��������� �"������� ������������ �! ��&
���� ����������	 ��������� ���������� �� ���������	 �����! �����	 ��� ������
�������� ,��� ��������� �� �������! �������� ������� ��������� ������������
������� �� ��������� �� ��� ���� ���������� ��� �������� � ��������� �������
�������� ��� ��� �������� )(
 �������
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�
�
�	
�
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