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不完全驱动船舶直线航迹控制稳定性研究

周 岗 1 姚琼荟 1 陈永冰 1 周永余 1 李文魁 1

摘 要 基于输入输出线性化的技术, 针对不完全驱动水面船舶直线航迹控制系统的非线性数学模型, 给出了一种重定义输

出变量和采用该输出变量的状态反馈控制律. 文中基于 Lyapunov 直接法, 得到了保证系统全局渐近稳定的充分条件. 数值仿

真和模拟试验结果证明了该充分条件的正确性.

关键词 Lyapunov函数, 重定义输出变量, 输入输出线性化, 船舶航迹控制

中图分类号 TP273；U661.33

A Study of Stability of Straight-line Tracking Control System
for Underactuated Ship
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Abstract Based on the input-output linearization technique, a class of redefinition output variables are presented for

the ship′s straight-line tracking control system. At the same time, the state feedback control law is developed. In this

paper, the sufficient conditions for global asymptotical stability are given by means of Lyapunov′s direct method. The

results of numerical simulation and experiments on a simulator show the validity of the sufficient conditions.
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1 引言

为节省时间、缩短距离和降低油耗, 直线航迹控
制作为船舶航行过程中常用到的一种航迹控制方式

正在受到广泛地关注[1]. 文献 [2∼4] 在直线航迹控
制的工程实践方面作了大量的研究, 取得了一些成
果, 但是在稳定性方面只能实现直线航迹控制局部
渐近稳定, 这在工程实践中是不够的. 近年来, 文献
[5∼12] 等应用非线性反馈控制、Backsteping 技术
以及反馈线性化等技术对不完全驱动船舶航迹控制

问题进行研究, 期望获得船舶航迹全局稳定的控制
效果. 可见, 应用新的控制方法研究不完全驱动船舶
航迹全局稳定性问题已经成为研究的热点.

本文针对不完全驱动船舶直线航迹控制非线性

模型, 基于输入输出线性化技术, 对直线航迹控制的
全局稳定性进行了研究.
文中给出一种重定义输出变量 z = k(φ +

f(y)) + r. 同时指出基于该重定义输出变量设计
的控制律将使航迹闭环系统收敛于状态空间中一个

过零点的曲面.
在进一步的稳定性分析中, 基于 Lyapunov 直
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接法得到了保证航迹控制系统全局渐近稳定的充分

条件:
1) 重定义输出变量 z 全局渐近收敛于零;
2) 当 y 6= 0时, sin(f(y))y > 0;
3) 当 |y| → ∞时,

∫ y

0
sin(f(y))dy →∞;

4) 对任意 y ∈ <, 存在M > 0 , 使得 f ′(y) <

M .
数值仿真和模拟实验结果表明, 所给出的充分

条件能够保证不完全驱动船舶航迹控制全局渐近稳

定. 并且由于此充分条件易于达到, 因此该结论对进
一步的工程实践具有明显的指导意义和理论参考价

值.

2 系统数学模型及控制器设计

船舶直线航迹控制的非线性数学模型[12] 为




ẏ = U sinφ

φ̇ = r

ṙ = − 1
T
r − α

T
r3 + K

T
δ

(1)

其中, y为横偏位移, U 为船舶前进速度, φ为航

向角, r为艏摇角速度, δ 为控制舵角, K、T、α为

船舶操纵参数.
针对上述模型, 采用输入输出线性化方法进行

控制器的设计, 为此须构造系统的输出函数. 重定义
输出变量

z = k(φ + f(y)) + r (2)

式中 f(y)为关于 y的连续可导函数, k > 0.
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为了得到线性输入输出关系, 对式 (2)定义的输
出变量沿式 (1)的轨迹求时间导数直至出现输入 δ,
得到以下微分方程

ż = k(r + f ′(y)U sinφ)− 1
T

r − α

T
r3 +

K

T
δ (3)

这时, L1
fh = k(r + f ′(y)U sinφ) − 1

T
r − α

T
r3,

LgL0
fh = K

T
6= 0, 输入 δ 被导出, 可见系统的关系度

R (也称相对阶) 为 1.
取状态反馈控制律

δ =
1

LgL0
fh

(−L1
fh + ν) =

T

K
(−k(r+

f ′(y)U sinφ) +
1
T

r +
α

T
r3 + ν)

(4)

将式 (4) 代入式 (3), 得到一阶线性微分方程
ż = ν, 如果取

ν = −k1z (5)

可得闭环系统

ż + k1z = 0 (6)

式中 k1 为大于零的实数, 由设计者选定.
将式 (5)代入式 (4), 得

δ =
T

K
(−k1k(φ + f(y))− (k + k1 − 1

T
)r−

kf ′(y)U sinφ +
α

T
r3)

(7)

式 (7)即为所求控制律. 根据前面控制器的设计
可知, 针对式 (1)描述的直线航迹控制问题, 控制律
(7) 将原系统收敛到新状态空间的零平衡点 z = 0,
也即

k(φ + f(y)) + r = 0 (8)

在 y , φ, r 构成的 3 维状态空间中, 式 (8)描述
的是一个过零点的曲面 (详见附录 A). 因函数 f(y)
由设计者选定, 所以可称该曲面为预设曲面.
为了保证上述输入输出线性化控制方法能够实

现系统全局渐近稳定, 必须解决以下三个问题:
1) 设计的控制器是否可以保证状态空间中的

所有点收敛到预设曲面上;
2) 在预设曲面上的所有状态点能否收敛到零

平衡点;
3) 状态空间中的所有点是否能够稳定到预设

曲面并沿该曲面收敛到零平衡点.
输入输出线性化的设计方法应用微分几何精确

线性化理论以及线性控制理论, 可以保证状态空间
中的所有点当 t → ∞时, 收敛到预设曲面上. 因此
输入输出线性化设计方法直接解决了问题 1), 但不
能解决问题 2)和 3), 必须根据稳定性理论找出限制
条件.

3 稳定性分析

在稳定性分析之前, 先给出引理 1.
引理 1. 当 a > 0时, 对任意 x ∈ <下列不等式

成立:

−ax2 + bx ≤ −a

2
x2 +

b2

2a

证明.下式显然成立

ax2

2
− bx +

b2

2a
=

1
2
(
√

ax− b√
a
)2 ≥ 0

由上式立即可得引理 1. ¤
依据第 2节的阐述, 针对式 (7)与式 (1)构成的

闭环系统, 其稳定性分析将涉及以下三个问题.
问题 1. 针对式 (1) 和式 (2) 构成的组合系统,

设计的反馈控制律 (7)是否使状态空间中的所有点
全局渐近收敛于预设曲面 z = 0.

问题 2. 如果控制律 (7)使 z = 0, 可否保证 z

中组合元素 y, φ, r 的收敛性, 即曲面上的所有状态
点能否收敛到零平衡点.

问题 3. 控制律 (7)可否保证系统 (1)全局渐近
收敛于零平衡状态.
针对问题 1, 提出定理 1.
定理 1. 针对式 (1) 和式 (2) 构成的组合系统,

控制律 (7)可以使闭环系统 (6)全局渐近稳定, 即状
态空间中的所有点全局渐近收敛于曲面 z = 0.

证明. 由线性系统理论可知, 式 (7) 中系数 k1

大于零是该一阶系统全局渐近稳定的充分必要条件,
所以闭环系统 (6)是全局渐近稳定的, 即状态空间中
的所有点全局渐近收敛于曲面 z = 0. ¤

针对问题 2, 提出定理 2.
定理 2. 针对式 (1) 和式 (2) 构成的组合系统,

当控制律 (7) 使得 z 全局渐近收敛于零时, 若函数
f(y)满足条件:

1) 当 y 6= 0时, sin(f(y))y > 0;
2) 当 |y| → ∞时,

∫ y

0
sin(f(y))dy →∞;

3) 对任意 y ∈ <, 存在M > 0, 使得 f ′(y) <

M .
则可保证 z 中组合元素 y, φ, r 的收敛性, 即在

曲面上的所有状态点收敛到零平衡点.
证明. 由定理 1 知控制律 (7)可使 z = 0 . 将

z = 0代入式 (2)可得

r = −k(φ + f(y)) (9)

将式 (9)代入式 (1)中的第二个方程, 得
{

ẏ = U sinφ

φ̇ = −k(φ + f(y))
(10)
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令 ξ = φ + f(y), 式 (10)变换为
{

ẏ = U sin(ξ − f(y))
ξ̇ = −kξ + f ′(y)U sinφ

(11)

由中值定理可知, 必存在 θ ∈ [−f(y), −f(y) +
ξ],使得U sin(ξ−f(y)) = −U sin(f(y))+U cos θ·ξ,
由此可将式 (11)进一步写为如下形式

{
ẏ = −U sin(f(y)) + U cos θ · ξ
ξ̇ = −kξ + f ′(y)U sinφ

(12)

针对式 (12) 描述的非线性闭环系统, 很难找
到一个统一的 Lyapunov函数证明系统全局渐近稳
定. 研究表明, 可以在 φ ∈ (−π, π)区域中找到一个
Lyapunov函数, 证明系统是大范围渐近稳定的, 同
时也可以证明必然存在时刻 T0, 当 t ≥ T0 时, 系统
的状态点将进入到 φ ∈ (−π, π)区域内, 并且不会离
开此区域. 由此本文将分两步对闭环系统 (10)的稳
定性进行分析.
第一步证明必存在某个时刻 T0, 当 t ≥ T0时, φ

将进入到 (−π, π)区域内, 并且不会离开该区域.
首先, 由条件 2)可知 |f(y)| < π 必成立. 并且

由式 (10)中第二个方程可得

φ(t) = e−ktφ0 −
∫ t

0

e−k(t−τ)kf(y)dτ (13)

由式 (13)可得到以下不等式

|φ(t)| ≤ |e−ktφ0|+ |
∫ t

0

e−k(t−τ)kf(y)dτ |

≤ |e−ktφ0|+ sup |f(y)|(1− e−kt)
(14)

由 |f(y)| < π 可知必存在一个正数 ε ∈ (0, π),
使得下式成立

sup |f(y)| < π − ε (15)

将式 (15)代入不等式 (14)可得

|φ(t)| ≤ |e−ktφ0|+ (π − ε)(1− e−kt)

≤ |e−ktφ0|+ (π − ε)
(16)

又因当 t →∞时, |e−ktφ0| → 0, 所以必然存在
时刻 T0, 当 t ≥ T0 时有 |e−ktφ0| < ε, 代入式 (16)
可得

|φ(t)| < π (17)

不等式 (17) 表明, 当 t ≥ T0 时 φ 将进入到

(−π, π)区域内, 并且不会离开该区域.
第二步证明在 φ ∈ (−π, π) 区域内, 式 (12) 描

述的非线性闭环系统是大范围渐近稳定的.

选取 Lyapunov预选函数 V = V1 + V2, 取

V1 =
∫ y

0

2 sin(f(y))dy +
U

2k
ξ2

沿式 (12)的轨迹对 V1 求时间导数并根据引理

1有

V̇1 = −2U sin2(f(y)) + 2U sin(f(y)) · cos θ · ξ−
Uξ2 +

1
k
Uf ′(y) sin φξ

≤ −2U sin2(f(y)) + U(sin2(f(y)) + cos2 θ · ξ2)−
Uξ2 +

1
k
Uf ′(y) sin φξ

= −U sin2(f(y))− U(1− cos2 θ)ξ2+
1
k
Uf ′(y)φ sinφ +

1
k
Uf ′(y)f(y) sin φ

取

V2 =
1
k

∫ y

0

(M − f ′(y))f(y)dy +
M

k2
U

∫ φ

0

sinφdφ

沿式 (10)的轨迹对其求时间导数,并根据式 (9)
有

V̇2 = −1
k
Uf ′(y)f(y) sin φ− M

k
Uφ sinφ

则

V̇ = V̇1 + V̇2 ≤ −U sin2(f(y))−

U(1− cos2 θ)ξ2 − M − f ′(y)
k

Uφ sinφ
(18)

由于参数 U > 0, k > 0, 同时由条件 2) 和 3)可
知 V 正定.
设 xxx = [y ξ]T, 因函数 f(y) 满足条件 1), 即

|y| → ∞时,
∫ y

0
sin(f(y))dy →∞, 所以有 V →∞,

当 ‖xxx‖ → ∞.
由式 (18)可知,如果 φ ∈ (−π, π)区域内并且满

足条件 3), 则除了点 (y = 0, ξ = 0)外, 均有 V̇ < 0.
因此在 φ ∈ (−π, π)区域内, 式 (18)描述的非线性
闭环系统是大范围渐近稳定的.

综合第一步和第二步的证明, 当 t ≥ T0 时, 可
取函数 V 作为 Lyapunov预选函数, 则 V 正定, 并
且当 ‖xxx‖ → ∞ 时, V → ∞, 同时由式 (18) 知 V̇

负定. 因此根据 Lyapunov稳定性理论, 针对式 (12)
描述的非线性闭环系统可以断言, 当 t → ∞ 时,
y → 0, ξ → 0.
又因当 ξ → 0时, 有 φ → −f(y)成立, 所以当

y → 0时, φ → −f(0), 由条件 2)知 f(0) = 0, 所
以 φ → 0.



4期 周 岗等：不完全驱动船舶直线航迹控制稳定性研究 381

同时当 z = 0时, 有 r = −k(φ+ f(y))成立, 所
以当 y → 0和 φ → 0时, r → 0.
以上分析表明, 当控制律 (7) 使得 z 全局收敛

于零时, 若函数 f(y)满足定理 2的 3个条件, 则当
t → ∞时, 有 y → 0, φ → 0, r → 0成立, 即在曲面
上的所有状态点收敛到零平衡点. ¤
针对问题 3, 提出定理 3.
定理 3. 针对式 (1) 和式 (2) 构成的组合系统,

若定理 1 成立并且函数 f(y) 满足定理 2 的 3 个条
件, 则控制律 (7)与系统 (1)构成闭环系统的零平衡
状态是全局渐近稳定的.
证明见附录 B.
注. 满足以上充分条件的函数 f(y) 有无数个,

这里不一一举例, 以下仅给出两个满足该稳定条件
的函数:

f(y) = arctan(ζy), f(y) =
πζy

2
√

1 + ζ2y2

式中 ζ 为大于零的实数, 由设计者选定.
根据以上结论, 只要船舶参数和控制器参数

k1, k, ζ 大于零, 并采用上述函数构成输出变量 z =
k(φ + f(y)) + r, 则控制律 (7)就可以保证船舶航迹
非线性闭环系统原点平衡状态全局渐近稳定.

4 数值仿真

以文献 [12] 提供的实习船为例进行航迹控制
设计. 该船船长 L 为 126m, 船宽 B 为 20.8m, 满
载吃水 d 为 8m, 方形系数 Cb 为 0.681, 船速 U 为

7.7m/s. 通过计算得 K = 0.478/s, T = 216s, 取
α = 30, 各参数相应设计为 k = 0.055, k1 = 0.145,
f(y) = arctan(0.0017y), 代入式 (7)得到船舶航迹
控制算法为

δ = −3.6038(φ + arctan(0.0017y))− 88.2845r−
0.325

sinφ

1 + (0.0017y)2
+ 62.761r3

取初值 y0 = 3000m, φ0 = 160◦, 仿真结果如图
1 和图 2所示.

5 模拟试验

为了进一步验证所给充分条件的正确性, 进行
了船舶航迹控制的模拟试验. 如图 3所示, 以某舰船
参数为例, 采用自制的航迹航向舰舵模拟器模拟舰
船在海上的航行情况, 以 51系列单片机系统开发的
航迹航向控制器与之构成闭环系统, 该系统中所有
信号与实船一致. 在单片机中以控制律 (7)作为基础
设计船舶直线航迹控制算法. 模拟条件: 航速 20kn、
初始航向 254◦、初始经纬度 (112◦22′E, 21◦38.5′N).

图 1 横偏位移历时曲线

Fig. 1 Time response of y

图 2 艏偏角历时曲线

Fig. 2 Time response of φ

图 3 船舶航迹控制模拟系统

Fig. 3 The simulation system of tracking control

图 4为船舶运动轨迹. 船舶在初始偏离设定航
线约 4300m和初始偏离设定航迹向 227◦ 的条件下,
首先转向并迅速接近航线W033 至W034, 然后沿
着预定的航线W034至W037航行. 模拟试验表明,
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依据文中给出的充分条件设计的控制器能够保证船

舶直线航迹控制全局渐近稳定.

图 4 船舶运动轨迹

Fig. 4 Ship path by the simulation system

6 结论

本文针对船舶直线航迹控制系统全局渐近稳定

性问题, 利用输入输出线性化方法和 Lyapunov 直
接法, 得到了闭环系统全局稳定的充分条件. 理论分
析、数值仿真和模拟实验均证明了本文所得到的结

论的正确性.
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附录 A

因本文研究的船舶航迹直线控制系统是一个由 y, φ, r构成的 3维
系统, 所以重定义输出变量可以具有以下三种形式:

1) 取 z = f(y), 设其关系度 R 为 3. 经过输入输出线性化后,
再根据线性系统控制理论设计的控制器可使该 3 阶系统收敛到原点, 即
[z ż z̈]T = [0 0 0]T, 也即 [f(y) L1

f f(y) L2
f f(y)]T =

[0 0 0]T, 设 f(y) = f1(y, φ, r), L1
f f(y) = f2(y, φ, r) ,

L2
f f(y) = f3(y, φ, r), 在 y, φ, r 构成的三维空间中, f1(y, φ, r) = 0

, f2(y, φ, r) = 0 , f3(y, φ, r) = 0 分别代表的是三个曲面. 因此方程
[f1(y, φ, r) f2(y, φ, r) f3(y, φ, r)]T = [0 0 0]T 代表的是这三
个曲面的交点. 可见当 R = 3时, 不考虑特殊情况系统将收敛到状态空
间中的点.

2) 取 z = f(y, φ), 设其关系度 R 为 2. 同理, 经过输入输
出线性化后, 设计的控制器可使该系统收敛到原点, 即 [z ż]T =
[0 0]T, 也即 [f(y) L1

f f(y)]T = [0 0]T. 同样设 f(y) =
f1(y, φ, r), L1

f f(y) = f2(y, φ, r), 在 y,φ, r 构成的三维空间中,
f1(y, φ, r) = 0 和 f2(y, φ, r) = 0 分别代表的是两个曲面. 因此方
程 [f1(y, φ, r) f2(y, φ, r)]T = [0 0]T 代表的是这两个曲面的交线.
可见当 R = 2 时, 不考虑特殊情况系统将收敛到状态空间中的一条曲
线.

3) 取 z = f(y, φ, r), 设其关系度 R 为 1. 同理, 经过输入输
出线性化后, 设计的控制器可使该系统收敛到原点, 即 z = 0, 也即
f(y, φ, r) = 0. 在 y, φ , r 构成的三维空间中, f(y, φ, r) = 0代表的是
一个曲面. 因此当 R = 1时, 不考虑特殊情况系统将收敛到状态空间中
的一个曲面.

以上分析表明, 在 y, φ, r 构成的 3 维系统中, 采用输入输出线性
化技术设计的控制器可使系统收敛到状态空间中的点、线或面.

但该方法存在如下问题: 针对系统收敛到状态空间中的点, 输入输
出线性化技术不能保证该点唯一是原系统的原点; 针对系统收敛到状态
空间中的线, 输入输出线性化技术不能保证在该线上的所有点收敛到原
系统的原点, 也不能保证状态空间中的所有点收敛到该线并进而收敛到
原系统的原点; 针对系统收敛到状态空间中的面, 输入输出线性化技术不
能保证在该面上的所有点收敛到原系统的原点, 也不能保证状态空间中
的所有点会收敛到该面并进而收敛到原系统的原点.

为了解决上述问题, 必须根据稳定性理论找出相应的限制条件, 这
正是本文的研究重点.

附录 B

定理 3证明.
证明. 将式 (7)代入式 (1), 有

8
><
>:

ẏ = U sin φ

φ̇ = r

ṙ = −k(r + f ′(y)U sin φ)− k1z

(B1)

令 ξ1 = φ + f(y), ξ2 = z, 由 (2)式, 可得 r = ξ2 − kξ1, 代入
式 (B1)有

8
><
>:

ẏ = U sin(ξ1 − f(y))

ξ̇1 = ξ2 − kξ1 + f ′(y)U sin φ

ṙ + k(r + f ′(y)U sin φ) = −k1ξ2

(B2)

因 ξ̇2 = ṙ + k(r + f ′(y)U sin φ), 将其代入式 (B2)得

8
><
>:

ẏ = U sin(ξ1 − f(y))

ξ̇1 = ξ2 − kξ1 + f ′(y)U sin φ

ξ̇2 = −k1ξ2

(B3)

由中值定理可知, 必存在 θ ∈ [−f(y), −f(y) + ξ1] 使得
U sin(ξ1 − f(y)) = −U sin(f(y)) + U cos θ · ξ1 成立, 由此可将式
(B3)式写为如下形式

8
><
>:

ẏ = −U sin(f(y)) + U cos θ · ξ1

ξ̇1 = ξ2 − kξ1 + f ′(y)U sin φ

ξ̇2 = −k1ξ2

(B4)

式 (B4)可进一步写为如下形式

8
><
>:

ẏ = −U sin(f(y)) + U cos θ · ξ1

φ̇ = ξ2 − k(φ + f(y))

ξ̇2 = −k1ξ2

(B5)

与定理 2的证明类似, 分两步对其稳定性进行分析.
第一步：同理, 由定理 2的条件 2)可得 |f(y)| < π 必成立. 并且

由式 (B5)中第二个方程可得

φ(t) = e−ktφ0 −
Z t

0
e−k(t−τ)(kf(y)− ξ2)dτ (B6)

由式 (B5)中第三个方程可得

ξ2(t) = e−k1tξ20 (B7)

将式 (B7)代入式 (B6)可得

φ(t) = e−ktφ0 −
Z t

0
e−k(t−τ)(kf(y)− e−k1τξ20 )dτ

= e−ktφ0 −
Z t

0
e−k(t−τ)kf(y)dτ +

Z t

0
e−k(t−τ)−k1τξ20dτ

(B8)

当 k 6= k1 时, 由式 (B8)可得下列不等式

|φ(t)| ≤ |e−ktφ0|+ |
Z t

0
e−k(t−τ)kf(y)dτ |+

|
Z t

0
e−k(t−τ)−k1τξ20dτ |

≤ |e−ktφ0|+ sup |f(y)|(1− e−kt)+

| ξ20

k − k1
(e−k1t − e−kt)|

(B9)

由 |f(y)| < π 可知必存在一个正数 ε ∈ (0, π), 使得下式成立

sup |f(y)| < π − ε (B10)

将式 (B10)代入不等式 (B9)可得

|φ(t)| ≤ |e−ktφ0|+ (π − ε)|(1− e−kt) + | ξ20

k − k1
(e−k1t − e−kt)|

≤ |e−ktφ0|+ (π − ε) + | ξ20

k − k1
(e−k1t − e−kt)|

(B11)

又 t →∞时, |e−ktφ0| → 0, | ξ20
k−k1

(e−k1t − e−kt)| → 0, 所以

必然存在时刻 T0, 当 t > T0 时有 |e−ktφ0|+ | ξ20
k−k1

(e−k1t−e−kt)| <
ε, 将其代入不等式 (B11)可得

|φ(t)| < π

当 k = k1 时, 由式 (B8)可得下列不等式

|φ(t)| ≤ |e−ktφ0|+ sup|f(y)|(1− e−k1t) + |ξ20 te−k1t|
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因 t →∞时, |e−ktφ0| → 0, |ξ20 te−kt| → 0, 所以同理可得

|φ(t)| < π (B12)

不等式 (B12)表明, 必然存在时刻 T0, 当 t > T0 时, φ将进入到
(−π, π)区域内, 并且不会离开该区域.

第二步：选取 Lyapunov预选函数 V = V1 + V2, 取

V1 =

Z y

0
2 sin(f(y))dy +

U

k
ξ2
1 +

1

k1k2
Uξ2

2

则沿式 (B4)的轨迹对 V1 求时间导数, 并根据引理 1有

V̇1 = −2U sin2(f(y)) + 2U sin(f(y)) cos θ · ξ1 +
2

k
Uξ1ξ2−

2Uξ2
1 +

2

k
Uf ′(y) sin φξ1 − 2

k2
Uξ2

2

≤ −U sin2(f(y))− U(sin2(f(y))− 2 sin(f(y)) · cos θ · ξ1+

cos2 θξ2
1) + U cos2 θξ2

1 − Uξ2
1 +

1

k2
Uξ2

2−
2

k2
Uξ2

2 +
2

k
Uf ′(y) sin φξ1

= −U sin2(f(y))− U sin2 φ− U(1− cos2 θ)ξ2
1 −

1

k2
Uξ2

2+

2

k
Uf ′(y)φ sin φ +

2

k
Uf ′(y)f(y) sin φ

取

V2 =
2

k

Z y

0
(M − f ′(y))f(y)dy +

2M

k2
U

Z φ

0
sin φdφ+

U

4k1
(
2M

k2
)2ξ2

2

沿式 (B5)的轨迹对 V2 求时间导数, 并根据引理 1有

V̇2 =
2(M − f ′(y))

k
Uf(y) sin φ− 2M

k
U(φ + f(y)) sin φ+

2M

k2
Uξ2 sin φ− U

2
(
2M

k2
)2ξ2

2

≤ − 2

k
Uf ′(y)f(y) sin φ− 2M

k
Uφ sin φ− U

4
(
2M

k2
)2ξ2

2 + U sin2 φ

由此可得

V̇ = V̇1 + V̇2 ≤ −U sin2(f(y))− U(1− cos2 θ)ξ2
1−

2(M − f ′(y))

k
Uφ sin φ− 1

k2
Uξ2

2 −
U

4
(
2M

k2
)2ξ2

2

(B13)

因参数 U > 0 , k > 0 , k1 > 0, 同时由定理 2 的条件 2) 和 3)
可知 V 正定. 设 xxx = [y ξ1 ξ2]T, 因函数 f(y) 满足定理 2 的条件
1), 即 |y| → ∞ 时,

R y

0 sin(f(y))dy → ∞ , 所以有 V → ∞ , 当
‖xxx‖ → ∞.

由式 (B13) 可知, 如果 φ ∈ (−π, π) 区域内并且满足定理 2 的
条件 3), 则除了点 (y = 0, ξ1 = 0, ξ2 = 0) 外, 均有 V̇ < 0. 因此在
φ ∈ (−π, π)区域内, 式 (B4)描述的非线性闭环系统是大范围渐近稳定
的.

综合第一步和第二步的证明, 当 t > T0 时, 取函数 V 作为
Lyapunov 预选函数, 则 V 正定, 并且当 ‖xxx‖ → ∞ 时, V → ∞, 同
时由式 (B13) 可知 V̇ 为负定. 因此针对式 (B4) 描述的非线性闭环系
统, 根据 Lyapunov稳定性理论可以断言, 当 t →∞时, y → 0, ξ1 →
0, ξ2 → 0.

将 y = 0, ξ1 = 0, ξ2 = 0代入方程

(
ξ1 = φ + f(y)

ξ2 = k(φ + f(y)) + r

得到唯一解 y = 0, φ = 0, r = 0, 因此如果重定义输出变量 z =
k(φ + f(y)) + r 满足条件:

1) 重定义输出变量 z 全局渐近收敛于零;
2) 当 y 6= 0时, sin(f(y))y > 0;
3) 当 |y| → ∞时,

R y

0 sin(f(y))dy →∞;
4) 对任意 y ∈ <, 存在M > 0, 使得 f ′(y) < M .
则控制律 (7) 与式 (1) 构成闭环系统的零平衡状态是全局渐近稳

定的. ¤


