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三段均匀扭曲玻色开弦的Casim ir 能量3

陆继宗　黄保法

提　要　在讨论两段均匀玻色开弦的 Casim ir 能量的基础上, 进一步推广讨论了

三段均匀玻色开和闭弦以及费米子弦的 Casim ir 能量 1 并且对三段均匀超弦的

Casim ir 能量也作了探讨 1
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　　1948 年 Casim ir 计算了两无穷大导电平板之间的真空电磁能量[ 1 ] 1 发现此能量是负

的, 因而两平板之间的力是吸引力 1 在自然单位制中, 此力的大小为 F = - A Π2ö240a4, 式

中A 为板的面积, a 为两板间的距离 1 后来人们称此种能量为 Casim ir 能量, 力为 Casim ir

力 1 半个世纪以来, Casim ir 能量一直吸引着许多物理学家 11997 年, L am o reaux 通过实验

以很高的精度测量了一导电半球面和一导电平板相距 0. 6Λm 到 6Λm 时的力, 发现与

Casim ir 的预言相符得很好, 从而严格证明了这一效应[ 2 ]1 因此Casim ir 能量再次引起了人

们的兴趣 1
一般说来, Casim ir 是由于边界的出现、时空的弯曲以及某些背景场的存在而引起的量

子场的真空能量极化[ 3 ]1 在Casim ir 之后,Boyer 讨论了一个大球面上的Casim ir 能量, 他指

出此时球面上的应力是排斥力[ 4 ] 1Bayin 和 O zcan 计算了带有球面边界的弯曲空间的

Casim ir 能量[ 5 ]1Fo rd 讨论了背景场引起的Casim ir 能量[ 6 ]1Casim ir 能量与空间维数的关系

最近也有人讨论[ 7, 8 ]1 扩展体Casim ir 能量的讨论开始于 80 年代 1 文献[9 ]和[10 ]讨论了膜

的Casim ir 能量 1B revik 和N ielsen 首先计算了分段均匀玻色子闭弦的Casim ir 能量[ 11 ]1 他

们用的正规化方法是指数割断法, 后来有人用了广义 R iem ann Φ2函数正规化法也求得了

Casim ir 能量[ 12 ]1 后者更为简单明了 1 有限温度分段均匀玻色子闭弦的 Casim ir 能量也由

B revik, N ielsen 等人给出[ 13, 14 ] 1 我们已把他们的讨论推广到玻色子开弦、费米子弦和超弦

等情况[ 15 ]1Bayin 等人讨论了具有扭曲连接条件的分段均匀玻色子闭弦的Casim ir 能量[ 16 ] ,

但没有讨论开弦、费米子弦和超弦 1 我们已讨论了两段均匀扭曲玻色开弦的 Casim ir 能

量[ 17 ] 1 本文将在此基础上讨论具有扭曲和非扭曲两类连接条件的三段均匀玻色子开弦的



Casim ir 能量, 并对费米子弦和超弦作简单讨论 1

1　两段均匀弦情形

为完整起见, 先列出两段均匀弦情形中的一些结果 1 设两段弦的长度分别为 L 1 和

L 2 (L = L 1 + L 2) , 张力为 T 1 和 T 2 1 声速已被调整为光速 c, 且采用自然单位制 (c = 1) 1 令

Ω= Ω(Ρ, Σ) 为弦的横向位移, Ρ和 Σ为 1 + 1 维空间中的空间和时间变量 1Ω满足波动方程

( 52

5Ρ2 -
52

5Σ2 ) Ω(Ρ, Σ) = 01 (1)

因为D irich let 边界条件相当于闭弦, 我们只考虑N eum ann 边界条件 1
N eum ann 边界条件为:

5Ω1

5Ρ û Ρ= 0 =
5Ω2

5Σû Ρ= L = 01 (2)

在连接处L 1, Ω(Ρ, Σ)有两类连接条件:

Ω1 (L 1) = Ω2 (L 1) , (3a)

Ω1 (L 1) = - Ω2 (L 1) 1 (3b)

(3a)为非扭曲情形; (3b)为扭曲情形 1 Ω(Ρ, Σ) 导数的连接条件为:

T 1
5Ω1

5Ρ û Ρ= L 1 = T 2
5Ω2

5Σû Ρ= L 11 (4)

1. 1　非扭曲情形

由波动方程 (1) , 边界条件 (2) 和非扭曲连接条件 (3a) , 可得非扭曲分段均匀玻色子开

弦的色散方程

x sin (L 1Ξ) co s (yL 1Ξ) + co s (L 1Ξ) sin (yL 1Ξ) = 0, (5)

式中 x =
T 1

T 2
, y =

L 1

L 2
1 原则上由此色散方程可求出频谱, 但实际很难求出一般的解析解 1 只

能在某些特殊情况下得到其解析解 1
1. 1. 1　 x = 1

这对应于均匀弦 1 在此情况由 (1)得 Ξn = nΠöL 1 (n = 1, 2, 3, ⋯) , 零点能为

E = 2 ∑
∞

n= 1

1
2

Ξn =
Π
L

Φ(- 1, 1) = -
Π

12L
, (6)

式中 Φ(- 1, 1) 为广义 R iem ann (H u rw itz) Φ2函数: Φ(- 1, 1) = - (a2 - a - 1ö6) ö21 从

(6) 式可以清楚看出, 与闭弦不同 (均匀闭弦的 Casim ir 能量为零[ 11, 13, 14 ]) , 均匀的开弦仍然

有Casim ir 能量 1 这是由于开弦的两端就是边界而引起的 1
1. 1. 2　 x → 0

这意味 T 1 和 T 2 中有一个为零, 另一个有限 1 此时有两个频谱 Ξn = nΠöL 1 (n = 1, 2, 3,

⋯) 和 Ξn = (2n + 1) Πö2L 1 (n = 0, 1, 2, ⋯) 1 相应的Casim ir 能量为

E = -
Π

2L I I
Φ(- 1, 1) +

Π
2L I

Φ(- 1,
1
2

) = -
Π

48L
( 2

y
- y + 1) 1 (7)

　　与闭弦不同, 不必在 (7)式中减去均匀弦的Casim ir 能量 (6)式 1 x →∞与 x → 0两种情

况并无本质区别, 只要作变换 y → 1öy 即可 1
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1. 1. 3　y = 2J + 1 (J = 1, 2, 3)

此时有一个简并的频谱 Ξn = nΠö2L I (n = 1, 2, 3, ⋯) 和 J 个非简并的双支频谱 Ξn =

{ (p j + n) ΠöL I , (1 - p j + n) ΠöL I }, 式中 n = 0, 1, 2, ⋯, p j 为 (0, 1ö2) 中的一个数, j = 1,

2, 3, ⋯, J 1 相应的Casim ir 能量为

E = -
ΠJ (4J + 3)

12L
-

Π
12L

-
Π(J + 1)

2L ∑
J

j= 1

[p 2
j + (1 - p j ) 2 ]1 (8)

　　同样, 不必在 (8)式中减去均匀弦的Casim ir 能量 (6)式 1
1. 1. 4　 y = 2J (J = 1, 2, 3, ⋯)

此时有一个简并的频谱Ξn = nΠöL I (n = 1, 2, 3, ⋯) 和J 个非简并的双支频谱Ξn = { (p j

+ n) ΠöL I , (1 - p j + n) ΠöL I }, 式中 n = 0, 1, 2, ⋯, p j 为 (0, 1ö2) 中的一个数, j = 1, 2, 3,

⋯, J 1 相应的Casim ir 能量为

E = -
ΠJ (4J + 1)

6L
-

Π
12L

-
Π(2J + 1)

4L ∑
2J

j = 1
[p 2

j + (1 - p j ) 2 ]1 (9)

1. 2　扭曲情形

由波动方程 (1) , 边界条件 (2) 和扭曲连接条件 (3b) , 可得扭曲分段均匀玻色子开弦的

色散方程 1 扭曲分段均匀玻色子开弦的色散方程为

x sin (L 1, Ξ) co s (yL 1Ξ) - co s (L 1, Ξ) sin (yL 1Ξ) = 01 (10)

可以求得下列特殊情况下的Casim ir 能量:

1. 2. 1　x = 1

由于在连接点有扭曲存在, 此时已不再对应于均匀弦1由 (10) 式, 有 (y - 1) Ξn = ΠnöL 1

(n = 1, 2, 3, ⋯) 1 这意味着在此情况下, Casim ir 能量总与 y 有关 1 仅当 y = 0 或 y = ∞时,

才是均匀弦 1 当 y≠1 时, 有

E = -
Π

12 (L 2 - L 1) 1 (11)

　　在扭曲情况下, 特别要注意, 当 y = 1 (即L 1= L 2)时, Casim ir 能量不确定 1
1. 2. 2　x →0

此情况与非扭曲情况相同:

E = -
Π

48L
( 2

y
- y + 1) 1 (12)

1. 2. 3　y = 2J + 1 (J = 1, 2, 3)

此时有一个简并的频谱 Ξn= nΠö2L I (n= 1, 2, 3, ⋯) 和 J 个非简并的双支频谱 Ξn= { (p j

+ n) ΠöL I , (1- p j + n) ΠöL I }, 式中 n= 0, 1, 2, ⋯; p j 为 (0, 1ö2)中的一个数, j = 1, 2, 3, ⋯,

J 1 相应的Casim ir 能量为

E = -
ΠJ (4J + 3)

12L
-

Π
12L

-
Π(J + 1)

2L ∑
J

j= 1
[p 2

j + (1 - p j ) 2 ]1 (13)

1. 2. 4　y = 2J (J = 1, 2, 3, ⋯)

此时有一个简并的频谱 Ξn= nΠö2L I (n= 1, 2, 3, ⋯)和 J 个非简并的双支频谱 (Ξn= { (p j

+ n) ΠöL I , (1- p j + n) ΠöL I }) , 式中 n= 0, 1, 2, ⋯; p j 为 (0, 1ö2)中的一个数, j = 1, 2, 3, ⋯,

J 1 相应的Casim ir 能量为

E = -
ΠJ (4J + 1)

6L
-

Π
12L

-
Π(2J + 1)

4L ∑
2J

j = 1
[p 2

j + (1 - p j ) 2 ]1 (14)

63　　　　　　　　　　　　　　　　　上海师范大学学报 (自然科学版)　　　　　　　　　　　　　　　1999 年



　　注意, (13) , (14) 式表面上分别与两段均匀弦中的相应情形 (8) , (9) 式相同, 但实际不

同 1 这是因为色散方程 (10)式与 (5)式不同, 所以在这两种情况下所得的频谱中 p j 也不同 1

2　三段均匀弦情形

令三段均匀弦 1, 2, 3 具有相等长度L ö3, L 为总长度; 声速等于光速: v = (T 1öΘ1) 1ö2=

(T 2öΘ2) 1ö2= (T 3öΘ3) 1ö2= 11 现有两个端点 Ρ= 0, L 以及两个连接点 Ρ= L ö3, 2L ö31 满足波

动方程的解 Ω(Ρ, Σ)为:

Ω1 = Ν1 (eiΞ(Ρ- Σ) + e- iΞ(Ρ+ Σ) ) , (15a)

Ω2 = Ν2 (eiΞ(Ρ- Σ) + e- iΞ(Ρ+ Σ) ) , (15b)

Ω3 = Ν3eiL (eiΞ(Ρ- L - Σ) + e- iΞ(Ρ- L + Σ) ) 1 (15c)

　　N eum ann 边界条件为:

5Ω1

5Ρ û Ρ= 0 =
5Ω2

5Σû Ρ= L = 01 (16)

　　非扭曲连接条件为:

Ω1 (L
3

) = Ω2 (L
3

) , (17a)

Ω2 (2L
3

) = Ω3 (2L
3

) , (17b)

T 1
5Ω1

5Ρ û Ρ= L
3

= T 2
5Ω2

5Ρ û Ρ= L
3
, (17c)

T 2
5Ω2

5Ρ û Ρ= 2L
3

= T 3
5Ω3

5Ρ û Ρ= 2L
3

1 (17d)

2. 1　非扭曲情形

由 (15) , (16)和 (17)式, 可得非扭曲情形的色散方程:

sin3p sinp (co s2p
x 1x 2

+
co s2p

x 1
-

sin2p
x 2

+ co s2p ) = 0, (18)

式中 p = ΞL ö31 由 (18) 式原则上可以求得频谱和 Casim ir 能量, 但只有在几个特殊情况才

能求得解析解:

2. 2. 1　x 1= x 2= 1

这相当于均匀开弦情况, 其频谱为: Ξn= nΠöL (n= 1, 2, 3, ⋯) 1
零点能为:

E = 2 ∑
∞

n= 1

1
2

Ξn =
Π
L

Φ(- 1, 1) = -
Π

12L
1 (19)

　　 (19)式与 (6)式相同, 这说明均匀开弦的 Casim ir 能量总是相等的 1
2. 1. 2　x 1→0, x 2 任意

此时有两个频谱 Ξn= 3nΠöL (n= 1, 2, 3, ⋯)和 Ξn= 3 (2n+ 1) Πö2L (n= 0, 1, 2, ⋯) 1 相应

的Casim ir 能量为

E = -
Π

16L
1 (20)
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　　 (20) 式与 (7) 式明显不同 1 一般来说, 除均匀情况外, 三段弦的 Casim ir 能量两段弦的

Casim ir 能量都不相同 1
2. 2　扭曲情形

扭曲连接条件为:

Ω1 (L
3

) = - Ω2 (L
3

) , (21a)

Ω2 (2L
3

) = Ω3 (2L
3

) , (21b)

T 1
5Ω1

5Ρ û Ρ= L
3

= T 2
5Ω2

5Ρ û Ρ= L
3
, (21c)

T 2
5Ω2

5Ρ û Ρ= 2L
3

= T 3
5Ω3

5Ρ û Ρ= 2L
3

1 (21d)

　　由 (15) , (16)和 (21)式, 可得扭曲情形的色散方程:

sin3p sinp (co s2p
x 1x 2

+
co s2p

x 1
+

sin2p
x 2

- co s2p ) = 01 (22)

　　显然, (22)与 (18)式不同 1 故两者的Casim ir 能量也不同 1 同样, 由 (22) 式原则上也可

以求得扭曲情形的频谱和Casim ir 能量, 但只有在几个特殊情况下才能求得解析解:

2. 2. 1　x 1= x 2= 1

由于有扭曲的连接条件, 这已不对应于均匀弦 1 其Casim ir 能量为:

E = -
Π

4L
1 (23)

2. 2. 2　x 1→0, x 2 任意

此时Casim ir 能量为:

E =
Π

48L
1 (24)

3　讨　论

(1) 我们已经讨论了费米子弦和超弦的Casim ir 能量[ 15 ] , 指出超弦的Casim ir 能量是玻

色子弦的负值 1 所以可以很方便地求得超弦的Casim ir 能量 1
(2) 在此需要特别强调的是: 在开弦情况, Casim ir 能量可正可负, 这与B revik 等人讨

论的闭弦[ 11, 13, 14 ]完全不同 1 在他们的讨论中Casim ir 能量总是正的, 也就是说总是排斥力 1
(3) 在开弦情况, 由于有边界, 即使均匀弦也有 Casim ir 能量 1 这与B revik 等人的讨

论[ 11, 13, 14 ]不同 1
(4) 用同样的方法, 可讨论由三段或多段组成的弦; 也可讨论多圈弦的 Casim ir 能量 1

我们将另文讨论 1
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Casim ir Energy for Three-p iece
Un iform Twisted Open Boson ic Str ings

L u J iz ong　　　　　　　　　　　　H uang B aof a
　 (Shanghai T eachers U niversity)　　　　　　　 (Shanghai T echnical Co llege of M etallu rgy)

Abstract　W e ex tend ou r d iscu ssion s on the Casim ir energy fo r tw o2p iece un ifo rm bo son ic

st rings to the cases of th ree2p iece un ifo rm tw isted open bo son ic st rings, clo sed bo son ic

st rings and ferm ion ic st rings. T he Casim ir energy fo r superst rings is invest iga ted b riefly

too.

Key words　Casim ir energy; bo son ic st ring; zero2po in t energy
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