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具有有界径向符号的 Toep litz 算子3

许庆祥

提　要　研究由某些本质有界的径向函数为符号函数的 Toep litz 算子所生成的

C 3 2代数的结构
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记D 为复平面上的开单位圆盘, dA 为D 上正规的L ebesgue 测度 1 记L
2 (D , dA )为D

上的平方可积函数全体 , L
2
a (D , dA ) 为其中的解析函数全体1众所周知 , L

2
a (D , dA ) 为

L
2 (D , dA )的闭子空间 1 记 P 为L

2 (D , dA )到L
2
a (D , dA )上的投影算子 1

Π f ∈L
2 (D , dA ) , 定义 Toep litz 算子 T f 如下:

T f (g ) = P (f g ) , 　Π g ∈L 2
a (D , dA ) 1

　　记L
2
R (D , dA ) 为L

2 (D , dA ) 中的径向函数全体 1 Π f ∈L
2
R (D , dA ) , g∈L

2
a (D , dA ) , 由

[3 ]知

T f (g ) (z ) =∫D

f (Ξ) g (Ξ)
(1 - z Ξ) 2dA (Ξ) = ∑

∞

n= 0

an (f ) bnz n , (1)

其中 an (f ) = (n+ 1)∫D ûz û 2n
f (z ) dA (z ) , g (z ) = ∑

∞

n= 0
bnz

n1

记 C (B n) 为 C
n 中的闭单位球上的连续函数全体, T (B n) 为由{T Á û Á ∈C (B n) }所生成

的C
3 2代数 1Cobu rn 在文[1 ]中证明了

T (B n) = {T Á + k ûÁ ∈C (B n) , k ∈ K (L 2
a (B n) ) },

其中 K (L 2
a (B n) )为L

2
a (B n , dA )上的紧算子全体 1 上述命题的证明用到了下列关键事实:

Π Á , Υ∈C (B n) , T Á Υ - T Á T Υ∈ K (L 2
a (B n) ) 1

　　值得注意的是, 即使在 n= 1 的情形, 当 f ∈L
∞ (D , dA ) , g∈C (D ) 时, T f g - T f T g也不

一定为紧算子 1 从而知, 对于Bergm an 空间L
2
a (D , dA ) 上的 Toep litz 算子, 当算子符号由



连续函数推广到本质有界函数时, 相应的算子性质会有很大的不同 1
在本文的第 1 部分中, 我们研究由某些本质有界的径向函数为符号函数的 Toep litz 算

子所生成的C
3 2代数的结构 1

记 L
∞
R (D , dA ) = {f ∈L

∞ (D , dA ) û f 为径向函数}; L
∞
CR (D , dA ) = {f ∈L

∞
R (D , dA ) û Π g

∈L
∞
R (D , dA ) , T f T g - T f g为紧算子}1 显然常值函数和具有紧支集的有界径向函数都属于

L
∞
CR (D , dA ) 1由 ( 1 ) 式知 , T f T g = T g T f , Π f , g ∈L

∞
R (D , dA ) , 从而L

∞
CR (D , dA ) 为

L
∞ (D , dA ) 的 3 2子代数 1

记 X = span{f z
n
z

m û f ∈L
∞
CR (D , dA ) , n , m ∈N ∪{0}}, T (X ) 为由{T x û x ∈X }生成的

C
3 2代数 1 本文证明了

T (X ) = {T x + kûx ∈X , k ∈ K (L 2
a (D , dA ) ) }1

由 Stone2W eierst rass 定理知, span{z
n
z

m ûn ,m ∈N ∪{0}}= C (D ) 1 于是 C (D ) Α C (X ) , 从

而本部分的工作为Cobu rn 的工作在 n= 1 时的推广 1
在第 2 部分中, 研究加权Bergm an 空间上 Toep litz 算子的一致有界性 1

1　具有有界径向符号的 Toepl itz 算子所生成的C3 -代数

引理 1. 1　设 f ∈L
∞
R (D , dA ) , 则lim n→∞ (an+ 1 (f ) - an (f ) ) = 01

证明　 an+ 1 (f ) - an (f ) = (n+ 2)∫D f (Ξ) ûΞû 2n ûΞû 2-
n+ 1
n+ 2 dA (Ξ) 1

由于 f ∈L
∞ (D , dA ) , 只要证明

I n = (n + 2)∫D
ûΞû 2n ûΞû 2 -

n + 1
n + 2

dA (Ξ) → 0 (n →∞) 1

I n =
1
Π (n + 2)∫

2Π

0
dΗ∫

1

0
r2n r2 -

n + 1
n + 2

rd r = 2 (n + 1
n + 2

) n+ 1 (1 -
n + 1
n + 2

) 1

所以 I n→0 (n→∞) , 从而知命题成立 1
定理 1. 2　存在下列C

3 2代数正合序列:

0 → K (L 2
a (D , dA ) ) → T (X ) →C (X ) → 01

　　证明　首先证明

Π x , y ∈X , T x T y - T x y ∈ K (L 2
a (D , dA ) ) 1

由L
∞
CR (D , dA )的定义知, 只要证明Π n ,m , k∈N ∪{0},

(1) T zm T z n - T z nT zm ∈K (L 2
a (D , dA ) ) 1

(2) T f T z k - T z k T f ∈K (L 2
a (D , dA ) ) 1

这是因为若 (1) , (2)成立, 则对Π n1, n2,m 1,m 2∈N ∪{0}, f 1, f 2∈L
∞
CR (D , dA ) ,

T f 1z
n1zλm 1 õ T f 2z

n2zλm 2 = T zλm 1T f 1
T z n1 õ T zλm 2T f 2

T z
n2 =

T zλm 1T f 1
T zλm 2T z

n1T f 2
T z

n2 + k 1 = T zλm 1 T zλm 2T f 1
T z n1 T f 2

T z
n2 + k 2 =

T zλ(m 1+ m 2) T f 1
T f 2

T z
(n1+ n2) + k 3 = T zλ

(m 1+ m 2) T f 1f 2
T z

(n1+ n2) + k 4 =

T f 1f 2z
(n1+ n2)

zλ
(m 1+ m 2) + k 41

这里 k 1, k 2, k 3, k 4∈K (L 2
a (D , dA ) ) 1
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由文[1 ]知, (1)式成立 1 下证 (2)式成立 1

Π g∈L
2
a (D , dA ) , 设 g (z ) = ∑

∞

n= 0
bnz

n1 则

T f z k (g ) (Ξ) = ∑
∞

n= 0
an+ k (f ) bnΞn+ k ,

T z k T f (g ) (Ξ) = ∑
∞

n= 0
an (f ) bnΞn+ k 1

于是

(T f z k - T z k T f ) (g ) (Ξ) = ∑
∞

n= 0

(an+ k (f ) - an (f ) ) bnΞn+ k 1

记 c
k
n= an+ k (f ) - an (f ) , 则

ûcn
k û ≤ ûan+ k (f ) - an+ k- 1 (f ) û + ⋯ + ûan+ 1 (f ) - an (f ) û1

由引理 1. 1 知lim
n→∞

cn
k = 01

现设{gm }m = 1, 2, ⋯Α L a
2 (D , dA ) , gm 弱收敛于0, 则由 [ 3, 引理2 ]知, sup

m
‖gm ‖= C <

+ ∞ 且 {gm } 内闭一致收敛于 01 记 gm (z ) = ∑
∞

n= 0
b

(n)
m z

n , 则

‖gm ‖2 = ∑
∞

n= 0

ûb
(n)

m û 2

n + 1
,

‖ (T f z k - T z k T f ) (gm )‖2 = ∑
∞

n= 0

ûck
nû 2ûb

(n)
m û 2

n + k + 1
= ∑

∞

n= 0
ûck

nû 2 n + 1
n + k + 1

õ ûb
(n)

m û 2

n + 1
1

　　Π Ε> 0, ϖ N , 使当 n> N 时, 有 ûc
k
nû 2 n+ 1

n+ k+ 1
< Ε1 于是,

‖ (T f z k - T z k T f ) (gm )‖2 ≤∑
N

n= 0

ûck
nû 2ûb

(n)
m û 2

n + k + 1
+ ΕC 21

而b
(n)

m =
g

(n)
m (0)

n!
, 由gm 在任一紧子集上的一致收敛性 , 应用Cauchy积分公式知g

(n)
m ( 0) →

0 (m →∞) 1 于是, ϖ M 0∈N , 使当 m > m 0时, 有

∑
N

n= 0

ûck
nû 2ûb

(n)
m û 2

n + k + 1
< Ε1

从而当m > m 0时,

‖ (T f z k - T z k T f ) (gm )‖2 ≤ Ε(1 + C 2) 1
由 Ε的任意性知,

‖ (T f z k - T z k T f ) (gm )‖→ 0 (m →∞) 1
由[2, 定理 1. 3. 4 ] 知, T f T z k - T z k T f ∈K (L 2

a (D , dA ) ) 1
由 T (D ) Α T (X )知, K (L 2

a (D , dA ) ) Α T (X ) 1 定义 Ρ: X → T (X ) öK ,

Ρ ∑f iz
n iz

m i = ∑ T f iz
nizm i 1

由于Π x , y∈X , T x T y - T x y∈K (L 2
a (D , dA ) ) , Ρ为一个压缩的保持3 运算的代数同态 1 将 Ρ

唯一地延拓定义到X 上, 延拓后的映照记为 Ρζ1 则 Ρζ 为C
3 2代数X 到C

3 2代数 T (X ) öK 的一

个C
3 2代数同态 , 从而Ρζ (X ) 为T (X ) öK 的一个C

3 2子代数1由T (X ) 的定义知Ρζ (X ) =
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T (X ) , 即 T (X ) = {T x + kûx ∈X , k∈K (L 2
a (D , dA ) ) }1

2　加权 Bergman 空间上 Toepl itz 算子的一致有界性

设 Α> - 1, 定义

P Α(f ) (z ) = (Α+ 1)∫D

(1 - ûΞû 2) Α

(1 - z Ξ) 2+ Αf (Ξ) dA (Ξ) 1

由 [2 ]知, 当 Α> -
1
2
时, P Α为L

2 (D , dA )到L
2
a (D , dA )的有界线性算子 (但不一定为投影算

子) 1
设 f ∈L

2 (D , dA ) , 定义 Toep litz 算子 T
Α
f 如下:

T f
Α(g ) (z ) = P Α(f g ) (z ) , 　 g ∈L 2

a (D , dA ) 1
　　定理 2. 1　设 f ∈L

∞
R (D , dA ) , 则 sup

- 1
2 < Α< + ∞

‖T f
Α‖≤‖f ‖∞1

证明　Π g∈L
2
a (D , dA ) , 设 g (z ) = ∑

∞

n= 0
bnz

n1 令 Κ= Α+ 2, 则

T f
Α(g ) (z ) = (Α+ 1)∫D

(1 - ûΞû 2) Α

(1 - z Ξ) 2+ Αf (Ξ) g (Ξ) dA (Ξ) =

∑
∞

n= 0

# (n + Κ)
n! # (Κ) z n (Α+ 1)∫D

(1 - ûΞû 2) Α f (Ξ) g (Ξ) ΞndA (Ξ) 1

由

(Α+ 1)∫D
(1 - ûΞû 2) ΑûΞû 2ndA (Ξ) = (Α+ 1)B (n + 1, Α+ 1) =

n! # (Κ)
# (n + Κ) ,

以及 f 为径向函数, 知 ‖T f
Α‖≤‖f ‖∞, Π Α> -

1
2

1

性质 2. 2　存在 f ∈L
∞ (D , dA ) , 使 sup

- 1
2 < Α< + ∞

‖T f
Α‖= + ∞1

证明　记D + = {z ûz∈D , Im (z )≥0}, 令 f (z ) = ûz û·ςD +
(z ) 1 则

T f
Α(1) (z ) = ∑

∞

n= 0

# (n + Κ)
n! # (Κ) z n (Α+ 1)∫D +

(1 - ûΞû 2) ΑûΞû ΞndA (Ξ) 1

当 n= 2k+ 1 时,

∫D +

(1 - ûΞû 2) ΑûΞû ΞndA (Ξ) =
1

- iΠn
e- inΠ - 1∫

1

0
(1 - r2) Α rn+ 2d r1

=
1

iΠ(2k + 1)
# (k + 2) # (Α+ 1)

# (k + Κ+ 1) 1

从而

‖T Α
f (1)‖2 ≥ 1

Π2 ∑
∞

k= 0

# (2k + 1 + Κ) (k + 1) !
(2k + 1) ! (2k + 1) # (k + Κ+ 1)

2

‖z 2k+ 1‖2 =

1
Π2 ∑

∞

k= 0

(k + Κ+ 1)⋯ (2k + Κ)
(k + 2)⋯ (2k + 1) (2k + 1)

2

1
2k + 2

→+ ∞ (Α→+ ∞) 1

从而, sup
- 1

2 < Α< + ∞
‖T

Α
f ‖= + ∞1
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推论 2. 3　 sup
- 1

2 < Α< + ∞
‖P Α‖= + ∞1
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