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摘 要 ：设 k∈ C(R )，A是 Banach空间 中的闭稠 定线性算子 ，且 A 生成一个指数 

有界 的k一正则预解算子族 R(f)．证明了 谱和 R(f)谱之 间的一些关 系，并由此获得预解 

算子族 ，积分半群 ，积分余弦函数 C。一半群 ，强连续余弦函数 的相应结果． 
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1 引言和记号 

k一正则预解算子族的概念最近 已由 LIZAMA[ 引入 ，它是预解算子族 等概念 的 自然推广． 

例如，积分半群，积分预解族和卷积半群等概念都可以归入 k一预 解算子族的框架．因此，研究关于 

k一正则 预解算子族 的一些 问题是很有意义的．本文主要是研究生成元的谱与 k一正则预解算子族 的 

谱之间的关系，所得结果包含了其它算子族的相应结果I3 ]． 

设 是 Banach空间，B( )表示 到自身的有界线性算子全体．若 是 中的闭稠定线性算 

子，其定义域，预解集，谱及预解式分别表示为 ( )，ID( )， ( )和 尺( ， )． 

考虑线性 Volterra方程 

rt 

“(f)一 ／。(f)+ I n(f一 5)Au(5)ds， t∈ J， (1．1) 
J 0 

这里 d∈L (R )且 n(f)≠ 0，f∈C(J，x)，J一 [0，71]． 

定义 1．1 设 是 Banach空 间中的闭稠定线性算子 ，k∈ C(R )和 d∈L (R )．称 生成 

k一正则预解算子族 {R(f))彦。，如果 

(a){尺(f)) ≥。是 上的一个强连续有界线性算子族且 尺(0)一 k(O)I； 

(b)R(f) ( ) ( )且对 z∈ ( )和 t≥ 0，AR(f)z— R(t)Ax； 

rt 

(c)R(f)z—k(f)z+ I n(f—s)R(5)Axds， V z∈ ( )，t≥ 0． 
J 0 

此外 ，如果存在常数 ≥ 1， ∈R，使得 IIR(t)II≤Me (f≥ 0)，则称{尺(f)) 是指数有界 

的． 

在全文中 ，假设 ，尺(f)，n(f)和 五(f)≠ 0是指数有界的．占( )，占( )和 ( )分别表示 (f)，五(f) 

和 尺(f)的 Laplace变换，且对 > ，设占( )≠0和k∈L (R )．根据文[1]中的引理 2．2，得知 
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定义 1．1中的 (c)等价于 

R(f)z—k(t)x+A l a(￡一s)R(s)xds， V E x，￡≥o． (1·2) 

定 义 1．2 称 {尺(f)} ≥。为 以 T 为周期 的 一正则预 解算 子族 ，如果 V ．，E ，和 t≥ 0， 

尺(f+ 丁) — R(￡) ． 

定义 1．3 设 E口( )，则 ap(A)： { ，R(A，A)不存在)称为 A的点谱． 

引理 1．3I1] A生成一个指数有解的 一正则预解算子族 {尺(f)} 当且仅当 

(a)占( )≠ 0且 I／a(A)E fi(A)，V > ； 
r∞  

(6)占( )( 一占( ) )一 —l e--k5R(s)xds，V．72 E x， >03． 

2 主要定理 

设 c表示复数集 ，a∈ (R )，n 一 a*n*⋯ *n为 d的 次卷积，这里 
rf 

(d*口)(f)一 l口( —s)a(s)ds， V t≥≥0． 
√0 

对固定的 ∈C，由于n∈LL(R )，级数∑ 口(f) 在区间[o，丁]上一致收敛于连续函数 
= 2 

q。(f， )[。 因此 ，可以定义 

r(f，／1)一是(f)+l (f—s)q(s， ) ， V f E[o，丁]' (2．1) 
J 0 

这里 g(5， )一 口( )+ q0( ， )． 

考虑下面的 Volterra方程 ： 

“(￡， )=是(￡)+ I a(￡一s)u(s， )ds， V￡E[o， ]． (2．2) 
√0 

引理 2。1 对 t E[o，丁]和固定的 ∈C，方程(2．2)有唯一解(2．1)． 

证明 固定 ∈C和对 t E [o，丁]，有 

(口 q)(f)一 口*( 口+qo)(f)一∑ 口(f) 
H= 2 

一 q0(f， )一 q(f，r)一 a(f)． (2．3) 

利用(2．3)，可证(2．1)是方程 (2．2)的解．事实上 ， 

I口(f—s)r(s，／~)ds一 (口*r)(f)一 (口* )(f)+ (口 q 正)(f) 
J 0 

一 y(a* )(f)+ (g )(￡)—— (口* )(f)一 7 (f， )——k(f)． 

再证(2．1)是方程(2．2)的唯一解． 

若 (f， )一 (f)+ (口 )(f)，V t E[o，丁]．则由(2．3)，对 t E [o，71]，我们得到 

r(￡， )： k(￡)+ (血 g)(￡) 

一  (f， )一 (d )(f)+ q rl(f， )一 z(a*r1)](f) 

一 r1(f， )—— (口*r1)(f)+ (g*r1)(f)—— (g*a*r1)(f) 

一 r1(￡， )—— (d*r1)(￡)+ (q*r1)(f)——(q*r1)( )+ ( *7 1)(f) 

一  (￡， )． 

下面的引理在后 面的证明中将起关键 的作用． 

引理 2．2 对 t≥ 0和固定的 E C，则 
几 

B(t， )一 I g(f一 ，la)R(s)xds， V z E ， (2．4) 
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定义了一个 x上的有界线性算子，且有 

( I— A)B(t，Z)x一 {r(t，Z)x— R(t)x)，对一切 z∈ X 成立 ； (2．5) 

和 B(t， )( I— A)x— II{r(t，z)x— R(t)x}，对一切 z E (A)成立． (2．6) 

证 明 显然对 t≥ 0和 固定的 E C，由(2．3)知 B(t， )E B(X)，且对一切 z E ( )，由 

(2．1)，(2．3)式 ，得 

B(t，I1)( I—A)x一 I g(f一 ，z)R(s)xds— I g(￡一 ， )尺(s)Axds 

rt I't r s ft 

一  1 q(t～5，p)k(s)ds+ l l q(z一 ，p)a(s—v)AR(v)xds—l q(￡一 ，p)R(v)Axdv 

rt rt rt r 

一  l k(t～s)q(s，／1)xds+ I I g(￡一 ，z)a(s—v)AR(v)xdsdv—I g(￡一 ，I1)AR(v)xdv 

—Ix{r(t，Z)x—k(t)x}+ I{ I q( ，z)a(￡一 —s)ds—q(￡一 ， ))AR(v)xdv 

=  {r(￡，z)x～k(￡)z)一 l口(￡一v)AR(v)xdv 

一  {r(￡，Z)x— k(￡)z— R(￡)z+ K(￡)z)一 {r(t，z)x — R(￡) ． 

这意味着 (2．6)式成立． 

由于 A是闭 的及 R(t)A c AR(t)知 (2．5)对所有 的 z E ( )成立 对 z E X，了 {z }(== 

( )使得 z 一 z( 一 oo)．故 B(t，z)x 一 B(t，Z)x( 一 oo)．又由(2．5)对所有 z E ( )成立 

知 AB(t，z)x 收敛．由 的闭性知 (2．5)对任意 z E X成立． 

下面定理是本文的主要结果之一． 

定理 2．3 设 {R(￡)) 是由 生成的指数有界的 k一正则预解算子族，则有 

r(t， (A))(== (R(￡)) (2．7) 

证明 设 E J0(R(￡))，Q一 {~Er(t， )一R(￡)])_。．显然，由(2．4)定义的算子 B(t， )和Q可 

交 换．由 (2．5)和 (2．6)式 可 知 ( I— A)B(t，z)Qx — z， 对 一 切 z E X 成 立 ；和 

QB(t， )( I— A)x— z， 对一切 z E ( )成立． 

因此 E l0( )，B(t，z)Q一 ( I— )-1一 R(／1； )，且 l0(R(￡)) r(t， ( ))，由此即得 (2． 

7)式成立． 

显然在定理2．3．中，如果取 五(￡)一1或 ， a(￡)三1或￡，则分别获得预解算子族， 次积分 

半群， 次积分余弦函数，C。一半群，强连续余弦算子函数的相应结果 ． 

推论 2．4 (a)设 A生成指数有界的预解算子族 {R(￡))脚 ，则有 r(t，d(A))(== (R(￡))，这里 

r(t， )一1+ l g( ，z)ds，V t∈[o，丁]． 

(b)设 A生成指数有界的 ”次积分半群 {-S(￡)}脚 ，则 

n
一  南 ； ∈ )) ( ))． 

(c)设 A生成指数有界的 2 次积分余弦函数 {C (￡))，≥o，则 

{a-"Ch(￡ )一薹 ∽)． 
(d)设 A是 C。一半群 { (￡))，≥。的无穷小生成元，则 似’c (丁(￡))， t≥ 0． 

(e)设 A是强连续余弦算子函数 {C(￡))，≥。的无穷小生成元，则 Ch(￡ ( ) ／ ) (C(￡))． 

如果 (尺( ))，≥o是以 丁为周期的指数有界的 五一正则预解算子族 ，那么 {尺(￡))，≥。是一致有界 

的．令 ，( )= 1／a(z)，Re > cU．对固定的 ≥ 0且满足以下条件： 
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(H ) V ∈ Z， ≠ o，I， 一 lira 厂( ) (I ∈ C)，且limJ( )一 0． 
，一 2 ，l／7 一 0 

定义集合 

(丁)一 { ∈ C，r(f， )一 r(f+ 丁， )，f≥ 0}． 

则 由(2．1)式可知 k(t)一 k(t+ T)，t≥ o． 

定理 2．5 设 是 中的闭稠定线形算子 ，{R(t)) ≥。是 由 生成的指数有界 是 正则预解算 

子族 ，又假设 (f)是具有周期 丁 的周期 函数且 (H )成立 ，则 以下条件是等价的 ： 

(a){R(t)) ≥。是以 丁为周期的函数． 

(b)d (A)(== (T)，且 的特征向量充满整个空间 ． 

证明 (b) (a)．设 E表示 的特征向量的集合．对V z∈E，则 ∈C，使得 -一，一 ．从 

而 ∈ d ( )，又由(b)可知 ∈ (丁)，故 r(t， )(￡≥ O)是以 丁 为周期的函数． 

若 一 0，则 R(t)．27一k(t)CC—r(t，0)．27，V t≥ o，从而对 V ∈ 和t≥ o，R(f) 一尺(f+7 )=r． 

若 ≠ 0，则由引理 2．2．知 R(f) — r(t， ) ．故对 ∈ E和 t≥ o，R(t) — R(t+ 7 )r．从而 由 

(b)及 R(t)∈ B( )知对 z∈ 和 t≥ o，R(t)．27一 R(t+ 丁) ． 

(a) (b)．设 ∈ d (A)，则 z∈ 且 ≠ o，使 ( 一 A) 一 0．由引理2．2．知 

{r(f， )z— R(￡)z)一 0 (2．8) 

若 一 0，则由(2．1)式知 r(t，0)： k(t)(f≥ 0)，因此 ∈ (T)．若 ≠ 0，则 由(2．8)式及 

(a)知 ∈ (丁)，从而 d ( )(二二 (丁)． 

下证 的特征 向量集合充满整个空问 ． 

对 Re > ，由引理1．3．，有 

r。。 

( )(J—a( )A)一 z— l e R(s)：rds， V ∈X． 
J 0 

由 {R(f)) ≥。是具有周期 丁的周期函数 ，则 由上式可得 
r7’ 

( )( 一＆( ) ) z一 {1／(1一P一 ’))I P R(s)~rds， V ∈ ． (2．9) 
J 0 

取 ， 一 2rr in／T， ∈ Z．考虑 R(t)的 Fourier系数 
1 r?’ 

P z一丰I P一 R( )~rds≠0． 
』 J 0 

r7、 

由于函数 一 I P R(s)ds在C上解析，则由(2．9)式知占( )( 一占( ) )一 可延拓为具极点 JI自勺 
J 0 

亚纯 函数 ，且 由(2．9)式易知 

lim ( 一 ， ) ( )(I一 以( ) ) z— P， z， V z ∈ 和 ， ∈ Z． (2．10) 
—  

对 Re > ，z∈ X， 

( 一 A)( 一 ，，) ( )(I— a( ) ) 

一 ( 一 )占( )厂( )+ ( 一 厂( ))( 一 ， )占( )( 一 占( ) ) ； 

( )( 一 a( ) )一 z一 ( )厂( )( 一 以( ) )一 一 占( )厂( ) ． 

由(2．10)及假设 (H )知 ， 

lim (I 一 A)( 一 ) ( )(I— a( ) ) 一 0， V ， ≠ 0， 
一  

limA~ ( )( 一 a( )A) 一 0，V 一 0． 
—  0 

因此 由 的闭性及(2．10)式知 P z∈ ( )( ∈z)且 

( 一 )P ,27— 0， V ≠ o，和 P。z一 0， V 一 0． 

假设 以的特征 向量不充满整个空间 ，则存在 ∈ ， ≠0，使得 V r∈E，( ，，)一 0， 

又对 每一 ∈ Z，z∈ ，P 一 0或属于 E，此 时都有 ( ，P， z)一 0．由于数值 函数 f一 (，，， 
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R(￡)z>的 Fourier系数均为零，从 而 (z ，R(￡)z>一 0．特别地，当 t一 0时，(z ，k(O) >一 

k(O)(z ，z>一 0．由 X 的任意性知 ，z 一 0．这与假设矛盾．故(b)成立． 

在定理(2．5)中，若取 k(￡)一 1，r(￡， )一 1+ I g(s，／Ods，则获得下面的结论 ]． 
J 0 

推论 2．6 设 是 X 中的闭稠定线性算子 ，{R(￡))，≥。是 由 生成的指数有界的预解算子族． 

又假设(Ⅳ )成立，则以下两个条件是等价的． 

(a){尺(￡))，≥。是以 71为周期的函数． 

(b)O'p( )c (71)且 的特征向量充满整个空间 X． 

推论 2．7[8 ] (a){71(￡))，≥。是以2 7r为周期的 C。一半群的充要条件是它的无穷小生成元 的 

特征向量充满整个空间 X且 ( )c iZ． 

(b){c(￡))，≥o是以2丌为周期的强连续余弦函数的充要条件是它的无穷小生成元 的特征向 

量充满整个空间 X且 ( )c— N ． 
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Spectral M apping Theorems of 

K —Regul arized Resol vent Operator Fam il ies 

ZHANG Jizhou，Y1N Dan 

(Mathematics&Science College，Shanghai Teachers University，Shanghai 200234。China) 

Abstract：Let ∈ C(R )，A be a closed linear densely defined operator in the Banach space and {R (f)) be an 

exponentially bounded 一regularized resolvent operator family generated by A
． W e prove some relations between the 

spectrum of the generator A and that of{R (f))r≥0．In addition，the corresponding results of resolvent operator fami— 

ly’integrated semigroup，integrated cosine function，C0一semigroup，and strong cosine function are obtained
． 

Key words： 一regularized resolvent operator family；resolvent operator family；integrated semigroup；C。一semigroup； 

spectrum  
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