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一类广义系统的迭代学习控制

朴凤贤 1, 2 张庆灵 1 王哲峰 2

摘 要 在对广义系统进行标准分解的基础上, 研究了含脉冲快子系统

的迭代学习控制问题. 通过 Frobenius 范数给出了快子系统在 P 型学

习律作用下收敛的充分性条件, 同时通过梯度法给出求解增益矩阵的方

法. 其次, 讨论了单输入单输出不确定广义系统的迭代学习控制问题, 通

过优化方法给出该系统在 P 型学习律作用下, 系统实际输出尽可能快地

收敛到理想输出的增益矩阵的选择方法.
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Iterative Learning Control for a Class of
Singular Systems
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Abstract In this paper, the problem of iterative learning con-

trol for fast subsystem with impulse is investigated based on the

Weierstrass canonical form, the sufficient condition that guar-

antees the convergence of P-type learning law is derived by the

Frobenius norm, and the approach to choose the gain matrix

is given by gradient flow approach. Then, the uncertain single

input single output singular system is discussed, the method to

choose the gain matrix such that the actual output converge to

desired trajectory as quickly as possible is given by optimization.
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1 引言

迭代学习控制方法[1] 自提出以来吸引了国内外许多学

者的注意力, 同时也取得了很多研究成果[2∼5], 但广义系统[6]

的迭代学习控制文献并不多见. 文献 [7] 研究了时滞广义系

统的状态跟踪问题. 工业机器人中很多在重复作业时, 都或

多或少的受到环境的限制, 如弧焊机器人, 打毛刺机器人等

都要受到终端轨迹限制. 从广泛意义来说, 工业机器人大多

数都是由广义系统模型来刻画的, 所以有必要研究广义系统

的迭代学习控制问题.

本文在对广义系统进行标准分解的基础上, 研究含脉冲

快子系统的迭代学习控制问题. 通过 Frobenius 范数给出了

快子系统的迭代学习控制在 P 型学习律收敛的充分性条件,

同时给出求解增益矩阵的方法. 其次, 讨论了单输入单输出

广义系统前馈项中含有区间不确定性的迭代学习控制问题,

通过优化方法给出该系统在 P 型学习律作用下, 系统实际输

出尽可能快地收敛到理想输出的学习增益的选择方法.
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2 问题描述

在Weierstrass 标准分解基础上[8] 考虑含脉冲的快子系

统

N ẋxx(t) = xxx(t) + Buuu(t)

yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu (t)
(1)

其中 t ∈ [0, T ], xxx(t) ∈ RRRn, uuu(t) ∈ RRRm, yyy(t) ∈ RRRq, 分别是

系统的状态向量、控制输入向量及输出向量, N ∈ RRRn×n

是幂零阵 (Nh−1 6= 0, Nh = 0), B ∈ RRRn×m, C ∈ RRRq×n,

D ∈ RRRq×m 均为实矩阵. 有时简记为 (N, I, B, C, D), 它的状

态响应为

xxx (t) = −
h−1X
i=1

δ(i−1) (t) N ixxx0 −
h−1X
i=0

N iBuuu(i) (t) (2)

其中 δ (t) 为狄拉克脉冲函数.

系统 (1) 满足下列假设.

假设 1. 系统是脉冲能控的.

假设 2. 系统是输出无脉冲的[9].

假设 3. 对给定的理想轨迹 yyyd (t), 存在一控制输入

uuud (t) 满足

Nẋxxd(t) = xxxd(t) + Buuud(t)

yyyd(t) = Cxxxd(t) + Duuud (t) t ∈ [0, T ]

假设 4. 系统的初始定位操作满足 xxxk(0) = xxxd(0) =

0, k = 0, 1, 2, · · ·
动态系统在有限时间区间 t ∈ [0, T ] 内是可重复的, 在迭

代学习过程中, 重写系统 (1)

Nẋxxk(t) = xxxk(t) + Buuuk(t)

yyyk(t) = Cxxxk(t) + Duuuk (t) , t ∈ [0, T ]
(3)

学习控制的目的是找到适当的学习律, 使得迭代学习序列

uuuk (t) 一致收敛于理想的控制输入 uuud (t), ∀t ∈ [0, T ], yyyk (t)

一致收敛于理想的输出 yyyd (t), 即

lim
k→∞

‖δuuuk (t)‖F = 0 ⇒ lim
k→∞

‖eeek (t)‖F = 0 (4)

其中, δuuuk (t) = uuud (t) − uuuk (t), eeek (t) = yyyd (t) − yyyk (t),

‖δuuuk (t)‖F ∆
`
Tr
`
δuuuk (t) δuuuT

k (t)
´´ 1

2 .

为了估计迭代学习的次数, 我们给出收敛速度定义.

定义 设 ρ < 1 为迭代学习过程的收敛条件, 则该学习

律收敛速度定义为 v = ρ−k−1, 其中 k 为迭代次数.

注 1. 由迭代速度定义可以得到迭代次数为 k ≥‰
− ln v

ln ρ
− 1

ı
, 其中 d·e 表示向右取整.

3 收敛分析

首先讨论快子系统 (1) 在 P 型学习律下收敛问题.

考虑 P 型学习律

uuuk+1 (t) = uuuk (t) + Γeeek (t) (5)

其中 Γ ∈ RRRm×q 为学习增益矩阵, eeek (t) = yyyd (t) − yyyk (t) 为

迭代学习误差, 由此得到如下定理:

定理 1. 如果 ρ = ‖I − ΓD + ΓCB‖F < 1, 满足假设

1∼4 的系统 (1) 在 P 型学习律 (5) 作用下是收敛的, 即

yyyk (t) → yyyd (t), (k →∞).
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证明略.

下面给出如何确定增益矩阵 Γ, 由于

‖I − ΓD + ΓCB‖F < 1 ⇔ ‖I − ΓD + ΓCB‖2F < 1 (6)

根据 Frobenius 范数定义,

γ = ‖I − ΓD + ΓCB‖2F =

Tr
h
(I − ΓD + ΓCB) (I − ΓD + ΓCB)T

i
=

Tr
“
I − 2Γ (D − CB) + Γ (D − CB) (D − CB)T ΓT

”

上式两端同时对 τij 求偏导得

∂γ

∂τij
= Tr

“
2

∂Γ

∂τij
(D − CB) + 2

∂Γ

∂τij
(D − CB)×

(D − CB)T ΓT
”

其 中
∂Γ

∂τij
= ζiη

T
j (i = 1, 2, · · · , m; j = 1, 2, · · · , q),

Γ = (τij)m×q, ζi ∈ RRRm (i = 1, 2, · · · , m) 和 ηj ∈
RRRr (j = 1, 2, · · · , q) 为标准正交基, 通过梯度法[10] 求解出

Γ.

注 2. 此方法给出了如何确定增益矩阵的方法, 但也存在

着局限性, 这种方法不能求时变的增益矩阵, 对时变增益矩

阵的求法还需探讨.

其次, 考虑具有如下形式的广义系统

Nẋxx(t) = xxx(t) + buuu(t)

yyy(t) = cxxx(t) + duuuu (t)
(7)

其中 b ∈ RRRn×1, c ∈ RRR1×n, du ∈ [µ1, µ2] , µ1, µ2 为实数, 其

它符号定义如前. 对此系统采用 P 型学习律

uuuk+1 (t) = uuuk (t) + peeek (t) (8)

p 为学习增益, 在假设 1∼4 情况下得到收敛条件

ρ = |1− pdu + pcb| < 1 (9)

由于前馈项中含有区间不确定性, 鲁棒设计通常考虑系

统最坏的情况下是收敛的, 这样会影响迭代学习控制过程的

收敛速度. 为了提高学习的收敛速度, 所以有必要对它优化

设计.

从收敛速度定义可知, 系统的收敛速度取决于 ρ 的大小,

也就是说, ρ 越小, 收敛速度越快, 反之 ρ 越大收敛速度越慢,

所以, 应该设计满足收敛条件的 p 使得 ρ 越小越好. 这个问

题就归结为如下的 min–max 问题：

ρ∆ min
p∈R

max
d∈du

|1− pd + pcb|
s.t. 0 ≤ |1− pd + pcb| < 1 (10)

由于 |1− pd + pcb| 是 d 的凸函数, 它的最大值在边界

上达到, 即 d = µ1 及 d = µ2. 所以可知, 它的最小值在顶点

达到, 即

|1− pµ1 + pcb| = |1− pµ2 + pcb| (11)

上式的解为 p1 = 0, p2 =
2

µ1 + µ2 − 2cb
, 可以得出,

p1 = 0 时, ρ = 1 不满足收敛条件, 故舍去, 所以 p2 为最优

解, ρ =
|µ2 − µ1|

|µ2 + µ1 − 2cb| . 由此得到下面结论.

定理 2. 满足假设 1∼4 的系统 (7) 在学习律 (8) 作用

下是收敛的, 如果 ρ = |1− pd + pcb| < 1, 而且当 p =
2

µ1 + µ2 − 2cb
, ρ =

|µ2 − µ1|
|µ2 + µ1 − 2cb| 时收敛速度最快.

4 结束语

本文主要讨论了广义系统的迭代学习控制问题, 给出含

脉冲广义系统在 P 型学习律下收敛的充分性条件. 同时探讨

了单输入单输出不确定广义系统的迭代学习控制问题, 并给

出了如何确定增益矩阵的方法.
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