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时滞切换系统指数稳定性分析：

多 Lyapunov 函数方法

丛 屾 1 费树岷 2 李 涛 2

摘 要 将多 Lyapunov 函数方法推广至时滞情形, 分析切换与时滞

对于稳定性的影响．以 Halanay 不等式为引理, 给出了与时滞相关的切

换序列约束条件, 以保证系统的指数稳定性．若时滞项消失, 本文关于切

换对于稳定性影响的分析与无时滞情形的相关结论是一致的．仿真结果

说明了本文方法的有效性．
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Exponential Stability of Switched

Systems with Delay: a Multiple Lyapunov

Function Approach

CONG Shen1 FEI Shu-Min2 LI Tao2

Abstract The switched system consisting of a family of sub-

systems with delay is considered. In the time-delay situation, the

multiple Lyapunov function approach is generalized to investi-

gate the effect of switching and state-delay on stability. Using

the Halanay inequality, the delay-dependent constraint condition

on switching sequence is derived to guarantee the exponential

stability. In the situation without time delay, the correspondent

analysis result of switching effect on stability is a special case of

our conclusions. Numerical examples are given to demonstrate

the proposed approach.

Key words Switched systems, time-delay, exponential stabil-
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1 引言

考虑若干线性时滞子系统

ẋxx = Aixxx(t) + Ai1xxx(t− r), t ≥ t0; i = 1, · · · , N (1a)

在取值于指标集 {1, · · · , N} 的右连续切换信号

s(t) = Π (t, s(t−),xxx(t)), t ≥ t0 (1b)

驱动下构成的切换动力系统. 其中 xxx ∈ Rn, r > 0 为状

态变量与时滞常数, {Ai, Ai1}N
i=1 为适当维数矩阵. Π :

[t0,∞) × {1, · · · , N} ×Rn → {1, · · · , N} 表征了切换信号
的动力学行为, 可以根据随时间的演化规律将其表述为切换

序列的形式
{

(t0, π(0)), · · · , (tk, π(k)), · · · | lim
k→∞

tk = ∞
}

(2)
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这里 tk, π(k) 为切换时刻及相应的切换序列取值.

时滞与切换是影响系统稳定性的重要因素, 二者相互

耦合可能导致复杂的动力学行为．给定切换序列 (2), 系统

(1) 成为具有非连续时变系数矩阵的自治系统, 满足所谓

Caratheodory 条件[1]. 依据线性时滞型泛函微分方程的基本

理论[1] 与稳定性理论[1], 可知其解的整体存在唯一性, 并且

其一致渐近稳定性等价于指数稳定性．

无时滞条件下, 切换系统稳定性研究的本质方法不同

程度地依赖于有限维欧式空间的几何结构：非二次型 Lya-

punov 函数方法构建于欧式空间中不变集与能量衰减域的

几何刻画[2∼5], 多 Lyapunov 函数方法[6,7] 根植于不同 Lya-

punov 函数在欧式空间上的几何相容性1．由于时滞的存在,

相空间提升为无穷维函数空间, 这些方法失去了其适用条件；

特别地, Lyapunov-Krasovskii 泛函不具备在有限维空间上

的几何相容性．

切换系统的非连续性与时变性取决于切换序列的行为．

对于给定切换序列 (2), 其相邻两次切换时间间隔的下界

TD := inf
k=0,1,···

{tk+1 − tk} ≥ 0 称为“最小驻留时间”, 是

刻画切换信号随时间演化规律, 反映其变化剧烈程度, 从而

描述整个系统非连续性与时变性的重要物理量[8]．本文借助

Lyapunov 函数在分析非连续时变系统稳定性时特有的灵活

性[9], 将多 Lyapunov 函数方法推广至时滞情形, 分析时滞与

切换对于整个系统稳定性的影响, 并将其归结为寻求时滞常

数与最小驻留时间的约束条件及其相互之间的耦合关系, 使

整个系统是指数稳定的．

2 记号与引理

λmax(·), λmin(·) 分别表示实对称矩阵的最大与最小特征
值；对于给定欧式空间中集合, co{·} 表示其凸闭包；D+ 表

示实值连续函数的右导数算子．

下述引理为微分方程比较原理在时滞情形下的推广, 称

为 Halanay 不等式[10]．

引理1. 若 r ≥ 0, a > b > 0, 非负实值连续函数 u(t) 满

足 D+u(t) ≤ −au(t) + b sup
−r≤θ≤0

u(t + θ), t ≥ t0, 则 u(t) ≤
sup

−r≤θ≤0
u(t0 + θ)e−µ(t−t0), t ≥ t0, 其中 µ > 0 满足 µ− a +

beµr = 0．

设可测向量值函数集合

M :=

{
[m1, · · · , mN ]T

∣∣
N∑

i=1

mi(t) ≡ 1, mi(t) ≥ 0, t ≥ t0

}

根据非连续系统的描述方法[11], 对于任意切换序列, 系统 (1)

等价地转化为微分包含的形式

ẋxx(t) ∈ F (xxxt), t ≥ t0 (3)

其中 F (xxxt) := co{Aixxx(t) + Ai1xxx(t− r)|i = 1, · · · , N}.
引理2. 对于所有 [m1, · · · , mN ]T ∈ M , 微分包含 (3)

与下列泛函微分方程

ẋxx(t) = A(t)xxx(t) + A1(t)xxx(t− r), t ≥ t0 (4)

1拓扑空间 {Ω, τ} 上非负连续实值函数 u, v 具有几何相容性, 如果存在

0 < α < β, 使得 αv(ω) ≤ u(ω) ≤ βv(ω), ∀ω ∈ Ω．
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解的集合是一致的, 其中 A(t) :=
N∑

i=1

mi(t)Ai, A1(t) :=

N∑
i=1

mi(t)Ai1．

证明. 依据凸闭包集合定义可知, 对于所有

[m1, · · · , mN ]T ∈ M , 方程 (4) 解的集合为微分包含 (3) 的

子集；反之, 依据微分包含 (3) 解的构造可知, 对于其给定解

xxx(t), t ≥ t0− r, 存在 [m1, · · · , mN ]T ∈ M , 使得 xxx(t) 为方程

(4) 的解．因此, 微分包含 (3) 与泛函微分方程 (4) 解的集合

是一致的． ¤
引理 2 反映了切换系统的时变本质[12], 有助于分析在任

意切换作用下其解的性态．

3 多 Lyapunov 函数方法稳定性分析

时滞系统的稳定性准则之间存在较大差异, 大体上可分

为时滞相关性判据与时滞无关性判据, 更为细微的差别是难

以概述的．考虑到切换系统的时变性, 则需忽略子系统稳定

性准则之间的异性, 提取其共性加以描述与分析, 这是本文

的基本出发点．

引理3. 对于时滞系统 ẋxx(t) = Axxx(t)+A1xxx(t−r), t ≥ t0,

如果存在对称矩阵 P > 0 满足下列线性矩阵不等式



PĀ + ĀTP + 2rP rPA1A rPA2
1

rATAT
1 P −rP 0

rA2T
1 P 0 −rP


 < 0 (5)

那么其零解指数稳定, 这里 Ā := A + A1．

证明．根据 xxx(t) − xxx(t − r) =
∫ t

t−r
ẋxx(θ)dθ, 原方程转化

为下述形式

ẋxx(t) = Āxxx(t)−A1

∫ t

t−r
[Axxx(θ) + A1xxx(θ − r)]dθ

= Āxxx(t)−A1A
∫ t

t−r
xxx(θ)dθ −A2

1

∫ t−r

t−2r
xxx(θ)dθ

(6)

方程 (6) 的稳定性蕴涵着原系统的稳定性．由不等式 (5) 的

严格性可知, 存在 ε > 0, 使得

PĀ + ĀTP + rPA1AP−1ATAT
1 P+

rPA2
1P

−1A2T
1 P + (2r + ε)P < 0

(7)

构造 Lyapunov 函数 V (xxx) = xxxTPx, 根据式 (7) 推知其沿着

方程 (6) 解轨线的导数满足

V̇ (xxx(t))

= 2
[
Āxxx(t)−A1A

∫ t

t−r
xxx(θ)dθ + A2

1

∫ t−r

t−2r
xxx(θ)dθ

]T

Pxxx(t)

= 2xxxT(t)ĀTPxxx(t)− 2
∫ t

t−r
xxxT(θ)ATAT

1 Pxxx(t)dθ−
2

∫ t−r

t−2r
xxxT(θ)A2T

1 Pxxx(t)dθ

≤ 2xxxT(t)ĀTPxxx(t) +
∫ t

t−r
xxxT(t)PA1AP−1ATAT

1 Pxxx(t)dθ+∫ t−r

t−2r
xxxT(t)PA2

1P
−1A2T

1 Pxxx(t)dθ +
∫ t

t−2r
xxxT(t)Pxxx(t)dθ

= xxxT(t)
[
PĀ + ĀTP + rPA1AP−1ATAT

1 P+

rPA2
1P

−1A2T
1 P

]
xxx(t) +

∫ t

t−2r
xxxT(t)Pxxx(t)dθ

≤ −(2r + ε)V (xxx(t)) + 2r sup
−2r≤θ≤0

V (xxx(θ)) , t ≥ t0

由引理 1 得到, V (xxx(t)) ≤ sup
−2r≤θ≤0

V (xxx(t0 + θ)) e−µ(t−t0),

t ≥ t0, 其中 µ > 0 满足 µ − (2r + ε) + 2reµr = 0, 因此

|xxx(t)| ≤
[

λmax(P )
λmin(P )

] 1
2

sup
−2r≤θ≤0

|xxx(t0+θ)|e−
1
2

µ(t−t0), t ≥ t0．¤

定理1. 设 {Āi := Ai + Ai1}N
i=1．如果存在常数 η > 0,

使得关于对称矩阵 {Pi > 0}N
i=1 的线性矩阵不等式




PiĀi + ĀT
i Pi + (2r + η)Pi rPiAi1Ai rPiA

2
i1

rAT
i AT

i1Pi −rPi 0

rA2T
i1 Pi 0 −rPi


 < 0

i = 1, · · · , N

(8)

可解, 那么存在常数 TD > 0, 使得系统 (1) 在满足如下约束

条件的切换序列
{

(t0, π(0)), · · · , (tk, π(k)), · · · | inf
k≥0

(tk+1 − tk) ≥ TD

}

驱动下指数稳定．

证明．构造 Lyapunov 函数 Vi(xxx(t)) = xxxT(t)Pixxx(t); i =

1, · · · , N．存在 χ ≥ 1 使得 Vi(xxx) ≤ χVj(xxx), ∀xxx ∈ Rn; i, j =

1, · · · , N．事实上, 可设 χ := max
1≤i,j≤N

{
λmax(Pi)
λmin(Pj)

, i 6= j
}
．根

据引理 3, 矩阵不等式 (8) 蕴涵着子系统指数稳定, 并且对于

任意 k = 0, 1, · · · 成立
Vπ(k)(t

−
k+1) ≤ sup

−2r≤θ≤0
Vπ(k)(tk + θ)e−µ(tk+1−tk) (9)

其中 µ > 0 满足 µ− (2r + η) + 2reµr = 0．

对于 ∀ θ ∈ [−2r, 0], 存在如下估计

Vπ(k)(tk + θ) ≤ χVπ(k−1)(tk + θ)

≤ χ

[
sup

−2r≤θ≤0
Vπ(k−1)(tk−1 + θ)

]
e−µ(tk+θ−tk−1)

≤ χe2rµ

[
sup

−2r≤θ≤0
Vπ(k−1)(tk−1 + θ)

]
e−µ(tk−tk−1)

(10)

结合 (9) 和 (10) 推知

Vπ(k)(t
−
k+1) ≤ χe2rµe−µ(tk+1−tk−1)×[

sup
−2r≤θ≤0

Vπ(k−1)(tk−1 + θ)

]

由此递归得到

Vπ(k)(t
−
k+1)

≤ sup
−2r≤θ≤0

Vπ(0)(t0 + θ)χk
k−1∏
i=0

e2rµ
k∏

i=0

e−µ(ti+1−ti)

= sup
−2r≤θ≤0

Vπ(0)(t0 + θ)
[
χe2rµ

]k
e−µ(tk+1−t0)

(11)

选取 TD > 2r + µ−1 ln χ．若相邻切换时刻间隔满足约束

tk+1 − tk ≥ TD; k = 0, 1, · · · , 则可知

k ≤ tk − t0
TD

, k = 1, 2, · · · (12)

设 λ := − 1
2

(
2rµ+ln χ

TD
− µ

)
> 0, 结合式 (11) 和 (12) 推知

Vπ(k)(t
−
k+1)

≤ sup
−2r≤θ≤0

Vπ(0)(t0 + θ)
[
χe2rµ

] tk+1−t0
TD e−µ(tk+1−t0)

= sup
−2r≤θ≤0

Vπ(0)(t0 + θ) exp
[(

2rµ+ln χ
TD

− µ
)

(tk+1 − t0)
]
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从而 |xxx(tk+1)| ≤ χ
1
2 sup
−2r≤θ≤0

|xxx(t0 + θ)|e−λ(tk+1−t0)． ¤

注1. 在定理 1 的结论中, 时滞对于系统稳定性的影响

同时反映于子系统的稳定判据与切换序列的约束条件中．若

r = 0 , 即时滞项消失, 则定理 1 的结论与无时滞条件下多

Lyapunov 函数稳定性分析方法的结论是一致的[7]．

根据定理 1 的结论, 公共 Lyapunov 函数的存在性并不

意味着系统在任意切换序列驱动下的稳定性, 但是蕴涵着

χ = 1, 由此得到下述推论．

推论1. 如果线性矩阵不等式 (8) 存在公共解, 那么只

要相邻两次切换时刻间隔 TD ≥ 2r , 则系统 (1) 保持指数稳

定．

引理4. 对于时滞系统 ẋxx(t) = Axxx(t)+A1xxx(t−r), t ≥ t0,

如果存在对称矩阵 P > 0 满足下列线性矩阵不等式

[
ATP + PA + P PA1

AT
1 P −P

]
< 0 (13)

那么其零解指数稳定．

证明．由不等式 (13) 的严格性可知, 存在 ε > 0, 使得

ATP + PA + PA1P
−1AT

1 P + (1 + ε)P < 0 (14)

构造 Lyapunov 函数 V (xxx) = xxxTPxxx, 根据不等式 (14) 推知

其沿着系统解轨线的导数满足

V̇ (t) = 2xxxT(t)P [Axxx(t) + A1xxx(t− r)]

≤ xxxT(t)[ATP + PA + PA1P
−1AT

1 P ]xxx(t)+

xxxT(t− r)Pxxx(t− r)

≤ −(1 + ε)V (t) + sup
−r≤θ≤0

V (t + θ), t ≥ t0

由引理 1 得到 V (t) ≤ sup
−r≤θ≤0

V (t0 + θ)e−µ(t−t0), t ≥ t0,

其中 µ > 0 满足 µ − (1 + ε) + eµr = 0．因此, |xxx(t)| ≤
[

λmax(P )
λmin(P )

] 1
2

sup
−r≤θ≤0

|xxx(t0+θ)|e
−1
2

µ(t−t0), t ≥ t0． ¤

定理2. 如果存在常数 η > 0, 使得关于对称矩阵 {Pi >

0}N
i=1 的线性矩阵不等式

[
AT

i Pi + PiAi + (1 + η)Pi PiAi1

AT
i1Pi −Pi

]
< 0, i = 1, · · · , N

(15)

可解, 那么存在常数 TD > 0, 使得系统 (1) 在满足如下约束

条件的切换序列
{

(t0, π(0)), · · · , (tk, π(k)), · · · | inf
k≥0

(tk+1 − tk) ≥ TD

}

驱动下指数稳定．

证明．根据引理 4, 不等式 (15) 蕴涵着子系统指数稳定．

选取 TD > r+µ−1 ln χ,其中 µ > 0满足 µ−(1+η)+eµr = 0,

χ := max
1≤i,j≤N

{
λmax(Pi)
λmin(Pj)

, i 6= j
}
≥ 1, 通过与定理 1 相似的论

证过程即可得证,从略． ¤
注2. 定理 2 中子系统稳定准则是与时滞无关的, 对于

时滞常数为无限大的极端情形, 其结论说明, 即使所有子系

统是稳定的, 有限时间间隔的切换序列即可能导致整个系统

失去稳定性．

注3. 时滞切换系统稳定性分析的保守性体现于：1) 子

系统稳定判据的保守程度, 这与时滞系统稳定性分析保守性

的经典概念是一致的；2) 最小驻留时间对于时滞的敏感程

度, 这是切换系统的特殊性所在．直观上, 若系统稳定性准则

所容许的时滞常数越大, 最小驻留时间越小, 则其保守性越

弱．定理 1 与定理 2 的结论说明, 二者是相互制约的. 为保

证整个系统的稳定性, 若时滞常数越大, 则切换信号变化越

平缓；反之, 若切换信号变化越剧烈, 则时滞常数越小．

推论2. 如果不等式 (15) 存在公共解, 那么系统 (1) 在

任意切换序列驱动下保持指数稳定．

证 明． 依 据 引 理 2, 只 要 证 明, 对 于 所 有

[m1, · · · , mN ]T ∈ M , 泛函微分方程 (4) 是指数稳定的．根

据不等式 (15) 的线性与严格性可知, 存在 ε > 0, 使得

P
N∑

i=1

miAi +
N∑

i=1

miA
T
i P +

P
N∑

i=1

miAi1P
−1

N∑
i=1

miA
T
i1P + (1 + ε)P < 0

(16)

其中, 0 ≤ mi ≤ 1; i = 1, · · · , N 满足
N∑

i=1

mi = 1．

构造 Lyapunov 函数 V (xxx) = xxxTPx, 依据不等式 (16)

可知其沿着方程 (4) 解轨线的导数满足

D+V (t) = 2xxxT(t)P [A(t)xxx(t) + A1(t)xxx(t− r)] ≤

xxxT(t)[AT(t)P + PA(t) + PA1(t)P
−1×

AT
1 (t)P ]xxx(t) + xxxT(t− r)Pxxx(t− r) ≤

−(1 + ε)V (t) + sup
−r≤θ≤0

V (t + θ), t ≥ t0

其余仿照引理 4 的论证过程即可得证, 从略． ¤

4 仿真分析

例1. 设

A1 =

[
−0.5 −0.5

0 −0.5

]
, A2 =

[
−0.5 0.5

−1 −0.5

]
,

A11 = A21 =

[
−0.5 0.5

0 −0.5

]
,

时滞常数 r = 0.24 s．矩阵不等式 (8) 存在公共解

P =

[
0.70 −0.27

−0.27 0.73

]
. 以切换时间间隔 TD = 0.5 s > 2r 为

周期的切换序列驱动下状态轨线如图 1 点划线所示 (见下

页)．

例2. 设

A1 =

[
−4 1

0 −2

]
, A2 =

[
−1 −1

−1 −3

]
,

A11 = A21 =

[
0 −1

1 −1

]
.

矩阵不等式 (15) 存在公共解 P =

[
0.20 −0.02

−0.02 0.27

]
. 时滞

常数 r = 2.0 s, 随机切换序列驱动下状态轨线如图 1 实线所

示．
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图 1 例 1 与例 2 仿真结果

Fig. 1 Simulation results of Exp.1 and Exp.2

5 结论

利用多 Lyapunov 函数方法分析切换与时滞对于稳定性

的作用．在考虑时变非连续系统时, Lyapunov 函数的灵活性

结合 Halanay 不等式条件的可构造性与结论的解析性, 使之

较于 Lyapunov-Krasovskii 与 Lyapunov-Razumikhin 方法

更具适用性．本文工作涵盖了无时滞情形下多 Lyapunov 函

数方法稳定性分析的相关结论, 提示了时滞切换系统稳定性

分析中一些有趣的现象, 并给出了解决问题的思路．
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