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具有不确定需求的混杂系统的

生产与维修控制

刘 军 1 芮执元 1 韦尧兵 1 陈积明 2

摘 要 针对不可靠生产环境, 在需求不确定并且有可能存在需求大于

生产的一般性情况下, 探讨了系统生产与维修的控制问题, 提出了一种考

虑追加生产能力的具有较强即时动态特性的复合三阈值控制策略. 通过

将有限时域上的问题分解到无限时域上的简化方法, 在给出了相应阈值

求解方法的同时, 也建议了一种近似最优的复合单阈值控制策略. 仿真结

果说明及验证了各控制策略及方法.
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The Production and Maintenance Control

Problem of Hybrid Systems with Demand

Uncertainty
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Abstract Under the circumstances that the demand is uncer-

tain, furthermore, the demand sometimes cannot be satisfied by

production, the paper studies the production and maintenance

control problem of failure prone production systems. A so-called

complex trinal hedging point control policy is presented, which

considers the problem purchasing extra production capacity. By

utilizing the decomposition method that decomposes the prob-

lem form over the finite horizon to the infinite horizon, the cor-

responding hedging points are obtained. Meanwhile, a near-

optimal single hedging point control policy is also presented.

The numerical results have demonstrated the control policies

and testified the method.

Key words Hybrid system, maintenance, Markov process,

hedging point control policy

1 引言

众所周知, 一个生产系统一般来说都是混杂系统[1]. 在

这种系统中广泛存在连续过程和随机离散事件. 对生产的管

理者来说, 有两种主要的策略去应对所有这些不确定性事件

对生产的影响：依靠建立库存, 或者通过雇用临时工人、增加

工作时间以及外购产品等追加生产力的办法来抵御需求大于

生产情况的出现. 维修是一个企业活动中必不可少和极其重
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要的组成部分. 现代化生产的环境和特点使维修不再是一项

没有效益的作业, 预防维修、全员生产维修等概念的提出都

蕴含这一因素在内. 从总体上看, 应该将维修视为整个制造

过程中的组成部分, 而不再是当生产线发生故障后, 简单的

应急和使计划外的维修费用最小化的目的. 可以说, 同时考

虑维修和生产的生产控制问题, 是现代化生产模式下各企业

不可避免地要面对的研究课题.

由不可靠单设备组成的生产系统, 在有限或者无限时

域上的调度和控制问题, 许多学者已经做了相应的研究, 如

Gershwin[2] 等. 本文所讨论的最优控制策略是一种最优阈值

的控制策略. 一些学者, 例如 Akella和 Kumar[3] 等已经研究

过这种控制策略. 但是大多数的学者研究这个问题时都没有

考虑到系统追加生产或者维修能力的可能性是存在的. 本文

阐述了一种思想, 也就是说应该存在一个标准, 当低于这个

标准时, 系统应该立即通过外购等手段追加生产或者维修能

力. 文献 [4] 最先表达了追加生产力的思想, 本文将这种思想

引入到生产与维修的同时控制问题中. Boukas[5] 对生产的

预维修、矫正维修等问题做出了重要的贡献. 受文献 [6] 的启

发, 遵循 Boukas 的研究轨迹, 本文研究一个流率模型, 考虑

有限时域上, 在生产需求发生变化的情况下, 一个由不可靠

设备组成的生产系统的生产和维修的控制问题. 这个问题是

对前人在生产和维修控制问题上的深入探讨, 或者说是对前

人问题的扩展. 为了便于说明问题, 一个所谓的需求阀被引

入到系统中, 需求阀开启, 则系统的产品需求率为 d. 在某些

阶段, 生产满足需求, 在某些阶段, 生产不能满足需求. 如果

需求阀关闭, 则需求率为零.

2 问题描述

假设一个由不可靠单设备组成的生产系统只生产一种产

品, 系统模型如图 1 所示.

图 1 系统模型

Fig. 1 System model

x(t)、 u(t)、 d(t) 分别表示系统在 t 时的产品盈余水

平 (x )、生产率 (u) 和产品的需求率 (d). s(t) ∈ {0, 1} 是
一个连续时间 Markov 过程, 表示了系统生产设备在 t 时

的状态, 1 表示设备处于可正常工作状态, 0 表示设备处于

维修状态. 如果 s(t) = 1, 生产的限制条件 0 ≤ u(t) ≤ l;

如果 s(t) = 0, u(t) = 0. l 为设备的最大生产率. 为了同

时研究生产以及维修问题, 假设 r
¯m ≤ rm(t) ≤ r̄m 表示

系统 t 时的维修率, 其中 r
¯m 表示系统的最低维修率, r̄m

则表示最高维修率. 将 rm(t) 引入到上述 Markov 过程的

生成矩阵中, 即 Q(t) =

(
−pm pm

rm(t) −rm(t)

)
, 其中 pm 表

示设备的故障率, 即 1/pm 表示设备连续发生二次故障之

间的平均正常工作时间; 同理 1/rm(t) 表示设备的平均维

修时间. 在系统中引入一个时而开放, 时而关闭的需求阀

来模拟需求发生变化的情况. 当需求阀处于开放的时候,

系统有一个连续的产品需求率 d；当需求阀处于关闭的时

候, 对系统而言没有产品需求. 需求阀进行开、关的切换

时间分别服从速率为 pv 和 rd 的指数分布. 假设系统设备

与需求阀在 t 时的工作/故障或开/关的状态用 (α(t), β(t)),

α(t), β(t) ∈ {up(U), down(D)} 表示, 即存在四种不同的

状态：UU、UD、DU 以及 DD. 设备与需求阀的平均可

正常工作或者开放时间显然为 em = rm/(pm + rm) 以及

ev = rv/(pv + rv). 那么系统的平均生产率即为 Em = lem,

平均需求率即为 Ev = dev. v(t)表示时间 t 时的追加生产

率. C =
[
0, k̄

]
表示可供追加的生产率集. k̄ 是可供追加的

最大生产率. 不等式 l + k > d始终是成立的. 这也就是说,

只要需要, 需求总是可以满足的. 那么这个混杂系统动态模

型描述如下

ẋ(t) =

{
u(t) + v(t)− z(t), 当 s(t) = 1

v(t)− z(t), 当 s(t) = 0
(1)

式中, z(t)表示系统需求率, 如果 β(t) = up, 那么 z(t) = d；

如果 β(t) = down, 那么 z(t) = 0. 考虑维修及追加生产力因

素, 定义目标函数如下所示

J(x, u, rm, v) = min lim
T→∞

1

T
E[(G(t) + h(t))dt] (2)

式中, 惩罚函数 G 定义为：G(t) = c+x+ + c−x− + cps +

crrms̄. c+ 和 c−分别为系统正的产品盈余水平 x+ 以及负的

产品盈余水平 x−所引起的单位产品、单位时间的损失. cp 代

表单位时间的生产损失, crrm 表示了单位时间的维修损失.

如果 s = 0, 那么 s̄ = 1; 如果 s = 1, 那么 s̄ = 0. h(t) = cvv

表示以 v速率追加生产率的单位时间损失. cv 则表示追加生

产率的单位损失. 目标函数 J(x, u, rm, v)受式 (1) 等生产、

维修条件的约束.

考虑到生产的实际过程, 根据 Hu, Vakili 和 Yu[7]、

Liberopoulos 和 Caramanis[8] 的相关结论, 可以认为在本

问题中阈值控制策略为一种最优控制策略. 实际上, 文献 [9]

已经证明了一个相似的问题, 且本文也只研究这种策略. 值

得注意的是, 在本目标函数中系统的生产率和维修率是此函

数的决策变量.

3 复合三阈值控制策略

3.1 系统 Bellman方程

系统的状态转移矩阵如下所示




pmpv−pm−pv pm(1−pv) (1−pm)pv pmpv

rm(1−pv) rmpv−rm−pv rmpv (1−rm)pv

(1−pm)rv pmrv pmrv−rv −pm pm(1−rv)

rmrv (1−rm)rv rm(1−rv) rmrv−rv −rm




如果令 Vij(x) (i ∈ {0, 1}代表设备初始状态, j ∈ {1, 0}代
表需求阀在整个过程中保持为开或者关闭状态) 表示相应的

系统价值函数,考虑需求阀的动态变化情况,暂不考虑系统外

购生产力的情况, 由此可得系统完整 Bellman方程如下所示
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J∗ = min
0≤u≤l

{dV11(x)

dx
(u−d)}+(pmpv−pm−pv)V11(x)+

pm(1−pv)V01(x)+(1−pm)pvV10(x)+pmpvV00(x)+

c+x+ + c−x− + cp

J∗ = −dV01(x)

dx
d + c+x+ + c−x−+

min
r
¯m≤rm≤r̄m

{
rm(1−pv)V11(x)+(rmpv−rm−pv)V01(x)+

rmpvV10(x) + (1− rm)pvV00(x) + crrm

}

J∗ = min
0≤u≤l

{dV10(x)

dx
u}+ (1− pm)rvV11(x)+

pmrvV01(x) + (pmrv − rv − pm)V10(x)+

pm(1− rv)V00(x) + c+x+ + c−x− + cp

J∗ = min
r
¯m≤rm≤r̄m

{ rmrvV11(x) + (1− rm)rvV01(x)+

rm(1−rv)V10(x) +(rmrv−rv−rm)×
V00(x) + crrm

}
+

c+x+ + c−x−

显然对上述系统 Bellman方程的讨论将非常复杂. 根据

前人从动态规划的角度出发所得到的最优控制的充分必要条

件[10], 如果不考虑需求阀的动态变化情况, 问题则相对简单

得多. 基于这种设想, 先对各个需求状态进行讨论, 然后再引

入不受需求阀动态变化情况影响的控制策略.

3.2 复合三阈值控制策略

结合系统特性, 给出近似最优的具有较强动态特性的复

合三阈值控制策略如下所示




(u, v) =





(u1, v1) =





(0, 0) x > z∗mu

(min(l, d), 0) x = z∗mu

(l, 0) z∗v < x < z∗mu

(l, max(d− l, 0)) x = z∗v
(l, k̄) x < z∗v

UU

(u2, v2) =

{
(l, 0) x < z∗md

(0, 0) x ≥ z∗md

UD

rm =





r1 =

{
r̄m x < z∗du

r
¯m x ≥ z∗du

DU

r2 =

{
r̄m x < z∗dd

r
¯m x ≥ z∗dd

DD

(3)

其中 z∗mu, z∗v , z∗md, z∗du 等代表相应阈值. 一般情况下, z∗mu

和 z∗v 是非负标量. 这种控制策略表示当系统处于 UU 状态

时, 如果系统的盈余水平高于 z∗mu 就停止生产, 直至其消耗

至 z∗mu并尽量保持这种状态；如果系统盈余水平低于 z∗mu并

大于 z∗v 就以系统的最大生产率进行生产, 上述期间系统不追

加生产力；如果盈余水平达到 z∗v , 就通过加班、外购生产力

等手段给系统追加相应大小的生产力来维持生产；如果低于

z∗v , 就以系统最大的生产率并且追加最大生产力进行生产；

如果系统处于 UD 状态, 系统不追加生产力, 并且当系统此

时的盈余水平不低于 z∗md 时, 不进行生产, 当其低于 z∗md 时,

以最大生产力进行生产；同理, 当系统处于DU 状态时, 如果

系统盈余水平已经消耗至 z∗du 以下时, 必须以系统最大可能

维修能力进行维修, 而如果在 z∗du之上, 则以系统正常最小维

修能力进行维修, 系统处于 DD状态与系统处于 DU 状态时

的维修特性是一致的, 所不同的是相应的阈值不同.

注意, 上述式 (3) 中 z∗mu≥z∗md , z∗mu≥ z∗du, z∗du ≥z∗dd 成

立. 这是个似是而非的问题. 如果 z∗du > z∗mu , 那么 x 在 z∗mu

附近变化, 特别是 x = z∗mu 时, 如果继续保持最高的维修率

进行工作就与实际生产及维修情况不符了. 从另外一个角度

来看, 不等式 z∗mu ≥ z∗md 与 z∗du ≥ z∗dd 就说明了为了满足产

品需求, 系统的 UU 或者 DU 状态相对于系统 UD或者 DD

状态, 有个更高的需求去抵御不确定性给生产带来的影响.

4 生产可以满足需求时

4.1 需求阀保持 “开” 状态

当需求阀处于 “开” 状态, 对系统而言, 产品的需求率始

终保持为 d , 将这种有限时域上的问题在无限时域上扩展,

以定理的形式给出阈值 z∗mu 和 z∗du 二者之间的关系.

定理 1. 在复合近似最优三阈值控制策略下, z∗mu 与 z∗du

存在如下关系：

如果 z∗du > 0, 那么

z∗mu = z∗du+H×ln [ W ( (c+ + c−)(lr
¯m − dr

¯m − pmd)×
exp(L(dr̄m+pmd−lr̄m)) +c+(r̄m−r

¯m)] (4)

如果 z∗du < 0, 那么

z∗mu = z∗du+H×ln [ W ( (c+ + c−)(lr̄m − dr̄m − pmd)×
(5)

exp(L(dr
¯m+pmd−lr

¯m))−c−(r̄m−r
¯m)] (6)

式中, W =
r̄mpm

c+(l−d)(pm+r
¯m)(lr̄m−dr̄m−pmd)

, L=
z∗du

d(l−d)
,

H =
dl − d2

lr
¯m − dr

¯m − pmd
.

证明. 文献 [6] 提供了一种根据相关阈值确定概率密

度分布的方法. 暂且不考虑需求阀动态的影响, 假设产品

需求率保持为 d, z∗du ≤ z∗mu 的条件以及简化后的阈值控

制策略将整个状态空间基本分成两部分, 即 x(t) ≤ z∗du 与

z∗du < x(t) ≤ z∗mu, 分别用 s− 与 s+ 表示 x(t) ≤ z∗du 与

z∗du < x(t) ≤ z∗mu, s(t) ∈ {0, 1}代表了设备的状态. 利用文

献 [6] 的结论, 可以得到系统位于相应各个状态区间的概率

密度 fz∗
du

,z∗mu
(x, s), 以一个引理的方式直接给出其结果：

引理 1. 在复合近似最优三阈值控制策略下,系统在各个

状态区间上的概率密度函数 fz∗
du

,z∗mu
(x, s)以及 x(t) = z∗mu

时的概率 pz∗
du

,z∗mu
(z∗mu)为





fz∗
du

,z∗mu
(x, 1−) = d2pm∆(z∗du, z∗mu) x ∈ (−∞, z∗du)

fz∗
du

,z∗mu
(x, 0−) = dpm(l−d)∆(z∗du, z∗mu) x ∈ (−∞, z∗du)

fz∗
du

,z∗mu
(x, 1+) = d2pm∆(z∗du, z∗mu) x ∈ [z∗du, z∗mu)

fz∗
du

,z∗mu
(x, 0+) = dpm(l−d)∆(z∗du, z∗mu) x ∈ [z∗du, z∗mu)

pz∗
du

,z∗mu
(z∗mu) = d2(l − d)∆(z∗du, z∗mu)

(7)

式中∆(z∗du, z∗mu) = ψ(z∗du, z∗mu)θ(r̄m)θ(r
¯m) exp{π(r

¯m, z∗du)},
ψ(z∗du, z∗mu) = (d(l − d)θ(r̄m)(pm + r

¯m) exp{−θ(r
¯m)(z∗du −

z∗mu)}−lpm(r̄m−r
¯m))−1, π(r

¯m, z∗du) = −θ(r
¯m)(z∗du−z∗mu),

θ(rm) =
lrm − drm − dpm

d(l − d)
.

显 然, 当 x 趋 向 于 −∞ 时, fz∗
du

,z∗mu
(x, 1−) 与

fz∗
du

,z∗mu
(x, 0−) 都为零. 因此, 如果 z∗du < 0, 在不考虑需

求阀动态及追加生产力的情况下, 根据式 (2) 与 (6) , 相应损
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失函数为

J− = −c−[
∫ z∗du
−∞ x(fz∗

du
,z∗mu

(x, 1−) + fz∗
du

,z∗mu
(x, 0−))dx+∫ 0

z∗
du

x(fz∗
du

,z∗mu
(x, 1+) + fz∗

du
,z∗mu

(x, 0+))dx]+

c+[
∫ z∗mu
0

x(fz∗
du

,z∗mu
(x, 1+) + fz∗

du
,z∗mu

(x, 0+))dx+

z∗mupz∗
du

,z∗mu
(z∗mu)] + cp[

∫ z∗du
−∞ fz∗

du
,z∗mu

(x, 1−)dx+∫ z∗mu
z∗

du
fz∗

du
,z∗mu

(x, 1+)dx + pz∗
du

,z∗mu
(z∗mu)] + cr[r̄m×∫ z∗du

−∞ fz∗
du

,z∗mu
(x, 0−)dx + r

¯m

∫ z∗mu
z∗

du
fz∗

du
,z∗mu

(x, 0+)dx]

(8)

同理, 当 z∗du > 0 时可得相应的损失函数

J+ = −c−[
∫ 0

−∞ x(fz∗
du

,z∗mu
(x, 1−) + fz∗

du
,z∗mu

(x, 0−))dx]+

c+[
∫ z∗du
0

x(fz∗
du

,z∗mu
(x, 1−) + fz∗

du
,z∗mu

(x, 0−))dx+∫ z∗mu
z∗

du
x(fz∗

du
,z∗mu

(x, 1+) + fz∗
du

,z∗mu
(x, 0+))dx+

z∗mupz∗
du

,z∗mu
(z∗mu)] + cp[

∫ z∗du
−∞ fz∗

du
,z∗mu

(x, 1−)dx+∫ z∗mu
z∗

du
fz∗

du
,z∗mu

(x, 1+)dx + pz∗
du

,z∗mu
(z∗mu)] + cr[r̄m×∫ z∗du

−∞ fz∗
du

,z∗mu
(x, 0−)dx + r

¯m

∫ z∗mu
z∗

du
fz∗

du
,z∗mu

(x, 0+)dx]

(9)

因此, 利用无约束问题的最优性的条件, 取
∂J(zdu, zmu)

∂zdu
−

∂J(zdu, zmu)

∂zmu
= 0, 化简即可得到上述结论. ¤

得到了有关 z∗mu 与 z∗du 关系的结论, 剩下的问题就是求

取 z∗mu 或者 z∗du, 这个问题现在也显得相当容易了.

定理 2. 在近似最优三阈值控制策略下, 最优阈值 z∗du为

如果 z∗du > 0, 则有

z∗du =
d(l − d)

pmd + r̄md− lr̄m

ln

[
c+

(c+ + c−)(pmd + r
¯md− lr

¯m)
×

(t(lr̄m − dr̄m − pmd) + (l − d)(r̄m − r
¯m))]

(10)

式中, t 是下列方程的解

t exp(t) = − (l − d)(pm + r
¯m)

pml
exp

{

−(cp+pmcr )(lr
¯m−dr

¯m−pmd)2 + c+dl(2(lr
¯m−dr

¯m−pmd)+pml)

c+dl(l − d)(r
¯m + pm)

}

(11)

如果 z∗du < 0, 则有

z∗du =− d(l−d)

lr
¯m−dr

¯m−pmd
ln

(
v(σ)

pml(c++c−)(lr̄m−dr̄m−pmd)

)

(12)

式中, v(σ) = c+(lr̄m − dr̄m − pmd)(lr
¯m − dr

¯m − pmd +

pml) exp(σ) + c−lpm(l − d)(r̄m − r
¯m), 其中, σ ∈ R是下列

方程的一个解

c+dl(r
¯m + pm)(l − d)(lr̄m − dr̄m − pmd)σ =

dl(c+ + c−)(r
¯m + pm)(l − d)(lr̄m − dr̄m − pmd)×

ln
{

(l−d)(c−lpm(r̄m−r
¯m) + c+(r

¯m+pm)(lr̄m−dr̄m−pmd) exp(σ))

lpm(c++c−)(lr̄m−dr̄m−pmd)

}
−

(lr
¯m−dr

¯m−pmd)(c+ld(lr̄m−dr̄m−pmd)−c−ld(r
¯m+pm)×

(l−d) + (pmcr+cp)(lr
¯m−dr

¯m−pmd)(lr̄m−dr̄m−pmd))

(13)

证明. 将式 (4) 代入到式 (8) 中并取
dJ+

dzdu
= 0, 计算化

简, 即可得到本定理的式 (9)；同理, 将式 (5) 代入到式 (7) 中

并取
dJ−

dzdu
= 0, 计算化简, 即可得到式 (11). ¤

注意 z∗du ≤ z∗mu 以及 z∗mu 一般为正值的前提条件, 如果

求得的解符合上述关系式, 就得到了所要的解. 如果存在正、

负多解情况, 则根据实际生产情况, 选取 z∗du 为负时对应 “真

值” 情况下的阈值. 当然式 (12) 也有两个可能解, 这就需要

逐一进行验证, 方能得到相关最优阈值.

4.2 需求阀保持 “关” 状态

当需求阀保持 “关” 状态, 说明系统无产品需求, 因此也

不需要追加生产力. 这种情况下求取近似最优的阈值 z∗md 与

z∗dd 主要考虑的是产品需求为零对系统造成的影响.

定理 3. 当需求阀保持 “关” 状态, 如果取需求率大小

为 Ev, 则 z∗md 与 z∗dd 的关系如同 z∗mu 与 z∗du 一样, 满足式

(4)、(5)、(9) 和 (11).

证明. 略.

这个定理的证明很简单, z∗md 与 z∗dd 的关系如同 z∗mu 与

z∗du 的关系在本质上是一样的, 问题的关键在于用 Ev 取代 d

是否合适, 答案是显然的. 需求阀处 “关闭” 状态时, 并不意

味着产品需求真正为零, 这也与实际生产不相符合, 考虑需

求阀的动态作用, 只不过此时系统较需求阀处 “开放” 状态

有个更低的抵御不确定需求的要求. Ev 在一定意义上就表

示需求阀处关闭状态时系统平均产品需求率的大小. 当然此

时得到的相关阈值不是最优, 只能是近似最优.

4.3 近似最优单阈值控制策略

对生产和维修而言, 近似最优复合三阈值控制策略是一

种动态策略, 需要根据需求状态不停地调整生产. 但如果需

求率变化过快, 上述复合三阈值控制策略的工作情况就可能

变得很差. 而且如果需求是不可观测的, 生产就难以执行. 在

这种情况下, 就有必要采取别的控制策略来控制生产, 这也

就是本节提出近似最优单界点控制策略的原因. 注意, 如果

产品的需求率以及设备的维修率是不变的, 根据文献 [3] 等

学者的工作就可以确定一个有关生产的最优单阈值的控制策

略, 即

u =





r x < z∗

min(l, d) x = z∗

0 x > z∗
(14)

现在只不过由于需求与生产的动态变化, 这个最优阈值 z∗ 难
以确定罢了.

根据生产设备状态过程与需求阀状态过程等不确定性

因素, 可以认为系统的生产过程是由以下两种情况综合而

成：1) 系统具有不确定的生产和维修, 而产品需求率是确定

的；2) 系统具有不确定的生产和需求, 而设备的维修率是确

定的. 这是个似是而非的问题. 对生产而言, 用 z∗1 和 z∗2 分别
表示上述两种情况下的最优阈值, 用 z∗m 表示最优单阈值 z∗

的一个近似值.

对第一种情况, 可以很容易地确定 z∗1 的大小. 在前面的

章节中, 已经解决过类似的问题. 只要用 Ev 取代系统位于需

求阀处于 “开” 状态时所得相关结论中的需求率 d, 即可求得

z∗1 . 注意, 这里考虑了需求阀的动态特性. 对于第二种情况,

为了得到 z∗2 , 令 rma 为整个生产过程中的平均校正维修率,

取 rma = (r̄m + r
¯m)/2. 同理, 可以认为这种情况是由一个具
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有不确定生产, 但具有确定需求的生产过程与一个具有确定

生产, 但具有不确定需求的生产过程综合而成. 假设其相应

的阈值分别为 z∗21, z∗22. 根据 Baris[11] 的工作, 可以认为对于

具有不确定生产, 却具有确定需求的生产过程, 可以通过下

列式子求得相应的阈值

z∗21 = max

{
0,−Q

em

1− em

(l − Ev)Ev

Em − Ev
×

ln

[
c+em(l − Ev)

(c+ + c−)(1− em)Ev

] } (15)

式中 Q =
2(1− em)

rma
. 而且, 对于具有确定生产和不确定需

求的生产过程, 系统可视为由一个具有固定最大生产率 Em

, 且不考虑其变化方差的设备来代替原设备而组成的生产系

统. 在这种情况下, 因为存在生产可以满足需求的前提条件,

即说明生产在任何时候都能满足需求, 因此, 这种情况下的

相关阈值 z∗22 为零. 由于可以认为 z∗2 为上述两种情况下所得
阈值之和, 所以有 z∗2 = z∗21 成立.

本节已经单独研究了各个不确定事件对生产的影响情

况, 并得到了相应的阈值, 综上所述, 给出结论如下

z∗m = z∗1 + z∗2 = z∗1 + z∗21 (16)

z∗m 所对应的校正维修的阈值可以通过第 4.1 节的结论直接

得到, 在此就不加赘述了.

5 生产不能满足需求时

当生产不能满足需求时, Ev > Em 成立, 即说明在生产

过程的某个阶段有可能需要通过增加劳动时间、外购生产力

等手段给系统追加生产力. 据复合近似最优三阈值控制策略,

这个标准即为系统盈余水平阈值 z∗v . 以下介绍通过问题简化

的方法求取追加生产力阈值 z∗v .

如果在有限时域上考虑生产不能满足需求的一个确定的

需求状态, 阈值控制策略如果为最优控制策略, 很明显系统

轨迹基本上保持在状态空间 x ≤ 0 上. 换句话说, 在 [0, z
′
]

上的轨迹是短暂和有限的. z
′
为某一未知正阈值. 考虑到生

产的实际情况, 当生产不能满足需求时, 维修变量应该取固

定的最大维修率, 并且当库存 (订货需求) 低于某个层面时,

必须追加生产力. 在这种情况下, 目标函数 J(x, u, rm, v)可

以用函数 J1 = min limT→∞ 1
T

E(
∫ T

0
(c−x− + cps + cr r̄ms̄ +

cvv)dt)来近似代替. 在这种情况下, 考虑系统的动态特性及

生产故障的 Markov 过程特性, z∗v 将主要由损失函数 J2 =

limT→∞ 1
T

E(
∫ T

0
(c−x− + cvv)dt)确定. 而且利用反向思维,

这个系统可以转化为一个具有不确定生产率 d(需求阀开放

或者关闭) 和不确定的需求率 us 的生产系统. 注意：如果

s = 1, 则有 us = l；如果 s = 0, 则有 us = 0. 这样在式

(3) 的控制策略下, 考虑系统的状态空间特性, J2 就可以近

似转换为 J3 = limT→∞ 1
T

E(
∫ T

0
(c−x+ + cvk̄x−)dt). 这是

因为在式 (3) 控制策略下, 系统盈余水平在空间 [−∞, z∗v ]和

[z∗mu,∞]内的轨迹是短暂的和有限到达的. 而且在正常生产

条件下, 也不鼓励追加生产力的行为. 很明显, 对这个问题存

在一个最优单阈值控制策略, 并且相关阈值的求解方法在第

4.3 节中已经做过介绍. 直接利用相关结论, 整理符号, 再考

虑到当 Em < Ev 时生产的实际意义, 指出当库存 (订货需

求) 低于某个阈值时需要追加生产力的近似的最优阈值为

z∗v =
2em

rm

(l − d)d

d− Em
ln[(

c−

c− + cvk̄
)

d

Em
] (17)

注意, 这种方法实际上是在整个时域上对生产不能满

足需求的某个阶段进行扩展并加以研究的结果. 而且在式

(3) 的控制策略下, 这种近似主要是考虑到在 [−∞, z∗v ] 和

[z∗mu,∞]上的状态轨迹是短暂的、有限的. 如果在一个有限

时间内考虑这个问题, 这种近似当然也是不准确的. 所以上

述结论并不是准确的解析表达式, 只是目标值的一种近似.

但是这种方法避免了求解复杂的动态规划问题, 简单的计算

就可以得到适宜的参考值.

6 仿真研究

近似最优复合三阈值控制策略的优点在于, 当需求阀处

于关闭状态, 并且系统状态处于 z∗md < x < z∗mu 时, 阻止系

统进行不必要的生产. 单阈值控制策略就不能处理这种情

况, 因此就会产生不必要的生产损失. 不光对生产情况, 对系

统的维修情况而言, 情况也是一样的. 取 c+ = 1, c− = 3,

pm = 0.2, l = 5, d = 2.4, rv = 10. 为了简化问题方便计算,

取 r̄m = r
¯m = rm, cr = cp = 0. 图 2 表示在采用复合三阈值

控制策略而不采用近似最优单阈值控制策略情况下, 系统节

省的成本与需求阀关闭率之间的变化关系图.

图 2 系统平均节省成本与需求阀关闭率关系图

Fig. 2 System average saving cost vs. breakdown rate of the

demand valve

对曲线 1 而言, rm = 21；对曲线 2 而言, rm = 10；对曲

线 3 而言, rm = 4. 图 2 表明, 在采用复合三阈值控制策略

下, 随着需求阀关闭率的增加, 系统所节省的成本也在增加,

这是因为系统状态保持在 z∗md < x < z∗mu 区域内的时间与

系统状态在 x < z∗md 区域内的时间相比, 不可忽略, 在此区

域内产生的成本损失对系统的总损失产生了很大的影响, 因

此复合三阈值控制策略就可以发挥作用, 工作良好. 但是, 可

以看到, 当需求阀的关闭率非常小时, 采用复合三阈值控制

策略所节省的成本几乎为零. 这是因为当系统处于需求阀关

闭状态时, 系统状态保持在 z∗md < x < z∗mu 区域内的时间远

远小于在 x < z∗md 区域内的时间, 因此在此区域内节省的损

失相比于系统的总损失来说非常小, 可以忽略不计. 当然, 这

种情况下, 单阈值控制策略就能很好的发挥作用. 这也就是

说, 当需求阀的关闭率非常小的时候, 近似最优的单阈值控

制策略可以作为一个更为简单的控制策略来替代复合三阈值

控制策略. 由图可见, 当维修率增加时, 系统节省的成本也在

增加, 这是因为没有考虑维修成本的原因, 即 cr = 0的结果.

取 l = 6, k̄ = 3, r̄m = r
¯m = rm = 0.3, pm = 0.1,

c+ = 0.2, c− = 0.8, cr = cp = 0, cv = 4, 图 3 表示用本文方

法得到的关于追加生产力阈值与需求率 d 之间的关系变化

图. 文献 [9] 也建议了一种近似求解追加生产力阈值的简化

方法. 图 4 为用文献 [9] 的方法得到的关于追加生产力阈值
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与需求率 d 之间的关系变化图.

图 3 需求率与追加生产力阈值 z∗v 关系图

Fig. 3 Demand rate vs. hedging point z∗v

图 4 需求率与追加生产力阈值 z∗v 关系图

Fig. 4 Demand rate vs. hedging point z∗v

图 3 和图 4 基本都反映了随着需求率的递增, 追加生产

力阈值也随之递增的关系, 并且如果需求率相当大, 大约是 6

的时候, 用这两种方法得到的最优阈值都大于 0. 在某种程度

上这是因为两种方法都是近似的方法. 然而实际上它却反映

了在生产中如果需求率足够大, 即使此时的库存是正值, 也

应该外购生产力这样的事实. 另外本文的结果相对于文献 [9]

的结果偏大, 这是因为本文将特定的需求状态在整个时域上

扩展而单独加以研究的结果. 如果需求层变化很快, 本文的

结果就比文献 [9] 的结果有更大的误差. 而如果需求层变化

很慢, 本文的结果就比较优越.

7 结语

当维修不再是一项没有效益的作业, 而将维修视为整个

制造过程中的组成部分后, 对生产以及维修同时进行控制的

问题就显得愈发重要. 本文将维修率也作为一个控制变量引

入到传统经典的流率模型中并引入追加生产力的概念, 建议

了一种具有很强动态特性的复合三阈值控制策略, 给出了相

应阈值的求取方法. 同时也建议了一种近似最优的单界点控

制策略的确定办法, 这个策略主要是基于需求不可观测的基

础之上提出来的, 是对复合三阈值控制策略的进一步补充.

仿真研究说明了这两种控制策略的应用环境和范围, 并对追

加生产力阈值的求取方法进行了补充说明.
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