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Brown定理的一个组合证明 
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摘 要：QUIt I EN 利用代数拓扑的方法证明了Brown定理 ，BAcIAws KI也是用代数 

拓扑理论得至Il公式 (尸)一 (Q)一∑ ( ／，) (6， )．砟者先培出 (P)一 (Q)一 
∈q 

∑ ( ／，) (b， )的组合证明，然后利用该方法给出了Brown定理的组合证明． 
∈日 
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1 基本概念 

设 P是偏序集，P中的元 z。称为P的最大元(最小元)，若对任意的 ∈P有 ≤ 。( ≥“)．P 

中的元 o7"称为是 P的极大元 (极小元)，若有 P中的元 Y使得 ≥ ( ≤ )，则 =r．f称 为 P到 

偏序集 Q的保序映射，若在 P中有 ≤ ，则在固中有， )≤，( )．偏序集尸上的Mobius函数 

f fo 
：]( + )— ( ， )一 —— 一 ‘ 【 【

一  

(z，：) < ． 

特别地 ， (尸)一 (0，1)，尸为 P中人为地添加一个最大元 1和最小元 O．在不至于混淆的情况下 ． 

除特另1说明，记 (O， )为 (o， )， (z，1)为 (-r，i)． 

HAI I 有一个深刻的结论，当 P是有限偏序集时． (尸)一；(1P1)，(这 里 『尸『一{( 。， ”， 

)l-ro<丑<⋯< ．，∞∈P，。一0，1，⋯，n}， 。< 】<⋯< 称为 P中的 H维链．)，由此说 明 Mo— 

bius函数是一个拓扑不变量．QUH I EN在文[1]中的命题 1．6叙述，如果f／y是可缩的，那么f是 

同伦等价的．BACI AWSKI在文[2]中得到 (尸)= (Q)一 ( ／，) ( ，y)，他是利用代数拓扑 

的理论来说明这个结论 的，本文要对 BACI AWSKI的这一结论给出一个初等的组合证明 ，并利用 

该方法给出Brown定理的组合证明．为此，首先 I进 

引理 1．1一 设 P是有限偏序集，则 (，J)— (尸一{T})+ ( ) ( ，1)． 

引理 1．2 设 P为有限偏序集，且 P有最大元或最小元，则 (P)一O． 

证 明 不妨设 是 P的最大元 ，则 

(尸)一～∑ (0， )一 ( ，b)一一 (b， )一 ∑ ( ， )～ (0 )， 
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而 【0． )一一 (0， )-z(b， )，代人得 (，j)一0 

引理 1．3 设 P是有限偏序集，若存在P上的保序映射_厂，使得对任意 ∈P有 ≤ ’( )≥ 一 

。 是 P中一定元 ，则 (P)一0． 

证明 由文E2]的定理 4．1指出，一个有限偏序集 ，j是不可约可拆的充要条件为存在 P的保 

序映射 _厂 ，_厂 --，／． 使 ≤f ( )≥⋯≤f h)≥ 。．特别地，当 一1时，即 ≤／( )≥r̈ 时，P存在 

不可约元 z ，这就是说 z J+1只覆盖一个元 ．，又由引理 1．1．有 (P)= (P一{z⋯ })+ (【1_r州) 

(xl⋯ 1)．设 P ={z1 0< < ㈩)，则 z(o，置+ )= ( )，又因为P，有最大元 3-i，由引理 1．2知， 

f )一 0． 

另一方iiii,在P一{ ㈩)中，令，(z)一』。厂 ‘ ≠丑̈，则在P一{ + )中仍存在保序映 【 ，(
z)一 z．+ 

射 ，使 ≤尸( )≥ ，。， ，(1=j 。 。手 H1．故 (，j一{ ⋯})一0．因此 (，j)一0． 

2 BACLAWSKI公式的组合证明 

这一节对 BACI AWSKI的公式 (P)= (Q)一2J (_厂／ ) (O， )给出一个组合证明． 

设 _厂是偏序集 P到Q的一个保序映射， 是 Q中的一个元素，P的子集 fly={r∈Pl，( )≤ 

Y)与y／f={ ，( )≥jr)分别称为Y下的纤维与Y上的纤维．为证明第二节的Brown定理，需要利 

用“对任意 Y∈Q，若 ( ／_厂)一0，则 (，j)= (Q)”这个定理，而此定理是BACI AWSKI K公式的 

一 个推论，现在给出BACI AWSKI公式的一个组合证明，这就是 

定理 2．1 设 _厂是偏序集 P到偏序集Q的保序映射，则 (P)一 (Q)一 (y／J) (0，jr) 

证 明 对 Q 的元 素个数利用 数学归 纳法．当 Q一{ }时， ( ， )一一 1、 (y／J)= (P)、 

(Q)=0．此时有 (尸)一 (Q)一,U(y／f),u(O， )．不妨设当 Q的元素个数小于 ”时，公式成立 

讨论 当Q的元素个数为 n时 ，设 ， 是 Q的一个极小元 ，则由引理 1．1得 

Q)= (Q一 { })+ (0，Y ) ( ，1)一 (Q一{ })一 (jrL，1)(*)( ( ， )一一 (O，0)一一 1)． 

设 ，j 为 Y 的在保序映射 _厂之下的原象的集合，则 tdP)= (P—P )一 ( ，i)(每次都去除 
∈ 

极小元)-同样，在Y 上的纤维Y ／f中，有 ( ／f)=．tdy ／f--P )一22, 
、
， ( ，1)．又由于在 P 

， ，】 

中，如果 ≤ ， P ，则_厂(z )≤_厂h)，即_厂( )≥jr，因此 ∈ ／f，这样有∑ ( ，1)一∑ 
， ∈』。1 ‘∈ ，’l 

( ，i)，所 以 

(P)= (P— P )+ P(Y If)一 P(y ／f— P )． (1) 

下面看偏序集 P一，j 与偏序集Q～{ )．在偏序集 P—P 与偏序集Q一{ )中，_厂在P P 上 

的限制仍是 P—P 到 Q一{ )的保序映射，仍记为l厂，由归纳假设得 

z(P— P )一 (Q一 { 1})一 z(y／f)p(b， ) 
∈0～  } 

代人到(1)式 ，得到 

(，j)= (Q一{jr ))～ ∑ ( ／_厂) (0， )+P(Y1／f)一 ( ／f—P )． 
∈0一 ： 

又由于 (0， )一 ⋯ ．：(0， )+ (O，Y1) ( ， )( ≠ )．故 

(P)一z(Q一 { ))一 z(y／f)El~(b， )+ ( ， )]～ 
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∑ ( ／，) (b， )一 ( 1／，) (b，Y1)一 ( ／f—PI) 
· - * 

(Q)一lz(y ，1)一∑F,(y．／f)z(b， )一∑Z(Y／f)z(YI， )一 
I
< 1<， 

∑ ( ／，) ( ， )一 ( ／f)z(O，Y1)一 ( ／f～P )： 
一 ， * 

tdQ)一∑p(y／f)p(O， )一∑~(Y／f)z(YI， )一g(yI／f—F1)+tKy1， )， (2) 
∈q -< 

而在上式的最后 3项中，令 一 ／，一尸 ，Qz一( ，1)一( i < <l}，则 ，在 上的限制是保 

序映射，且 的个数小于 ，由归纳假设得 ( ／f-P )= ( ，1)一 Z(Y／f)z(Y ， )．代人(2) 
I 

式，得到 (尸)一 (Q)一2jZ(Y／f) ( ， )． 口 

由定理 2．1，马上可得到在 以后的证明中相应有用的 

推论 2．2 设 ，是偏序集 P到Q的一个保序映射， 是 Q中任～元素，满足 ， (y／J)一0，则 

(尸)： (Q)．对 Y下 的纤维同样成立． 

为证明下一节中的Brown定理，我们还须做如下的准备工作．设偏序集 尸与 Q的笛卡尔乘积 

PxQ一{( ， )l EP，yEQ}，PXQ上有 自然的偏序关系( ， )≤( ， )铸 ≤ 且 Y ≤ ．称 

z是 PxQ的一个闭子集，如果(z， )EZ且( ，Y )≤(z， )则( ，Y )EZ．令 Z ：{ l( ． )∈ 

Z}，Z，一{zl( ，y)EZ)，有 

推论 2．3 对任意的 EP，yEP，强果 z(X )=z(Z )一0，则 )： (Q)： (Z)． 

}Z— P 

证明作保序映射户 ：i ， )一 ，则z上纤维I／P 一{( ，j，，)∈ lz≤ ·作保序映射 ： 
fZ一— ／P1 i
v ( 

。

．v)，则 ， )纤维 ／( y)一{ EZ，ly ≤ }：Z ·由于 (Z )一0，故 ( ／(f， )) 0．由 

推论 2．2，得 z(Z )=z(x／P1)一0．再由推论 2．2，得到 (Z) (P)，同理可证 (Z)一 (Q)． 

3 Brown定理的证明 

众所周知，在群论中有如下的Brown定理：设 G是有限群，P是G的sylow p-子群，1，J1= ”， 

则由G中所有p-子群按包含关系所组成的链复形的欧拉示性数为 1+ ．为证明Brown定理，先 

定义群的一个由包含关系所组成的偏序集．设 讳(G)：{H IH<G，，，是非平凡 p-子群}， (G)上的 

偏序关系为群的包含关系-这样 讳(G)就是由所有的非平凡p-子群按包含关系作成的偏序集． 

命题 3．1 如果群 G有非平凡的正规p子群 H，则 ( (G))一0． 

证明由于 是G的正规子群，所以对 <G，有H <G．作映射f：{ 。 『= 川．显然 
是讳(G)的保序映射，且满足 ≤，( )≥H．由引理 1．3得 (体(G))一O． 

引理 3．2 设 y = U j (G)j ．其 中 
c J 

l (G)l一 { < I< ⋯< I E体(G)，J：0，1，⋯，i，i EⅣ} 

是 体(G)的链复形 ，简记为 y． 

y 一 l (G)l { 。< 1< ⋯ < 

有 (y，)=O． 

i,'vgq 作 讳(P)×y 的子集 z￡体(尸)× 

子集． 

V h E H ，h-] h— Y ， — 0，1，⋯ ，i) 

z：{(H， )I Ey )．显然 Z是 (P)×Y 的闭 
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(1)Z ={HE (P)lh-。yh=Y，V hEH}一体(尸 )． 

这里 尸 是 的稳定子，即P ={xEPl 一 — y)．由于 P 是一个 一群一所以尸 有非平凡的 

正规子群，由引理 3．1知， (讳(P，))一0，即 (z )=0 因此由推论 2．3得： (z)一fdY )· 

(2)Z ={ lyEY {所有在 H共轭作用下不变的 一子群链)． 

fZ ，— Z ． 

显然，若kEZ ，则H一’ H= ，日 (Ⅳ )H一 H=Hk，得HkEZ ．作保序映射f：{ ， 
I 1 

有 矗≤，(矗)≥H．由引理l ．3知 (z ) 0．再由引理 2．3知， (z)= (体(P))．又因为P有非平 

凡正规子群 ，由引理 3．1知 ， ( (P))=0． 

综合(1)，(2)得到 (y )一0． 

定理3．3(Brown定理) X L}体(G)1)--=I modul P ． 

证明 由同调群的长正合链 

⋯  H (y ) fI．(y) H ．(y，Y ) fI旧．(y ) ⋯ 

得 (y)一Z(Y，Y )+ (y )．由Mobius函数与欧拉示性数的关系知道z(Y )= (y )+1，而 (y ) 

一 0，得 (y)=z(Y，Y )+1．再 由链复形 

⋯  C (y)／C (y ) ⋯ C (y)／G(y ) ⋯ C。(Y)／C (y )． 

对任取 EC (Y)／C．(y )， 一{Yo<j，l<⋯< )．任取 ∈̂P，̂_。xh={h Y。̂<⋯< ，h}≠ 

因此P作用在zEe(y)／C (y )上是自由的，不妨设S是y中所有 维链的集合，S={ ．， ，⋯， 

z }，则 P SP={P z P，⋯，P 37 P}，而 P～ P中i维链的个数为 P“，所以每项都是 的倍数 

其交错和(欧拉示性数)x(y，Y )rE是 的倍数．因此有X(Y，Y )；0modulP ．故有1flY)=1mrxl 

ule P ，即 (1讳(G)1) 1 module ． 

注记 3．4 在证 明 Brown定理过程 中所用到有关 Mobius函数计算都是 初等 的，所 以给出了 

Brown定理的一个组合证明． 
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A Combinatorial Proof of the Brown Theorem 

SONG Chuan—nlng 

(College of Mathematical Sciences·Shanghai Teachers University，Shanghai 200234，China) 

Abstract：QUILLEN used methods of algebl aic topology to prove the Brown Theorem BACLAWSKI d tl anlu 

theorytoobtain af叫tnula (P)一 (Q)～∑ ( ／，) ( ， ．Thi p peT。ffe c。mbina La1 p∞0f。f c tormula 

and u s the same methods to prove the Brown Theorem
．  

Key words：Browlt Theorem；M'ohius fuction{fiber 
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