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柔性凸轮曲线的犖犝犚犅犛表达与多目标遗传算法优化

葛荣雨 李世伟 刘 莉

【摘要】 犖犝犚犅犛曲线通过调整节点矢量、控制顶点位置和权因子能够优化曲线形状，因此利用犖犝犚犅犛曲线

可以构造柔性的凸轮曲线。为了同时满足凸轮机构的运动学和动力学性能，建立了凸轮曲线的多目标优化模型，

并提出一种集成精英保留策略、目标达到法选择策略和快速非支配排序算法的混合遗传算法，求解凸轮曲线的多

目标优化模型。优化实例表明，该混合遗传算法可以有效解决多目标优化问题，获得综合特性良好的凸轮曲线。
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引言

分度凸轮机构的传统设计中主要采用修正正

弦、修正等速和修正梯形凸轮曲线，这些曲线由于跃

度在端点不连续，只适用于中低速凸轮机构。高速

凸轮机构多采用高次多项式凸轮曲线。这种运动曲

线的通用性强，只要幂次数取得足够高，对应高阶导

数总是光滑和端点连续的，但设计时需处理好约束

条件及解复杂线性方程组［１］。随着犆犃犇技术的发

展，一些学者提出以样条函数表达更通用的凸轮曲

线［２］，同时很多最优化方法被应用到凸轮曲线设计

中［３］，但上述文献均以凸轮曲线的单目标优化为研

究内容，不能满足工程中高速凸轮曲线应具有优良

综合性能的要求，基于遗传算法的凸轮曲线优化尚

未见报道。非均匀有理犅样条（犖犝犚犅犛）方法以其

优良的表达性和强大的局部调控特性而受到普遍重

视，本文以犖犝犚犅犛曲线表达柔性凸轮曲线，在满足

基本运动约束前提下，兼顾运动学和动力学性能要

求，构建多目标优化模型，并运用混合遗传算法求解

模型。

１ 犖犝犚犅犛凸轮曲线

１１ 犖犝犚犅犛曲线数学模型

一条犽次犖犝犚犅犛



曲线可表示为



犛（狓）＝∑
狀

犻＝１

犱犻犚犻，犽（狓） （１）

犚犻，犽（狓）＝狑犻犖犻，犽（狓）∑
狀

犼＝１

狑犼犖犼，犽（狓） （２）

其中 犱＝［犱０ 犱１ … 犱狀］
犜

式中 犱———控制顶点向量 狑犻———权因子

犖犼，犽（狓）———由节点矢量犝＝［狌０，狌１，…，

狌狀＋犽＋１］按德布尔 考克斯递推

公式决定的犽次规范犅样条基

函数

犚犼，犽（狓）———犽次有理基函数

可见，犖犝犚犅犛曲线由３个参数定义：控制顶

点、权因子和节点矢量。改变节点矢量、移动控制顶

点位置和修改权因子都可以调整犖犝犚犅犛曲线的形

状，且改变某一参数，仅仅改变犖犝犚犅犛曲线的局部

形状，而不会影响整体性能，此性质使其明显优于多

项式曲线。

１２ 犖犝犚犅犛凸轮曲线的实现

凸轮曲线表达凸轮机构的运动时常采用无因次

形式，即对于无量纲的时间犜，无量纲位移表示为

犛＝犛（犜） （０≤犜≤１，０≤犛≤１） （３）

则犖犝犚犅犛凸轮曲线无量纲位移、速度、加速度和跃

度可表示为

犛（犜）＝∑
狀

犻＝１

犱犻犚犻，犽（犜） （４）

犞（犜）＝∑
狀

犻＝１

犱犻犚′犻，犽（犜） （５）

犃（犜）＝∑
狀

犻＝１

犱犻犚″犻，犽（犜） （６）

犑（犜）＝∑
狀

犻＝１

犱犻犚犻，犽（犜） （７）

犽次有理基函数犚犼，犽（狓）的犿 次导数在某时刻

犜满足

∑
狀

犻＝１

犚
（犿）
犻，犽（犜）＝０ （犿＝１，２，３，…） （８）

由式（８）可方便验证犽次有理基函数的导数求解正

确与否。

为了减少计算量，仅采用基于控制顶点位置和

基于权因子的犖犝犚犅犛凸轮曲线优化方法，而节点

矢量区间定义为

犝＝ ０，…，０，
１

狀－犽＋１
， ２
狀－犽＋１

，…，狀－犽
狀－犽＋１

，１，…，［ ］１
（９）

两端节点重复度为犽＋１。由于犽次犖犝犚犅犛曲线

是犆犽－１的，为使凸轮曲线的跃度连续，采用五次

犖犝犚犅犛曲线构造凸轮曲线，即犽＝５，这样可以得到

连续的二次跃度曲线。

２ 多目标优化问题数学描述

凸轮曲线优化的目的是在不改变几何和自然约

束的前提下提高凸轮曲线的运动学和动力学性能，

因此凸轮曲线的设计在工程应用中属于典型的多目

标优化问题，这里凸轮曲线优化指优化五次

犖犝犚犅犛曲线的控制顶点和权因子。求解多目标优

化问题的常用方法有合并目标法、交换目标法和基

于犘犪狉犲狋狅最优解的方法，其中基于犘犪狉犲狋狅最优解的

方法具有强大的全局搜索能力和较快的收敛速度，

是近年来求解多目标优化问题的主要方法。

以最小化多目标问题为研究对象，一个多目标

优化问题可以表示为

犿犻狀狔＝犳（狓）＝［犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓）］
犜

狊．狋．犵犻（狓）≤０ （犻＝１，２，…，狆）

犺犼（狓）＝０ （犼＝１，２，…，狇

烅

烄

烆 ）

（１０）

式中 狓———决策向量，狓∈犚狀

狔———目标向量，狔∈犚犿

犵犻、犺犼———约束函数

由于多目标优化问题中各目标函数之间往往是

不可公度的，多目标优化问题的最优解使各个子目

标函数都尽可能地达到最优，称为犘犪狉犲狋狅最优解。

通常情况下，多目标优化问题的犘犪狉犲狋狅最优解是一

个最优解集合。多目标优化算法的目标就是构造非

支配集，并使非支配集不断逼近最优解集，最终达到

最优。

３ 混合遗传算法设计

本文基于犘犪狉犲狋狅最优解和目标达到法多目标

规划的思想，提出了一种混合遗传算法优化凸轮曲

线。混合遗传算法的流程如图１所示，在混合遗传

算法的整体框架内，集成了目标达到法选择策略、精

英保留策略和快速非支配排序算法，保证了算法的

快速收敛性。

３１ 种群编码与初始化

犖犝犚犅犛曲线的控制顶点和权因子属于多维优

化变量，编码采用实数编码方式。且由于权因子狑犻
分别和控制顶点犱犻相联系，所以一个可行的编码为

［狑０ 犱０ 狑１ 犱１ … 狑狀 犱狀］。由于修正梯

形（犿狅犱犻犳犻犲犱狋狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾，简称 犕犜）凸轮曲线是一种

性能良好的凸轮曲线，为了提高遗传算法的收敛速

度，为接近全局最优个体播种，从 犕犜凸轮曲线上

随机选取狀＋１个点组成的向量作为初始种群控制

顶点向量，而权因子均取为１。重复上述操作犘次，
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便得到规模为犘的初始种群。这种方法产生的初

始种群大部分个体可以满足约束条件，并很接近于

犘犪狉犲狋狅解集。

图１ 混合遗传算法流程图

犉犻犵．１ 犉犾狅狑犻狀犵犱犻犪犵狉犪犿狅犳犺狔犫狉犻犱犵犲狀犲狋犻犮犪犾犵狅狉犻狋犺犿

３２ 选择操作

选择操作可实现优胜劣汰，这里采用轮盘赌选

择的方法选取要进行交叉和变异的个体。为了保证

优秀个体不会因交叉变异被破坏，采用精英保留策

略，使当前群体中适应度最高的犘犪狉犲狋狅解个体不参

与交叉和变异，而用来替换本代群体中经过交叉、变

异等遗传操作后所产生的目标函数值较大的个体。

实施精英保留策略后的种群个体数量超过了规定的

群体规模 犕，需要进行第２次选择。这里首先以

犖犛犌犃 Ⅱ
［４］中的快速最优排序算法对群体中的所

有个体排序，并附加约束条件处理和目标达到法选

择。

３２１ 约束条件处理

优化时为简化约束条件的处理，等式约束的处

理方案是降维法，使优化变量维数降低，并消去等式

约束。若两端节点的重复度取为犽＋１，且限定权因

子狑犻≠０（犻＝０，１，…，狀），犖犝犚犅犛曲线首末端点恰

好是首末控制顶点，所以对于凸轮曲线无量纲位移

等式约束犛（０）＝０，犛（１）＝１，可得犱０＝犱狀＝０。对

于无量纲速度和加速度约束犞（０）＝０，犃（０）＝０，

犞（１）＝０，犃（１）＝０，由式（８）得犱１＝犱２＝犱狀－１＝

犱狀－２＝０。这样，降维后编码形式变为［狑３ 犱３ …

狑狀－３ 犱狀－３］。

３２２ 目标达到法选择

多目标优化能得到目标函数的近似最优解集，

但凸轮曲线优化的目的是保证良好的综合特性。所

以混合遗传算法集成了多目标规划中的目标达到法

思想，不是求出分布在整个解空间的个体，而是求出

某一目标值犳 （狓）＝［犳１ （狓），犳

２ （狓），…，

犳犿（狓）］
犜附近的最优个体，具体算法如图２所示。

把目标函数的值域限定为以犗犢 为中心轴线、半锥

角为α的锥体内（如果有两个目标函数，则是三角

区域），对于某一个体的目标函数向量犣，设犗犣与

犗犢夹角为β，如果β＜α，则该个体的目标函数值在

限定区域内，可以作为子代种群的个体，否则不被选

择作为后代个体。

图２ 目标达到选择方法

犉犻犵．２ 犛犲犾犲犮狋犻狀犵犫犪狊犲犱狅狀犵狅犪犾犪狋狋犪犻狀犿犲狀狋犿犲狋犺狅犱

３３ 交叉和变异操作

交叉和变异操作能够搜索新的基因空间，帮助

收敛过程跳出局部最优，增加种群的多样性，是种群

遗传进化的核心步骤。

对于实数编码的凸轮曲线遗传算法优化问题，

交叉操作采用算术交叉，即染色体犡的第犻个基因

狓犻可以通过两个父代个体犃和犅交叉得到

狓犻＝狉犻犪犻＋（１－狉犻）犫犻 （１１）

式中 狉犻———区间（０，１）的随机数

父代个体犃和犅是通过二人制随机联赛选择方法

从当前种群中选取的。交叉后的个体犡 再进行如

下变异操作

狓犻＝狉１，犻狓犻＋（１－狉１，犻）［狉２，犻（狌－犾）＋犾］（１２）

［狌，犾］是控制顶点和权因子的取值范围，这里均取

为［０，１］。

４ 优化实例

犞犿（犜）、犃犿（犜）和犑犿（犜）分别表示凸轮曲线

的最大速度、最大加速度和最大跃度，这些无量纲最

大值称为凸轮曲线的特性值，常作为凸轮曲线优化

的目标函数。设某一非对称凸轮曲线优化模型为
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犿犻狀犃犿（犜）

犿犻狀犑犿（犜）

犞犿（犜）≤２０

犺（犜）

烅

烄

烆 ＝０

（１３）

且有

犺（犜）＝［犛（０），犞（０），犃（０），犛（１）－１，犞（１），犃（１）］犜

（１４）

现用五次犖犝犚犅犛曲线表达凸轮曲线，且取狀＝１５，

则对等式约束降维处理后需要优化的控制顶点和权

因子变量为２０个，理想的加速度和跃度特性值设为

犳＝［４９ ６１４］，混合遗传算法参数选取如下：种

群规模为５０，最大进化代数为１０００代，交叉概率为

０５，变异概率为００１５。用混合遗传算法优化两个

目标函数，优化结果如图３所示。为了验证算法的

有效性，选部分优秀个体，与 犕犜凸轮曲线的特性

值进行比较，比较结果列于表１，其中凸轮曲线１的

位移、速度、加速度和跃度曲线如图４所示。由表１

看到，通过混合遗传算法优化得到的五次犖犝犚犅犛

凸轮曲线的最大速度、最大加速度和最大跃度特性

都优于犕犜凸轮曲线，说明提出的优化方法能获得

综合性能更好的凸轮曲线。

图３ 两个目标函数混合犌犃优化结果

犉犻犵．３ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狅犳狋狑狅狅犫犼犲犮狋犻狏犲

犳狌狀犮狋犻狅狀狊犫犪狊犲犱狅狀犺狔犫狉犻犱犌犃

表１ 犖犝犚犅犛凸轮曲线与犕犜曲线特性值比较

犜犪犫．１ 犆狅狀狋狉犪狊狋犫犲狋狑犲犲狀犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狏犪犾狌犲狅犳

狅犫狋犪犻狀犲犱犖犝犚犅犛犮犪犿犮狌狉狏犲狊犪狀犱犕犜犮狌狉狏犲狊

优秀个体
特性参数

犞犿 犃犿 犑犿
曲线１ １．９９３９ ±４．８７９ ±６１．２５

曲线２ １．９９３５ ±４．８７８ ±６１．３２

曲线３ １．９９６３ ±４．８７６ ±６１．３５

犕犜曲线 ２．００００ ±４．８８０ ±６１．４０

图４ 五次犖犝犚犅犛凸轮曲线

犉犻犵．４ 犙狌犻狀狋犻犮犖犝犚犅犛犮犪犿犮狌狉狏犲狊

５ 结论

（１）犖犝犚犅犛凸轮曲线性能取决于节点矢量、控

制顶点位置和权因子大小，可以根据不同设计要求

自由调整，如调整某一控制顶点，可以得到不同综合

性能的凸轮曲线，所以犖犝犚犅犛凸轮曲线是一种柔

性通用凸轮曲线。

（２）凸轮曲线的多目标优化克服了工程中单一

目标优化的缺陷，在满足基本几何约束和工程约束

前提下，可以获得同时具有良好运动学和运动学性

能的凸轮曲线，因此相比目前的单目标性能优化，更

能起到指导实践的作用。

（３）混合遗传多目标优化算法集成了精英保留

策略和快速非支配排序算法，并提出了目标达到选

择方法，可以搜索某理想目标点附近的最优个体。

通过该算法获得的凸轮曲线综合性能明显优于工程

应用中一些传统凸轮曲线。
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