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管道曲面上轮式机器人的极值轨道研究

肖 刚 刘三阳 余国林

【摘要】 对轮式机器人在管道曲面上的极值轨道问题进行了研究。在管道曲面上建立了轮式机器人的动态模

型，证明轮式机器人是可控的，并且存在时间最优轨道，利用庞特里亚金最大值原理给出了轮式机器人最小时间控

制的必要条件，并给出了极值轨道的结构方程，通过结构方程分析了管道曲面上移动机器人的极值轨道，指出极值

轨道的控制变量完全由结构方程来确定，并且机器人的极值轨道由 ２种基本轨道类型的有限组合而成，给出了这 ２

种基本轨道类型控制变量的变化情况。
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引言

轮式机器人在管道内运动时具有特殊的几何约

束，机器人在管道曲面上移动的运动规律比平面上

复杂。为解决管道曲面上轮式机器人的极值轨道问

题，本文利用微分几何的方法
［１～５］
，把轮式机器人在

平面上的运动推广到管道曲面上，得到机器人在管

道曲面上移动的动态模型。在此基础上，分析机器人

的可控性和时间最优轨道的存在性，并给出动态模

型的结构方程，通过结构方程分析极值轨道的类型。

 管道曲面上轮式机器人的动态模型

轮式机器人在管道曲面内移动，如图 １所示。设

由两个轮子控制机器人的移动，两轮的间距为 ２牄，

轮子的速度分别为 牤１和 牤２，并且速度的大小满足

牤牏∈［－１，１］，牏＝１，２。定义变量 牣１和 犽
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图 １ 管道中的移动机器人

Ｆｉｇ．１ Ｍｏｂｉｌｅｒｏｂｏｔｉｎｐｉｐｅ

牣１＝
牤１＋牤２

２

犽＝
牤２－牤１

烅

烄

烆 ２牄

（１）

牣１、犽的值域如图 ２ｂ所示。

显然 牣１表示机器人的移

动速度控制变量，犽表示

机器人的旋转控制变量。

图 ２ 控制变量的变换

Ｆｉｇ．２ Ｔｒａｎｓｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｏｎｔｒｏｌｖａｒｉａｂｌｅｓ

机器人在没有旋转控制的条件下（犽＝０），若在

平面上移动时，沿着直线移动；而在管道曲面上，则

沿着测地线移动。设管道曲面为柱面爳，设柱面的曲

纹坐标为半测地坐标网，对于这个坐标网而言，曲面

的第一基本形式可以简化为

ｄ牞
２
＝ｄ牣

２
＋爢ｄ牤

２

高斯曲率为

爦＝－
１

槡爢


２ 槡爢

牣
２ ＝－

槡（ 爢）牣牣

槡爢

其中 牣和 牤是曲面 爳的参数或曲纹坐标，牞是弧长

参数。设牠表示时间，则有ｄ牞＝牣１ｄ牠。若犽≠０，由于旋

转控制变量控制机器人运动的方向的变化，设 犤为

运动曲线的切方向，此时
ｄ犤

ｄ牠
＝－牣１

槡（ 爢）牣

槡爢
ｓｉｎ犤＋犽。

这样机器人在管道曲面上的运动轨迹方程满足

ｄ牣

ｄ牠
＝牣１ｃｏｓ犤

ｄ牤

ｄ牠
＝牣１

ｓｉｎ犤

槡爢

ｄ犤

ｄ牠
＝－牣１

烅

烄

烆
爞ｓｉｎ犤＋犽

（ａ．ｅ．） （２）

其中 爞＝
槡（ 爢）牣

槡爢
，ａ．ｅ．表示方程除了一些测度为零

的点外都成立。

设 ╂＝（牣，牤，犤）
Ｔ
，┰１ 槏＝ ｃｏｓ犤，

ｓｉｎ犤

槡爢
，－ 槕爞ｓｉｎ犤

Ｔ

，

┰２ 槏＝ ０，０， 槕
１

牄

Ｔ

，牣２＝牄犽，则式（２）可表示为

ｄ╂

ｄ牠
＝牣１（牠）┰１（╂）＋牣２（牠）┰２（╂）

（╂∈爳×爳
１
，（牣１，牣２）∈爺） （３）

其中牣１、牣２为控制变量，爺＝｛（牣１，牣２）燏燏牣１燏＋燏牣２燏＝１，

（牣１，牣２）∈
２
｝（如图 ２ｃ所示），爳表示柱面，爳

１表示

单位圆，则 爳×爳
１是一个三维流形。称式（３）为管道

曲面上的轮式机器人的动态模型。

定理 １：管道曲面上的轮式机器人是可控的。

证明：对于管道曲面上的轮式机器人的动态模

型式（３），计算李括号运算可知

┰３＝［┰１，┰２］＝ 槏
１

牄
ｓｉｎ犤，－

ｃｏｓ犤

槡爢
， 槕爞ｃｏｓ犤

Ｔ

可以验证秩 ｒａｎｋ｛┰１，┰２，┰３｝＝３，则向量场 ┰１、┰２满

足李代数秩条件，由文献［２］定理 ３１可知机器人

是可控的。

定理 ２：管道曲面上的轮式机器人存在从始点

到终点的绝对连续时间最优轨道和相应可测控制。

证明：由上讨论可知，动态模型式（３）满足下列

条件：存在一个使机器人从始点到终点的控制；状态

变量 ╂＝（牣，牤，犤）
Ｔ定义在微分流形的开子集上；┰１、

┰２满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；控制向量（牣１，牣２）是在


２上的紧凸子集上取值的可测函数；对于每个控制

函数和初始条件 ┺∈爳，存在一个定义在整个区间

［牃，牄］上的轨道 熤，满足 熤（牃）＝┺。由文献［２］定理 ６

可知，对于曲面 爳上两点 ┺、┻，存在从 ┺到 ┻的最优

轨道及相应可测控制。

 管道曲面上轮式机器人的极值轨道类型

考虑流形 Ｍ上的最优时间控制问题

ｍｉｎ爴

┻
·
（牠）＝┰（┻（牠），╁（牠））

┻（０）＝┻０

┻（爴）＝┻

烅

烄

烆 １

（┻（牠）∈爩，╁（牠）∈爺
牔
） （４）

其中 爩表示微分流形，┻表示流形 爩上的点，╁∈爺

是控制参数。设 熮（牠）是流形 爩的余切空间 爴

爩的

一个余切向量，定义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

爣（熮（牠），┻（牠），╁（牠））＝〈熮（牠），┰（┻（牠），╁（牠））〉 （５）

引理 ３
［７］
（庞特里亚金最大值原理）：设 ╁（牠），

牠∈［０，爴］是最优时间控制问题的最优控制，那么存

在一个 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲线 熮（牠）∈爴

┻（牠）爩，牠∈［０，爴］以及

数 犧０∈满足

ｄ熮（牠）

ｄ牠
＝－

爣
┻

（ａ．ｅ．） （６）

爣（熮（牠），┻（牠），╁（牠））＝

ｍｉｎ
牥∈爺
｛〈熮（牠），┰（┻（牠），╁（牠））〉｝ （ａ．ｅ．） （７）

爣（熮（牠），┻（牠），╁（牠））＋犧０≡０ （ａ．ｅ．） （８）

（熮（牠），犧０）≠（０，０） （牠∈［０，爴］，犧０≥０） （９）

若曲面上一个轨道┻（牠）满足最大值原理的必要

条件式（６）～（９），则称轨道┻（牠）为极值轨道。显然时

间最优控制轨道是极值轨道，但反之不一定成立。若
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机器人没有移动，则称轨道是平凡的。下面给出动态

模型式（３）的结构方程。

已知 ┰１ 槏＝ ｃｏｓ犤，
ｓｉｎ犤

槡爢
，－ 槕爞ｓｉｎ犤

Ｔ

，┰２ 槏＝ ０，０，

槕
１

牄

Ｔ

，┰３＝［┰１，┰２］＝ 槏
１

牄
ｓｉｎ犤，－

ｃｏｓ犤

槡爢
， 槕爞ｃｏｓ犤

Ｔ

，设

犺１（牠）＝〈熮（牠），┰１（┻（牠））〉

犺２（牠）＝〈熮（牠），┰２（┻（牠））〉

犺３（牠）＝〈熮（牠），┰３

烅

烄

烆 （┻（牠））〉

（１０）

则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

爣（熮（牠），┻（牠），╁（牠））＝牣１犺１＋牣２犺２ （１１）

定理 ４：若 ┻（牠）为动态模型式（３）的时间最优轨

道，则对于几乎所有的 牠∈［０，爴］，控制变量 牣１、牣２满

足

（牣１，牣２）＝

燏牣１燏＝１，牣２＝０ （燏犺１燏＞燏犺２燏）

燏牣１燏＋燏牣２燏＝１ （燏犺１燏＝燏犺２燏）

燏牣２燏＝１，牣１＝０ （燏犺１燏＜燏犺２

烅

烄

烆 燏）

（１２）

证明：由引理 ３直接可得。

引理 ５
［２］
：设┰牏是一个光滑向量场，┻（牠）是关于

控制 ╁（牠）的时间最优轨道，设 犺牏（牠）＝〈熮（牠），

┰┳（┻（牠））〉，那么对于几乎所有的 牠∈［０，爴］有

犺
·

牏（牠）＝牣１〈熮（牠），［┰１，┰牏］〉＋牣２〈犧（牠），［┰２，┰牏］〉

（１３）

由于 ┰１、┰２、┰３线性无关，并且 熮（牠）始终不为

零，由式（９）可得

燏犺１燏＋燏犺２燏＋燏犺３燏≠０ （１４）

因为［┰１，┰３］＝－爦┰２，［┰２，┰３］＝
１

牄
２┰１，管道曲面的

高斯曲率 爦＝０，由引理 ５直接计算可以得到

犺
·

１＝－牣２犺３

犺
·

２＝牣１犺３

犺
·

３＝
牣２

牄
２犺１

烅

烄

烆
（牠）

（１５）

由式（１５）可以推导出

牣１犺１＋牣２犺２＝－犧０ （１６）

１

牄
２犺
２
１＋犺

２
３＝犦 （１７）

式中犦为常数。式（１４）～（１７）称为动态模型式（３）的

结构方程。

定理 ６：在非平凡极值轨道上不存在 犺１与 犺２公

共零点。

证明：设┻（牠）为管道曲面上的极值轨道，若存在

点 牠０满足 犺１（牠０）＝犺２（牠０）＝０，由式（１６）可知 犧０＝０。

因在［０，爴］上 犧０是常数，由定理 ４得到 犺１、犺２在［０，

爴］上全为零，由式（１４）可得 犺３≠０，由式（１５）可得

牣１＝牣２＝０，即 牤１＝牤２＝０，则机器人没有移动，与非

平凡极值轨道矛盾。

定义函数 犠（牠）＝燏犺１（牠）燏－燏犺２（牠）燏。因 犺１（牠）、

犺２（牠）是连续函数，所以 犠（牠）也是连续函数，并且满

足 犠（牠）＝０的点是［０，爴］上的闭子集。若在（－∞，

＋∞）上讨论 犠（牠），则满足 犠（牠）＞０或 犠（牠）＜０的点

集是（－∞，＋∞）上的开集，若把这些开区间限制在

［０，爴］上，交集或者是包含在［０，爴］内的开区间，或

者是包含区间端点的半开区间，或者是区间［０，爴］，

这些区间称为相对开集。满足 犠（牠）＝０的点称为奇

异点或奇异区间，满足 犠（牠）≠０的相对开集称为非

奇异区间。

定理 ７：在管道曲面上轮式机器人的极值轨道

上，非奇异区间的个数是有限的。

证明：由 犠（牠）的连续性，满足 犠（牠）＞０或 犠（牠）＜

０的点在［０，爴］上不可能是孤立点，这些点是［０，爴］

上的相对开集。下面分别讨论 犠（牠）＞０和 犠（牠）＜０

在（－∞，＋∞）上对应的开区间长度。

（１）犠（牠）＞０，燏牣１燏＝１，牣２＝０

由式（１５）可得

犺
·

１（牠）＝０

犺
·

２（牠）＝牣１犺３（牠） （ａ．ｅ．）

犺
·

３

烅

烄

烆 （牠）＝０

（１８）

则方程的解为犺１＝±犧０，犺３＝牅１。当牅１＝０，则犺２＝牅，若

燏牅燏＜犧０，则在整个区间［０，爴］上，有 犠（牠）＞０。若

燏牅燏≥犧０，满足 犠（牠）＞０的点集是空集。当 犺３＝牅１≠０，

求解微分方程式（１８）得 犺２（牠）＝牣１牅１牠＋牅２，犺３＝牅１，其

中 牅１、牅２为任意常数。设满足 犠（牠）＞０连通开集的最

小长度为 犳１，如图 ３所示。

图 ３ 方程式（１８）的解

Ｆｉｇ．３ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１８）

（２）犠（牠）＜０，牣１＝０，燏牣２燏＝１

由式（１５）可得

犺
·

１（牠）＝－牣２犺３（牠）

犺
·

２（牠）＝０

犺
·

３（牠）＝
牣２

牄
２犺１

烅

烄

烆
（牠）

（ａ．ｅ．） （１９）

求解方程式（１９）可得
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犺１（牠）＝－牣２牄牅３ 槏ｓｉｎ
牠

牄 槕＋犜

犺２（牠）＝±犧０

犺
·

３＝牣２牅３ 槏ｃｏｓ
牠

牄 槕

烅

烄

烆 ＋犜

其中 牅３、犜为任意常数。由式（１７）可得 牅３ 槡＝± 犦。

设满足 犠（牠）＜０点的连通开集的最小长度为 犳２，如

图 ４所示。

图 ４ 方程式（１９）的解

Ｆｉｇ．４ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１９）

由情形 １、２讨论可知，满足 犠（牠）≠０点连通开

集的最小长度 犳１、犳２是有下界的，所以限制在区间上

的相对开集的区间长度是有下界的，即非奇异区间

的个数是有限的。

定理 ８：在管道曲面上轮式机器人的极值轨道

上，满足犠（牠）＝０的点或者是孤立点或者是闭区间。

证明：由定理 ７可知限制在区间［０，爴］上满足

犠（牠）≠０的点连通开集最小长度是有下界的，设下

界为 犳０。设在［０，爴］上牠１、牠２满足犠（牠１）＝犠（牠２）＝０，若

区间［牠１，牠２］＜
犳０

２
，则在整个区间［牠１，牠２］上，犠（牠）＝０；

否则，若有 牠３∈［牠１，牠２］，满足 犠（牠３）＞０或 犠（牠３）＜０。

因连通开集的区间长度是有下界的，则对于 牠∈［牠１，

牠２］，有 犠（牠３）＞０或 犠（牠３）＜０，这与 犠（牠１）＝犠（牠２）＝０

矛盾，证毕。

定理 ９：在管道曲面上轮式机器人的非平凡极

值轨道上，若存在奇异区间，则机器人在此区间上沿

测地线移动。

证明：若在［牃，牄］［０，爴］上有 犠（牠）＝０，由

式（１２）可知，在此区间上燏犺１燏＝燏犺２燏＝犧０，则犺
·

１（牠）＝０，

犺
·

２（牠）＝０。若在［牃，牄］存在 犺３（牠）≠０的点，因 犺３（牠）是

连续函数，由式（１５）可得 牣１＝牣２＝０，矛盾，所以

犺３（牠）＝０。由式（１７）得牣２＝０，所以燏牣１燏＝１，即机器人

向前或向后沿测地线移动。

由定理 ６～９可以得到，机器人在管道曲面上的

极值轨道由下列 ２种基本轨道类型通过有限组合而

成：① 旋转轨道，即控制变量为燏牣２燏＝１，牣１＝０的情

形。② 测地线轨道，即控制变量为燏牣１燏＝１，牣２＝０的

情形。

 结束语

把平面上移动机器人极值轨道问题扩展到管道

曲面上，得到了曲面上轮式机器人动态模型。通过对

结构方程的分析得到，管道曲面上轮式机器人极值

轨道由 ２种基本轨道类型有限组合而成。
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