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四自由度混联机器人运动学分析与仿真

余顺年 陈扼西 马履中

【摘要】 根据串联机构和并联机构的特点，以两平移一转动并联机构为主体，设计了一种四自由度混联机器

人，该机器人动平台自由度为三平移和一转动，同时，在并联机构动平台和虚拟固定平台间增加一辅助支链，该辅

助支链具有独立的转动自由度。与具有同样运动特性的并联机构相比，该机器人的工作空间大，转动灵活。分析了

该机器人的运动学特征，求出其位置正反解析解，利用运动影响系数对其速度和加速度进行了系统研究，并进行了

动态仿真验证。
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引言

根据串联机构和并联机构的特点，设计一种混

联机器人新机型，并求出其运动学正反解，利用运动

影响系数对该机器人的速度和加速度进行系统分

析，通过软件 ＡＤＡＭＳ的运动学仿真结果，验证理

论推导的正确性。

 并联机构及混联机器人机构概念设计

 并联机构

设计并联机构如图 １
［１～２］
，该机构由虚拟固定平

台、等腰三角形的动平台及连接两平台的 ３条支链

所组成，其中 ２条支链爛爛″爛′和爜爜″爜′运动副相同，

均为 Ｐ⊥Ｒ∥Ｒ⊥Ｒ。而另一条支链 爞爞″爞′为 爮爺爺，

该支链的虎克铰 爞′和 爞″的 ２个内转动副及 ２



个外



转动副的轴线相互平行且虎克铰 爞″的外转动副轴

线与移动副爞的移动方向平行。移动副爛、爜与移动

副 爞的移动方向平行。建立如图所示的坐标系，动

坐标系 爭″牀″牁″牂″设在动平台上，坐标原点 爭″取在

转动副 爛′和 爜′的中点，牁″轴指向 爞′，牀″轴在转动副

爢′的转动轴线上并指向 爜′，牂″轴按右手定则确定且

垂直于动平台；另一坐标系 爭′牀′牁′牂′设在虚拟固定

平台上，坐标原点 爭′为点 爟在移动副 爛和 爜移动

导轨线的垂足点，牁′轴正向指向 爟，牀′轴指向移动

副 爜，牂′轴按右手定则确定且垂直虚拟固定平台；运

动开始时 牂″轴与 牂′轴方向重合。

图 １ 三自由度并联机构简图

Ｆｉｇ．１ Ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｋｅｔｃｈｗｉｔｈ３ ＤＯＦ

通过分析各支链的运动特征，动平台的输出矩

阵 ┝爮牃为 ３条支链输出矩阵的交集
［２］
，即

┝爮牃＝
牠
２
（牨′，牫′）

牜
２［ ］（犜，犝）

∩
牠
２
（牨′，牫′）

牜
２［ ］（犜，犝）

∩

牠
３

牜
２
（∥（爲，爲

［ ］））＝
牠
２
（牨′，牫′）

［ ］牜（犜）

其中矩阵中元素 牨′、牪′、牫′为沿 牀′、牁′、牂′轴方向的

移动量，犜、犝和 犞为绕 牀′、牁′、牂′轴的转动量，（爲，

爲

）为虎克铰的十字轴平面。由于十字轴外转动副

的轴线与移动副 爞的移动方向平行，因此，该并联

机构具有两平移一转动 ３个自由度，分别为 爭′牀′牂′

平面的移动和绕牀″轴的转动。选并联机构虚拟固定

平台的移动副 爛、爜、爞为主动副。

 混联机器人概念设计

为了扩大两平移一转动并联机构的工作空间，

利用移动副 爠将三自由度并联机构的虚拟固定平

台联接到机架，使并联机构的动平台具有沿 牁轴方

向的移动自由度，这样，混联机器人动平台具有三平

移一转动 ４个自由度。在虚拟固定平台与动平台间

增加一辅助支链 爡爡１爡２爡３爡′，该辅助支链通过转动

副 爡、爡′垂直两平台转动，中间通过两个虎克铰和可

伸缩的轴来传递（即 ＲＵＰＵＲ），且两个虎克铰 爡１和

爡３的 ２个内转动副及 ２个外转动副的轴线相互平

行。其机构运动简图如图 ２，虚拟样机
［３］如图 ３所

示。

图 ２ 混联机器人机构简图

Ｆｉｇ．２ Ｍｉｘｅｄｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓｋｅｔｃｈ

图 ３ 混联机器人虚拟样机

Ｆｉｇ．３ Ｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｍｉｘｅｄｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

 混联机器人位置分析

对混联机器人建立如图 ２所示坐标系。坐标系

爭″牀″牁″牂″和坐标系 爭′牀′牁′牂′的建立同图 １，固定坐

标系 爭牀牁牂建在机架上，初始与坐标系 爭′牀′牁′牂′

重合。

已知定长连杆 爛′爛″＝爧１，爜′爜″＝爧２，爞′爞″＝爧３；

移动副 爛和移动副 爜原始位置为：爭′爛＝牄１，爭′爜＝

牄２；移动副 爞的原始位置为：爞爟＝牅，爭′爟＝牆；转动

副 爛′和 爜′的位置为：爭″爛′＝爭″爜′＝牃；虎克铰 爞＇的

位置为：爭″爞′＝牉。令转动副 爛″、爜″的转动轴线分别

与移动副 爛、爜移动中心相交，而虎克铰 爞″外转动

副的转动轴线与移动副 爞的移动中心重合。辅助支

链位置参数为：爭′爡＝牉牉，爭″爡′＝牉牉′。令驱动副爛、爠、

爜、爞的移动位移分别为 牞１、牞２、牞３、牞４。

 混联机器人位置正解

根据建立的坐标系可知，固定坐标系 爭牀牁牂与

动坐标系 爭′牀′牁′牂′的关系为：牨牘＝牨

牘，牪牘＝牪


牘＋牞２，

牫牘＝牫

牘，犝＝犝


。

由于初始状态固定坐标系 爭牀牁牂与动坐标系

爭′牀′牁′牂′重合，而整个混联机器人机构动平台沿 牁

轴方向的移动只取决于移动副 爠，所以

牪牘＝牞２ （１）

通过对并联机构的运动特征分析可得

牫
２
牘＋（牨牘－牃＋牄１－牞１）

２
＝爧

２
１ （２）

牫
２
牘＋（牨牘＋牃－牄２－牞３）

２
＝爧

２
２ （３）

求解式（２）～（３）得

牨牘＝０．５
爧
２
２－爧

２
１

２牃－牄１－牄２－牞３＋牞１
－牄１＋牄２＋牞１＋牞槏 槕３

（４）
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牫牘＝

± 爧
２
１－ ０５

爧
２
２－爧

２
１

２牃－牄１－牄２－牞３＋牞１
＋牄１＋牄２－牞１＋牞槏 槕３［ ］－牃槡

２

（５）

以 ┠
和 ┢

分别表示动坐标系 爭″牀″牁″牂″相对另一

动坐标系 爭′牀′牁′牂′的位置和姿态，则本机构的 ┠


及 ┢
可表示为［４］

┠

＝（牨牘，０，牫牘）

Ｔ
（６）

┢

＝

１ ０ ０

０ ｃｏｓ犝 －ｓｉｎ犝

熿

燀

燄

燅０ ｓｉｎ犝 ｃｏｓ犝

（７）

而 爞′点在动坐标系 爭′牀′牁′牂′的坐标可表示为

┓′爭′＝┢

┓′爭″＋┠


（８）

┓′爭″＝（０，牉，０）
Ｔ 和 ┢


、┠

代入式（８）得┓′爭′＝

（牨牘，牉ｃｏｓ犝，牫牘＋牉ｓｉｎ犝）
Ｔ
。另根据 爞爭′爞′爭′＝爧３得

（牨牘－牅－牞４）
２
＋（牉ｃｏｓ犝－牆）

２
＋（牫牘＋牉ｓｉｎ犝）

２
＝爧

２
３

（９）

将式（９）展开并求解得

２牉牆ｃｏｓ犝－２牉牫牘ｓｉｎ犝＝牆
２
＋（牨牘－牅－牞４）

２
＋

牫
２
牘＋牉

２
－爧

２
３

即 犝＝ａｒｃｓｉｎ
犽１

犽
２
１＋犽槡

烄

烆

烌

烎
２
２

－ａｒｃｓｉｎ
犽３

犽
２
１＋犽槡

烄

烆

烌

烎
２
２

（１０）

其中 犽１＝２牉牆 犽２＝２牉牫牘

犽３＝牆
２
＋（牨牘－牅－牞４）

２
＋牫

２
牘＋牉

２
－爧

２
３

由式（１）、（４）、（５）及（１０），已知驱动副 爛、爠、爜、

爞的位移 牞１、牞２、牞３、牞４，可求动平台的位姿 牨牘、牪牘、牫牘、

犝。

 混联机器人位置反解

由式（１）得

牞２＝牪牘 （１１）

由式（２）得

牞１＝± 爧
２
１－牫槡 ２

牘＋牄１＋牨牘－牃 （１２）

由式（３）得

牞３＝± 爧
２
２－牫槡 ２

牘－牄２＋牨牘＋牃 （１３）

由式（９）得

牞４＝± 爧
２
３－（牉ｃｏｓ犝－牆）

２
－（牫牘＋牉ｓｉｎ犝）槡 ２

＋牨牘－牅

（１４）

由式（１１）～（１４），已知动平台的位姿 牨牘、牪牘、牫牘、

犝，可求驱动副 爛、爠、爜、爞的位移 牞１、牞２、牞３、牞４。

 混联机器人运动学分析

 速度分析

对式（１１）～（１４）求导数得

牞′２＝牪′牘 （１５）

牞′１＝牨′牘＋
牫牘

牕１
牫′牘 （１６）

牞′３＝牨′牘＋
牫牘

牕２
牫′牘 （１７）

牞′４＝牨′牘＋牔１牫′牘＋牔２犝′ （１８）

其中 牕１＝－牃＋牨牘＋牄１－牞１ 牕２＝牨牘＋牃－牄２－牞３

牔１＝
牉ｓｉｎ犝＋牫牘

牨牘－牅－牞４
牔２＝

牉（牫牘ｃｏｓ犝＋牆ｓｉｎ犝）

牨牘－牅－牞４
写成矩阵形式得机器人机构速度反解为

牞′１

牞′２

牞′３

牞′

熿

燀

燄

燅４

＝

１ ０
牫牘

牕１
０

０ １ ０ ０

１ ０
牫牘

牕２
０

１ ０ 牔１ 牔

熿

燀

燄

燅２

牨′牘

牪′牘

牫′牘

熿

燀

燄

燅犝′

＝┗
牚
爣┦爣 （１９）

其中 ┗
牚
爣为机器人机构的一阶运动影响系数的逆矩

阵。

机器人机构的一阶运动影响系数为

┗
爣
牚＝

牕１

牕１－牕２
０ －

牕２

牕１－牕２
０

０ １ ０ ０

－
牕１牕２

牫牘（牕１－牕２）
０

牕１牕２

牫牘（牕１－牕２）
０

牕１

牔２（牕１－牕２）

牔１牕２

牫牘槏 槕－１ ０
牕２

牔２（牕１－牕２）
１－
牔１牕１

牫槏 槕牘

１

牔

熿

燀

燄

燅２

机器人机构的速度为

┦爣＝［牨′牘 牪′牘 牫′牘 犝′］
Ｔ
＝┗

爣
牚┻′＝

┗
爣
牚［牞′１ 牞′２ 牞′３ 牞′４］

Ｔ
（２０）

 加速度分析

对式（１１）～（１４）求二阶导数并写成矩阵形式得

牞″２＝牪″牘 （２１）

牞″１＝┦
Ｔ
爣

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０
爧
２
１

牕
３
１

０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

┦爣＋

１

０

牫牘

牕１

熿

燀

燄

燅０

Ｔ

牨″牘

牪″牘

牫″牘

熿

燀

燄

燅犝″

（２２）

牞″３＝┦
Ｔ
爣

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０
爧
２
２

牕
３
２

０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

┦爣＋

１

０

牫牘

牕２

熿

燀

燄

燅０

Ｔ

牨″牘

牪″牘

牫″牘

熿

燀

燄

燅犝″

（２３）

牞″４＝
１

牨牘－牅－牞４
┦
Ｔ
爣·

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ 牔
２
１＋１ 牔１牔２＋牉ｃｏｓ犝

０ ０ 牔１牔２＋牉ｃｏｓ犝 牔
２
２＋牉（牆ｃｏｓ犝－牫牘

熿

燀

燄

燅ｓｉｎ犝）

·
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┦爣＋

１

０

牔１

牔

熿

燀

燄

燅２

Ｔ 牨″牘

牪″牘

牫″牘

熿

燀

燄

燅犝″

（２４）

综合式（２１）～（２４）得机器人机构加速度反解的

矩阵形式为

牞″１

牞″２

牞″３

牞″

熿

燀

燄

燅４

＝┦
Ｔ
爣

┘１１ ┘１２ ┘１３ ┘１４

┘２１ ┘２２ ┘２３ ┘２４

┘３１ ┘３２ ┘３３ ┘３４

┘４１ ┘４２ ┘４３ ┘

熿

燀

燄

燅４４

┦爣＋┗
牚
爣

牨″牘

牪″牘

牫″牘

熿

燀

燄

燅犝″

（２５）

其中

┘１１＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘１２＝┘２１＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘１３＝┘３１＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘１４＝┘４１＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘２２＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘２３＝┘３２＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘２４＝┘４２＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

０

┘３３＝

爧
２
１

牕
３
１

０

爧
２
２

牕
３
２

牔
２
１＋１

牨牘－牅－牞

熿

燀

燄

燅４

┘３４＝┘４３＝

０

０

０

牔２牔１＋牉ｃｏｓ犝

牨牘－牅－牞

熿

燀

燄

燅４

┘４４＝

０

０

０

牔
２
２＋牉（牆ｃｏｓ犝－牫牘ｓｉｎ犝）

牨牘－牅－牞

熿

燀

燄

燅４

对式（２５）两边同乘 ┗
牚
爣得机器人机构加速度正

解

牨″牘

牪″牘

牫″牘

熿

燀

燄

燅犝″

＝－［牞′１ 牞′２ 牞′３ 牞′４］·

┘１１ ┘１２ ┘１３ ┘１４

┘２１ ┘２２ ┘２３ ┘２４

┘３１ ┘３２ ┘３３ ┘３４

┘４１ ┘４２ ┘４３ ┘

熿

燀

燄

燅４４

┗
爣
牚

牞′１

牞′２

牞′３

牞′

熿

燀

燄

燅４

＋┗
爣
牚

牞″１

牞″２

牞″３

牞″

熿

燀

燄

燅４

（２６）

其中 ┘
爣
牚＝－

┘１１ ┘１２ ┘１３ ┘１４

┘２１ ┘２２ ┘２３ ┘２４

┘３１ ┘３２ ┘３３ ┘３４

┘４１ ┘４２ ┘４３ ┘

熿

燀

燄

燅４４

┗
爣
牚

为机器人机构的二阶运动影响系数。

 辅助支链运动学分析

辅助支链 爡爡１爡２爡３爡′由运动副 ＲＵＰＵＲ组成。

即辅助支链与虚拟固定平台和动平台均由转动副相

连，中间轴为两虎克铰与一伸缩轴。当中间轴（伸缩

轴）两端的叉面共面时，根据文献［５］，该辅助支链的

输入轴转角 犤与输出轴转角 犞之间的关系为

ｔａｎ犞ｃｏｓ犺１＝ｔａｎ犤ｃｏｓ犺２ （２７）

式中 犺１、犺２分别为轴 爡爡１与中间轴 爡１爡２爡３，中间轴

爡１爡２爡３与轴 爡３爡′之间的夹角，其值为

ｃｏｓ犺１＝
牫牘＋牉牉′ｓｉｎ犝

牨
２
牘＋（牉牉′ｃｏｓ犝－牉牉）

２
＋（牫牘＋牉牉′ｓｉｎ犝）槡 ２

ｃｏｓ犺２＝
牫牘ｃｏｓ犝＋牉牉′ｓｉｎ犝

牨
２
牘＋（牉牉′ｃｏｓ犝－牉牉）

２
＋（牫牘＋牉牉′ｓｉｎ犝）槡 ２

将式（２７）两边对时间求一阶及二阶导数得输入

轴角速度 犤′与输出轴角速度 犞′、输入轴角加速度 犤″

与输出轴角加速度 犞″之间的关系。

需要特殊说明的是：当动平台平行于虚拟固定

平台时，输入轴、中间轴（伸缩轴）及输出轴在同一平

面内，同时，输入轴与中间轴的夹角 犺１等于中间轴

与输出轴转角 犺２，此时，输出轴的角速度和角加速度

等于输入轴的角速度和角加速度。

 混联机器人动态仿真

若机器人的结构参数为：牃＝１００ｍｍ，牄１＝

１５０２５ｍｍ，牄２＝１５０２５ｍｍ，牅＝１０３０８ｍｍ，牆＝

２００ｍｍ，牉＝１５０ｍｍ，牉牉＝１００ｍｍ，牉牉′＝８０ｍｍ，各

杆件尺寸为：爧１＝ ２５５ｍｍ，爧２＝ ２５５ｍｍ，爧３＝

２７５ｍｍ。

选择动平台的运动规律为：牨牘＝－１０牠，牪牘＝１０牠，

牫牘＝２５０＋２ｓｉｎπ牠，犝＝５ｓｉｎπ牠，辅助支链的输入轴运

动规律为：犞＝１２０ｓｉｎ２牠。利用 ＡＤＡＭＳ软件经过 ５ｓ

运动学仿真［６］得到图 ４所示驱动副 爛、爜、爞、爠运动

曲线及图 ５所示辅助支链输出轴的角速度和角加速

度曲线。其与用本文公式计算结果一致。

 结束语

综合串联机构和并联机构的优点，设计了一种

新型混联机器人机构。该机器人动平台自由度有三

平移一转动，同时，在并联机构动平台和虚拟固定平

台间增加一辅助支链。该辅助支链具有一个独立转

动的自由度。分析了该机器人的运动学特征，求出该

机器人位置正反解析解，利用运动影响系数对该机

器 人速 度 和 加速 度进行了 系统 研 究，并 利 用

ＡＤＡＭＳ软件进行了动态仿真，仿真结果验证了理
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图 ４ 驱动副 爛、爜、爞、爠运动学曲线

Ｆｉｇ．４ Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｄｉａｇｒａｍｓｏｆｄｒｉｖｉｎｇ

ｐａｉｒｓ爛，爜，爞ａｎｄ爠

（ａ）速度 （ｂ）加速度

论推导的正确性。与具有同样运动特性的并联机构

相比，该机器人的运动学正反解求解容易，且具有显

图 ５ 辅助支链运动学曲线

Ｆｉｇ．５ Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｕｂｓｉｄｉａｒｙｃｈａｉｎ

（ａ）角速度 （ｂ）角加速度

形形式，便于实现实时控制，工作空间大，转动灵活，

动平台动力性能好。
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控系统的指令下自动地实时完成水果的高速分级卸

料，且整个卸料过程对水果没有明显的碰撞和冲击。

（２）将水果分级卸料装置与水果输送装置合为

一体，可简化水果机器视觉自动分选机的整体结构。
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