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岩石与混凝土水力劈裂缝内水压分布的计算 
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摘要：假定岩石与混凝土水力劈裂过程的裂缝形态为椭圆形，根据自然营造力作用下产生水力劈裂的边界条件，

从流体质量守恒和动量守恒定律出发，采用控制体积法推导出水力劈裂裂缝流体运动质量守恒定律的表达式及缝

内水压分布的微分方程，并得到在裂缝扩展稳定状态任意时刻缝内压力的计算式。从定性和定量两个方面与已有

的试验结果比较，论证了本文计算公式是正确的，在裂缝快速开裂的情况下计算结果与试验吻合较好。 
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高压隧洞在内水压力作用下或深埋地下洞室在外界高水头地下水作用下，衬砌体和周围岩体内不同程

度存在水力劈裂作用
[1～3]
，水力劈裂作用也是高水头混凝土坝体上游面裂缝失稳扩展的重要因素之一。水

力劈裂是高压水流或其它液体将岩体或混凝土内已有的裂隙和空隙驱动扩张、扩展、相互贯通等物理现象，

水力劈裂过程也是水流在较小岩体或混凝土间隙内运动与周围固体变形耦合过程，缝内水压分布规律是连

接流固耦合分析的纽带。 

水力劈裂一词起源于石油天然气行业，其机理研究相对较多，但这些研究是基于人工致裂，即在恒定

流量、恒定水头下岩体的开裂问题，重点研究施加多大的高压水头能使岩体开裂
[4～7]
。在水利水电工程行

业中的深埋地下结构、高坝、边坡等水流自然营造力所产生的水力劈裂却基本上是恒水头(如压力隧洞和

水库坝体)或变水头和变流量情况下产生的，因其边界条件不同，水力劈裂机理和缝内水压分布也就不一

定相同。由于水力劈裂机理的复杂性，目前对自然营造力作用下的水力劈裂机理研究较少，尤其是单裂缝

的水力劈裂问题。虽然针对混凝土坝水力劈裂的研究已有少量文献
[8～12]
，但混凝土高坝设计和地下结构围

岩稳定分析中还不能很好地考虑这部分影响
[13～15]

。Brühwiler和Saouma
[8，9]
通过混凝土试件的水力劈裂试

验，研究不同级配混凝土缝内水压分布规律。Slowik和Saouma
[10]
研究裂缝边缘张开速度不同时缝内水压梯

度分布随时间的变化规律。Tinawi和Guizani
[11]
研究初始形状为矩形，裂缝长度固定不变，裂缝壁仅刚性

张开、闭合、形状为梯形的坝体上游面已存在的裂缝，从理论上推导了裂缝内水压分布计算式，并应用有

限元分析法研究了不同地震波作用下裂缝快速张开、闭合时坝体上游面裂缝内压力的变化情况。文献[12]

研究混凝土拱坝上游面初始裂缝缝内水压为不同分布形式时裂缝开展情况及坝体应力特性。 

从经典断裂力学理论和文献[6]知，裂缝的扩展形状为椭圆形，本文就以此为前提，假定裂缝形状为

半椭圆形推导缝内水压分布，放弃恒定流量边界条件，推导水力劈裂裂缝流体的质量守恒方程和裂缝内水

压分布理论计算式，并与Slowik和Saouma的试验结果比较，探讨公式的适用范围。 
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1 裂缝水流运动基本理论 

描述空间流体运动的一般方程是Navier-Stokes方程，结合边界条件从理论上构成了流体运动状态的

完备描述
[16]
，然而，因流体运动状态及边界条件的复杂性，目前仅能对一些简单边界问题求解，如平行板

之间层流运动(泊肃叶流动
[16]

)。而对于大多数问题Navier-Stokes方程难以得到理论解，往往需要简化模

型和计算方法，但不管采用什么方法，求解过程应遵循质量守恒和动量守恒定律。 

混凝土和岩体水力劈裂裂缝的长度与宽度之比往往在10
4
以上数量级。水流在这样一个很小的缝隙内流

动，可以忽略压力沿裂缝宽度方向的变化，认为压力仅沿长度方向变化。对这种问题采用控制体积法求解

比直接通过Navier-Stokes方程求解更为有效
[11]
，而且精度完全能够满足工程要求。控制体积法就是沿裂

缝长度方向取若干个微段体积，通过研究微段的运动来得到问题的解。 

采用控制体积法求解时，不可压缩液体质量守恒定律可描述为 

( ) 0=⋅+= ∫∫ Ω
dAnudV

dt
d

dt
dm

V
ρρ  (1)

式中：V为控制体体积；Ω为控制体的表面；m为控制体质量；ρ为水的质量密度；u为速度矢量；n为控制

体表面的外法线矢量。 

不可压缩液体动量守恒定律描述为 

( ) ∑∫∫ =⋅+=
Ω

FdAnuuudV
dt
d

dt
dM

V
ρρ  (2)

式中：M为控制体积的动量；F为作用在控制体积上的力矢量。 

2 裂缝水压分布理论计算式 

2.1 基本假定  基本假定如下：(1)水的体积是不可压缩的；(2)水流属于牛顿流体，满足摩擦定律；(3)

裂缝壁渗透系数很小，流体滤失量可以忽略；(4)水流在裂隙内的运动属于一维层流，任一断面任意时刻

流速分布符合泊肃叶流动
[16]
；(5)裂缝在某一个方向宽度远大于其它两个方向，在该方向取单位宽度，简

化为平面问题研究，在该平面内裂缝形状为半椭圆形。 

如图1(a)，在任意时刻裂缝形态方程为 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 (3)

式中：a、b分别为任意时刻椭圆的长轴和短轴，是关于时间t的函数。 

流速分布如图1(b)所示，为 
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式中：ux,y为任一点流速(因本文研究均指任意时刻流体状态，为了简单，省略下标t,以下同)；u0为研究断

面最大流速；wx为x断面处裂缝宽度。 

 
图 1 裂缝形状与断面流速分布 

 

2.2 质量守恒  式(1)右侧第一项为控制体质量随时间的变化率，对于不可压缩液体则为体积变化率，第

二项为控制体周围各面流出和流入的水的通量。 

取x处一微段dx如图1，位于x断面处裂缝宽度为wx、任一点流速为u1x,y、平均流速为 1u 、最大流速为u01、

通过流量为qx；位于x+dx断面处裂缝宽度为wx

x
wx

∂
∂

dx、任一点流速为u2x,y、平均流速 2u 、最大流速为u02、

通过流量为qx+
x
qx

∂
∂

dx。 

下面分别计算式(1)中各项，按平面问题考虑。微段dx的体积为 

dxwdxdx
x
wwwdV x

x
xxV

≈







∂
∂

++=∫ 2
1

 (5)

对于一维层流，式(1)右侧第二项可以简化为 

( ) ∫∫∫ −=⋅
Ω 21

,2,1 s yxs yx dyudyudAnu  (6)

将式(3)代入式(6)并沿裂缝高度积分，得 

( ) 







∂
∂

+−=⋅∫Ω dx
x

wwuwudAnu x
xx 0201 3

2
3
2

 (7)

对于层流，断面最大流速等于全断面平均流速的2倍
[16]
，即有u01=2 1u ,u02=2 2u ，而 1u =qx/wx、
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2u = 







∂
∂
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∂
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x

wwdx
x
qq x

x
x

x / ，将其代入式(7)，忽略高阶微量后，得 

( ) dx
x
q

dAnu x

∂
∂

−=⋅∫Ω 3
4

 (8)

再将式(5)及式(8)代入式(1)，就得到裂缝水流运动质量守恒方程的具体形式，为 

x
q

t
w xx

∂
∂

=
∂
∂

3
4

 (9)

式(9)与文献[4～6]中假定裂缝为平行板得到的质量守恒方程在形式上是相同的，但多出4/3系数，说

明假定裂缝形状为椭圆形时其体积要稍小于按平行板得到的体积。虽然裂缝按椭圆形状分析较按平行板要

合理，但与实际的裂缝形状仍有一定误差。当裂缝长度并不大时，这种误差要小一些。 

2.3 动量守恒  由于裂缝水流是一维层流，式(2)可以简写为 

xs yxs yxV yx FdAudAudVu
dt
d

dt
dM ∑∫∫∫ =−+=

21

2
,2

2
,1, ρρρ  (10)

按牛顿流体摩擦定律得水流沿边界的摩阻力为 

2

3
16

xw
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xxy y
w
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= µµτ  (11)

式中：μ为流体的动力粘滞系数。 

假定图1控制体左侧x断面的平均水头压力为Px，而右侧x+dx断面平均水头压力为Px+
x
Px

∂
∂

dx，因为流速

很小，忽略惯性力作用，同时忽略该段流体的重力作用。则沿x方向的合力为 

dx
w

q
x
Pw

x
wPF

x

xx
x

x
xx 
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−=∑ 2
16µ

 (12)

将层流断面不同流速、流量之间关系代入式(10)右侧第一项，采用积分中值定律，有 

dxqdVu xV yx 3
4

, =∫  (13)

引入动量修正系数β以简化式(10)中的其余两项，有 

1
2

1
2
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1

SudAu
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其中β近似取圆形断面理论计算修正值，即β=4/3。 

将式(12)、式(13)及式(14)代入式(10)，略去高阶微量，化简得 
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根据泊肃叶流动的解
[16]
知，x断面通过的流量为 

x
Pw

q xx
x ∂

∂
−=

µ12

3

 (16)

将式(16)代入式(15)，结合式(9)进一步简化式(15)，得裂缝水压梯度的微分方程为 

0
2
1

3
1

=
∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

+
x

w
w
P

x
P

t
ww x

x

xxx
xµ

ρ
 (17)

2.4 缝内水压计算式  由裂缝形态方程式(3)得任一断面裂缝的张开宽度为 

2

2

02

2

112
a
xw

a
xbwx −=−=  (18)

式中：w0为裂缝边缘张开宽度。 

由式(18)得 
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式中： 0w& 为裂缝边缘张开宽度随时间变化率；为裂缝长度扩展率。 

将式(19)代入式(17)，得 
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(20)

式(20)即为任意时刻裂缝内水压分布微分方程，结合边界条件就可以求解。 

大量研究表明
[4，17]
，岩石与混凝土等脆性材料裂纹断裂失稳扩展具有跳跃性，裂缝长度并不是持续向

前扩展，而是扩展到某一稳定状态即停止，待断裂能积聚到一定程度后再出现一次跳跃。若考虑此稳定状
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态，则可令=0，式(20)可以大大化简。再引入边界条件，Px|xx=0=P0(P0为裂缝边缘水压)，经求解可得水力

劈裂稳定状态下缝内水压分布理论计算式，为 

















−

−= 22

2

00
0 1exp

xa
a

ww
vPPx &

 (21)

式中：ν为水的运动粘滞系数，
µ
ρ

=
v
1

。 

3 分析验证 

由式(21)可以得到：由于 01 22

2

≤







−

−
xa

a
，由指数函数的性质知裂缝内水压沿裂缝长度按指数规律

减小，随裂缝边缘张开宽度及张开速率的增大，式(21)中的指数部分减小，缝内水压增大；当x→a时，Px

→0；若令w0= tw& ，则t→∞，Px→P0，这说明随着时间的推移，缝内水压会逐渐增大到全水头。这些规律与

文献[8～10]试验得到的结论完全吻合，说明本文推导出的理论计算式符合实际。下面进一步从定量角度

比较分析。 

取文献[10]的试验结果，裂缝边缘快速张开，速率为200μm/s，外界水压为0.21MPa，在加压4.24s时

裂缝长度为140mm，经推算边缘张开宽度为0.848mm。在此需要说明的是，裂缝边缘张开速率与固体变形相

比较快，而与一般水流流速相比仍是较小的，而此时裂缝的长度稳定不变，水流进入裂缝的速率仍很小，

符合本文基本假定(4)。文献[10]试验与本文理论计算得到的缝内水压沿长度分布如图2。从图2可以看出，

本文的计算结果与试验结果吻合较好。比较其它时段的理论计算结果与试验结果也基本吻合，只是在开始

较短时段内，裂尖附近二者差异稍大。延长时间到240s，裂缝内水压分布如图3所示。与图2比较可以得到，

裂缝内水压随着时间的延长，水压会逐渐发展为全水头，与文献[5，13，14]结论完全吻合。 

 
 

图 2 4.24s时裂缝内水压分布 图 3 240s时理论计算裂缝内水压分布 

 

当裂缝边缘慢速张开，速率为2μm/s时，计算结果与试验结果差异很大，说明本文提出的理论计算式

只适用于裂缝快速张开。分析其原因有：①理论公式(21)仅考虑水力劈裂裂缝某一稳定状态时的水压分布，

不能充分反映时间效应。因为即使是裂缝扩展长度处于稳定状态，缝内水压未达到全水头前，水流也会缓

慢进入裂缝，压力会逐渐增大，这点虽从式(21)的定性分析可以得到，但在具体计算时因难以得到裂缝边
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缘张开宽度与速率之间的确切函数关系而难以实现；②在相同的时间内，慢速张开裂缝的宽度相对于快速

张开时较小，而裂缝愈小，假定的截面流速分布式(4)与实际误差愈大，这也是慢速张开时产生误差的因

素；③水力劈裂过程是裂隙水流运动与岩体或混凝土固体变形耦合过程，这种耦合作用具体体现在裂缝内

水压是固体变形的边界荷载，而裂隙内水压是裂隙张开宽度的函数，裂隙张开宽度却决定于固体的弹塑性

变形，加之岩体或混凝土的蠕变效应使这种耦合更为复杂，这说明单从裂缝水流运动角度计算水力劈裂过

程中缝内水压分布是有误差的。但本文提出的理论计算式，对于具体水力劈裂某个时刻，尤其是裂纹扩展

处于稳定状态时，预测缝内水压分布仍不失其理论价值。 

4 结语 

本文从流体质量守恒和动量守恒原理出发，假定水力劈裂裂缝形态为半椭圆形，推导出了任意时刻缝

内水压分布微分方程式，并得到了裂缝扩展处于稳定状态时缝内水压分布理论计算式。与已有试验结果比

较表明，本文的理论计算式反映出的规律性是正确的；在裂缝快速张开时，理论计算结果与试验结果吻合

较好，但理论计算式不适用于裂缝慢速张开情况。得到缝内水压分布后，将水压作为外荷载就可以进行结

构应力变形分析。 

自然界岩体的裂缝形状十分复杂，一般呈三维形态，文中简化为平面半椭圆形，并假定水流为一维层

流来推导缝内水压理论计算式，因而即使裂缝是快速张开的，得到的计算结果与实际仍存在一定误差，有

待于通过试验或数值模拟来修正。 

根据坝体地震荷载分析得到裂缝的张开速率等参数，直接从式(20)出发研究水力劈裂机理将更有价

值，这一方面研究作者正在积极进行中。 
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Formula for water pressure distribution in rock or concrete fractures formed by hydraulic 
fracturing 

LI Zong-li1,2, REN Qing-wen2, WANG Ya-hong1 
(1.Northwest Sciences and Technology University of Agriculture and Forestry, Yangling 712100, China;  

2.Hohai University, Nanjing 210098, China) 

Abstract: On the assumption that the fracture in rock and concrete is in half-ellipse shape the differential equation 
describing the internal water pressure distribution in rock and concrete fractures formed by hydraulic fracturing is 
established based on the law of mass conservation and momentum principle. The finite control volume approach 
is adopted and the formula for calculating the internal pressure at arbitrary moment in the process of fracturing is 
deduced. The validity of the formula is verified by experimental result. 
Key words: hydraulic fracturing; internal water pressure distribution; formula; rock and concrete 


