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ABSTRACT: Based on the character of the complex structure 
of SF6 circuit breaker in three-phase-in-one-tank GIS, the 
modified preconditioned conjugate gradient(MPCG) algorithm 
applied to solve multi-nodes and multi-elements large sparse 
real positive defined symmetric matrix is analyzed and the 
program diagram of MPCG algorithm is also proposed. 
According to the sparse symmetric character of coefficient 
matrix, the method of storing coefficient matrix effectively and 
rapidly is studied and new data structure is adopted. The 
finite-element calculation model and physical equations of SF6 

circuit breaker are founded The large sparse matrix is solved by 
using the MPCG algorithm. The electric field intensity and 
potential distribution are calculated under power frequency 
voltage and their corresponding profile charts and planforms are 
given. They can provide a useful and optimized design 
parameters for designing the circuit breaker configuration in GIS. 
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摘要：针对实际的GIS三相共罐式SF6高压断路器模型结构复

杂的特点，分析了适用于计算多节点、多单元的大型稀疏正

定实对称矩阵求解的修正预优共轭梯度算法MPCG，给出

MPCG算法的迭代流程。根据系数矩阵稀疏、对称的特点，

对系数矩阵的寻址方法进行了研究，引入了新的数据结构，

该方法可以快速、有效地解决系数矩阵的寻址问题，占用内

存少，寻址速度快。建立计算三维电场有限元模型及数理方

程，根据该模型方程对高压断路器在工频测试电压下的电位

和电场进行了计算，采用MPCG算法来求解所得到的大型有

限元方程组。根据计算的电位和电场分布剖面图以及俯视图， 

可以为 GIS 断路器内部各部件的优化配置提供很好的参考。 

关键词：修正预优共轭梯度算法；三相共罐式；高压断路器；

有限元法；稀疏矩阵 

0  引言 

随着GIS三相共罐式SF6高压断路器(以下简称

为GIS断路器)体积的小型化[1-2]，对GIS断路器内部

结构和布置以及绝缘配合问题提出了新的设计要

求。利用广泛使用的有限元计算方法对GIS断路器

的三维电场进行数值计算，根据计算的电场分布情

况指导断路器各相间的结构距离，通过增加间隙的

大小来提高绝缘强度，同时充分考虑电场的均匀

性，使极间及整个场域的电场分布尽可能均匀，在

罐体结构小型化的同时，尽量提高绝缘强度，为新

产品的开发研制提供参考。 
用有限元法求解静态电磁场问题最终归结为

求解一组代数方程组的问题[3-4]。对于大型的三维工

程问题，有限元离散方程组的阶数可达到几十万

阶，因此直接法(Gauss消去法、直接三角分解法等)
难以适用，而迭代法(Gauss-Seidel迭代法、超松弛

迭代法等)依赖与问题有关的最佳松弛因子的选择，

而且有时还不能保证收敛，也不适用于大型有限元

方程组的求解[5]。半迭代法(共轭梯度法，conjugate 
gradient，CG)理论上可以有限步收敛，不必预先估

计参数，但它的收敛性与系数矩阵的条件数紧密相

关。20 世纪 70 年代后期发展起来的预处理技术，

使预处理共轭梯度法(preconditioned conjugate 
gradient，PCG)在电磁场数值计算领域得到了广泛 
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应用。文献[6]通过使系数矩阵的对角元素均匀化来

降低矩阵的条件数；文献[7-8]提到的ICCG算法，通

过对系数矩阵进行不完全乔列斯基分解，然后再采

用CG算法迭代；文献[10-12]利用雅克比矩阵作为预

优矩阵对系数矩阵进行处理，然后再采用CG算法迭

代；文献[13]实质是变带宽的ICCG法，人为地对系

数矩阵注入零元素，减少了分解时间。对于每一种

CG算法的预处理方法，其目的都是为了减小系数矩

阵的条件数，使得迭代过程具有好的收敛性，同时

也减少了系数矩阵的内存占用量，加快计算速度。

但这些算法大多计算的是二维场或是三维 1/4 场

域。特别是ICCG算法，由于条件数低，收敛速度快，

又比较稳定，在二维场域或是三维 1/4 场域电场计

算中得到了广泛的应用。对于一个复杂的三维场域

的整体求解，方程组系数矩阵的阶数很大，系数矩

阵的增长需要更大的内存空间，如本文中GIS三相

共罐式SF6高压断路器，不是轴对称的场域，不能

将它转化为二维的轴对称场或是三维 1/4 场域来

处理，要根据GIS断路器的实际情况，对整个三维

场域进行电场数值计算，剖分后得到的系数矩阵

阶数达到三十万阶之多。当ICCG算法用来求解这

样超大型的有限元方程组时，尽管其算法本身有

较快的收敛特性，但迭代过程的矩阵运算时间也

是相当长的，从而导致最终的计算时间也很长。 
本文引入的MPCG算法[6,14]，首先使稀疏矩阵

对角元素均匀化，然后在ICCG算法的基础上引进了

一个控制参数δ 来减少下三角分解矩阵中非零元素

的个数，从而既降低了系数矩阵的条件数，又减少

了每次迭代过程中的矩阵运算量，但具有和ICCG
算法相近的收敛速度，且不增加迭代次数，达到了

减少超大型方程组求解时间的效果。 
本文在引入了 MPCG 算法的同时，针对超大型

系数矩阵的对称、正定、稀疏的特点，设计了一种

较好的存储方式，使得在分解和迭代的运算过程中

能立即寻址到所需元素，进一步加快了分解和迭代

的运算速度，也降低了整个方程组的求解时间。在

建立了GIS断路器的三维有限元计算模型及相应的

数理方程的基础上，采用有限元法计算 GIS 断路器

内的电场分布，对有限元方程组采用 MPCG 算法进

行求解，计算表明 MPCG 算法求解速度快，计算精

度高，根据对计算结果的分析，可以对 GIS 断路器

结构进行优化，以满足 GIS 断路器体积小型化且性

能稳定的发展需要。 

1  MPCG 算法 

在电磁场有限元分析方法中，有限元方程为： 
=AX b                    (1) 

式中系数矩阵 A 为对称正定稀疏矩阵。 
ICCG算法是将系数矩阵A作不完全乔列斯基

分解，即A=LDLT+E，其中L为下三角矩阵，稀疏性

与A相同，D为对角阵，E为误差矩阵，通常忽略。

通过分解，降低了系数矩阵A的条件数，同时又保

持了系数矩阵A的稀疏性。然后再用CG算法求解分

解后的代数方程组[6]。 
由于系数矩阵 A 的非零元素之间存在着数量

级差别，为了缩小这一差别，MPCG 算法首先对系

数矩阵 A 进行了预优化处理，使矩阵 A 的对角线元

素均匀化。即将式(1)化成 
′ ′ =A X b                  (2) 

然后再对优化后的系数矩阵 进行带有控制 ′A
参数δ 的不完全乔列斯基分解，即  T

1 1 1′ = +A L D L

1E ，L1为下三角矩阵，D1为对角矩阵。但在分解 
过程中引入了控制参数δ 来减少矩阵 L 的非零元素

的个数。完成带有控制参数δ 的不完全乔列斯基分

解后，再用 CG 法对方程组进行求解。即将式(2)化
成 

=CY d                     (3) 
式(2)、(3)中的矩阵元素由下面各式决定： 
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式中L1、D1由式G= L1+ D1−I(I为单位矩阵)决定，对

G的稀疏性不作预先规定，而是按以下方式决定 
分解中元素gij的取舍：若矩阵 的元素′A ija′ 为零，

则将gij忽略，不作填充；若 的元素 不为零，

计算 
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当 i 时，若j> ijg δ< ，则将gij忽略，不作填充。 
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MPCG 算法的迭代流程如图 1 所示。 
开始

计算 A′=BAB 

对 A′进行带有控制参数δ 的 T
1 1 1L D L 分解 

选择优化变量的初值 X(0) 

计算目标函数的负梯度γ (0)=B(b−AX(0)) 

令第一次搜索方向为 (0) T 1 (0)
1 1 1( )−=p L D L γ  

计算第 k 次的最优步长因子有 
( ) ( )T T 1 ( ) ( )T ( )

1 1 1( ) /k k k k k− ′= L D L p A pα γ γ  

计算新点 X(k+1)= X(k)+α(k)Bp(k) 

计算γ (k+1)= γ (k)+α(k)A′p(k) 

( 1)k+ ≤εγ  结束 

( 1)T T 1 ( 1)
( 1) 1 1 1

( )T T 1 ( )
1 1 1

( )
( )

k k
k

k kβ
+ − +

+
−=

L D L
L D L

γ γ
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k=k+1

Y 

N 

计算 p(k+1)= γ (k+1)+β(k+1)p(k) 

 
图 1  MPCG 算法程序框图 

Fig. 1  The block diagram of MPCG algorithm 

图 1 中的 k(k=1,2,…,N)为迭代次数。从以上分

析可以看出，MPCG 算法不仅可以降低系数矩阵的

条件数，而且能减少三角分解后的非零元素个数，

又结合了 ICCG 算法的优点。虽然它的流程和 ICCG
算法相似，但优于 ICCG 算法。它减少了 CG 算法

每一次迭代的计算量，又能保持与 ICCG 算法大致

相同的收敛速度，是一种较好的大型有限元方程组

计算方法。 

2 系数矩阵的快速寻址 

通过分析ICCG法的不完全乔列斯基分解过程

和CG迭代过程可知[8]，真正用于矩阵算术运算的时

间相对来说并不多，运算时间大部分都花在了寻址

系数矩阵非零元素上面，所以对系数矩阵设计一种

合理的存储方式，使得在分解和迭代过程中能快速

地访问到所需的元素，对求解整个方程组的计算时

间有不可忽略的影响。 
矩阵中的零元素是不需要参加矩阵运算的。针

对系数矩阵稀疏的特点，只存储系数矩阵的非零元

素，不存储零元素，可以大大降低矩阵的内存占用

量。由于一般问题的非零元素的分布是没有确定规

律的，本文针对矩阵稀疏的特点，设计了 2 个通用

的一维数组，巧妙地存储了系数矩阵 A，使得系数

矩阵 A 的内存占用量仅为 2m(m 是矩阵 A 中的非零

元素的个数)。假设系数矩阵 A 的阶数为 N，其中

非零元素个数为 m。数组 1，记为 tab_val[]，存储

系数矩阵的所有非零元素的值，是实型数组，存储

规则如下： 
（1）tab_val[]的前 1 到 N 个元素，即 tab_val[1]

到 tab_val[N]，顺序存储矩阵 A 的对角线元素的值；

这样存储的目的是利用对角线本身的特性，即 N 阶

方阵的对角线元素所在的行和列是相等的。当按行

存储对角线元素时，数组的下标就是对角线元素所

在的行，也就是对角线元素所在的列。 
（2）tab_val[N+1]的位置不存储任何数据；原

因见下面的分析。 
（3）从 tab_val[N+2]开始，按行顺序存储系数

矩阵 A 的每一行的所有非对角线上的非零元素的

值；显然 tab_val[]的最后一个元素，存放的是系数

矩阵 A 的最后一行的最后一个非对角线元素，其地

址记为 k。假设矩阵 A 存在第 N+1 行，则第 N+1
行的非对角线元素在 tab_val[]中的起始地址就应该

是 k+1。 
数组 2，记为 tab_position[ ]，是一个位置指示

数组，用来指示系数矩阵 A 的非对角线元素在

tab_val[]中的存放地址以及各个非对角线元素在矩

阵 A 中所在的列号，是整型数组，其存储规则如下： 
（1）tab_position[]的前 1 到 N 个元素，即

tab_position[1]到 tab_position[N]，顺序存储矩阵 A
的每一行的非对角线元素在 tab_val[]中的起始 
地址。 

（2）假设矩阵 A 存在第 N+1 行，则第 N+1 行

的非对角线元素在 tab_val[]中的起始地址就应该是

k+1，将这个地址存储在 tab_position[N+1]。这样的

存储规则的目的是为了利用存储在 tab_position[]中
的每一行的起始地址来得到每一行所拥有的非对

角线元素的个数；第 i 行的非对角线元素的个数= 
tab_position[i+1]−tab_position[i]，i=1,2,…,N。显然，

做如上假设的目的也只是为了得到第 N 行所拥有

的非对角线元素的个数。 
（3）从 tab_position[N+2]开始，按行顺序存储

系数矩阵 A 的每一行的所有非零元素的所在的列

号；为保持这 2 个数组的地址对齐，tab_val[]也最

好从 N+2 的地址处开始存储非对角线元素的值。保

持 2 个数组的地址对齐，非常重要，可以非常方便

地寻址，所以 tab_val[N+1]存储单元被保留的原因
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就在于此。 
tab_position[]的作用就是将这些非对角线元素

在 tab_val[]中的位置映射到 tab_position[]，通过

tab_position[]，在进行矩阵运算时就不需要做任何

的地址运算，在矩阵运算的循环体内只需做基本的

算术运算，大大加快了矩阵运算循环体的执行 
速度。 

可以得出 tab_val[]的长度是 m+1，tab_position[]
的长度是 N+1+m−N=m+1。总的内存占用量是 2m+2，
对于一般的实际问题 m>>2，故可以认为内存占用

量是 2m，对于本文分析的 GIS 断路器，剖分后得

到的系数矩阵的阶数达到三十万阶之多，总的非零

元素的个数近 400 万个左右，如果是单精度实系数

矩阵，则占用的内存大约是 32MB，如果是双精度

实系数矩阵，则占用的内存大约是 48MB。当然剖

分越细，非零元素的个数就越多，占用的内存也越

多。 

3  GIS 断路器三维电场计算 
3.1  计算模型 

以图 2(a)、(b)所示的 GIS 断路器结构为计算模

型，为了能清晰看到整个断路器的结构，右端 2 个

封闭盖暂时没盖，图(a)所示。实际计算时，右端三

相输入端是封闭的，图(b)所示。计算电场时，由于

GIS 断路器罐体本身是个封闭的场域，考虑实际运

行和测试条件，可以认为罐体以外场量为零，这样

并不影响计算结果的准确性。所以在计算中可以利

用罐体封闭的特点来解决场域封闭问题。 
GIS 断路器罐体内部电场的整个计算区域，电

位函数满足拉普拉斯方程 
2 0ϕ∇ =                   (8) 

由于 GIS 断路器在工频电压下进行开断、闭合

等操作时，近似为一个三维静态场，场域内不考虑

空间电荷效应。所以它的边界条件，应满足： 

1

2

1

2 0

U

n

Γ

Γ

ϕ
ϕ

⎧ =
⎪
⎨∂

=⎪ ∂⎩

               (9) 

式中 U 是一个已知的零电位或者是一个已知的工

频测试电压。 
本文的三维模型是一个封闭的罐体，主要计算

罐体内部在输入工频测试电压时整个罐体内的电

场分布情况，将封闭罐体设置为零电位，作为该三

维场域的有限元边界，也使计算场域人为认为是一

个封闭体。 

3.2  电场计算 
图 2 所示的计算结构为GIS断路器内的结构简

图，除了一些小的螺钉之外，该三维模型包括所有

的结构，主要分析断路器在开断、闭合等状态时的

全场域电场分布情况，暂时不考虑灭弧室内的情

况，只把它当作导体。GIS断路器的结构比较复杂，

包括罐体右端并行的两组三相接线柱、盘式绝缘

子，中心部位是三相断路器杆、支撑底座，左端是

三相电极的输出，盘式绝缘子等，有很多的弯角，

而且为了使罐体体积尽量小型化，需要罐体内各接

线柱的结构尽量紧凑，但必须保证合理的绝缘配

合，这对电场分布计算的精度要求也就尤为重要。

很显然，结构模型不能按二维场或对称场计算，需

按整个断路器的结构模型场域进行计算。因此它的

系数矩阵将是一个超大规模、线性、正定、稀疏矩

阵，本文采用有限元法对一个 126kV GIS三相共罐

式SF6高压断路器罐体内区域的三维电场进行数值

计算，对于有限元代数方程组的求解分别采用ICCG
算法、MPCG算法。计算所用的计算机CPU主频为

Pentium 2.40GHz，内存为 1 024MB，迭代容差ε 为
1×10−7，结果如表 1 所示。最终的计算时间是取决

于收敛速度和每次迭代的矩阵运算量的，从表 1 中

可以看出，当δ 取值较小时，由于不完全乔列斯基

分解后矩阵A中的非零元素仍然很多，矩阵运算量

大，计算时间较长；当δ 取值较大时，虽然不完全

乔列斯基分解后矩阵A中的非零元素变少了，但收

敛速度会变慢，计算时间也较长。因此，通过恰当

选择控制参数δ，就可在收敛速度和矩阵运算量上

达到一种较好的平衡。在本文的算例中， 

(a) (b)  
图 2  高压断路器结构图 

Fig. 2  The structure of high voltage circuit breaker of GIS 

表 1  MPCG 算法和 ICCG 算法比较 
Tab. 1  Comparison of the MPCG and ICCG algorithm 

算法 δ 非零元素 迭代次数 CPU 时间/s 

ICCG 0.0 3770891 63 75.532 
MPCG 1×10−3 1204021 66 41.264 
MPCG 1×10−4 1553202 62 37.886 
MPCG 1×10−5 1782170 60 41.156 
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控制参数δ 取 1×10−4时，可以达到较佳的收敛速度

和计算时间。 
图 3 为电场计算模型的三维网格剖分图，剖分

单元用三维 10 节点四面体，剖分后的整个计算区

域节点数共为 364 984 个，单元数为 298 601 个。 

 
图 3  高压断路器计算区域三维剖分图 

Fig. 3  Three dimensional mesh diagram of computation 
field of circuit breaker in GIS 

本文给出了GIS断路器在闭合状态时整个电器 
设备的电位分布和电场分布，由于计算模型是个封

闭的罐体，同时给出它的剖面图以及相应的俯视

图，分别如图 4、5 所示。根据图中所示高压断路

器罐体内区域的电场分布，可以对断路器的内部各

电极布置结构及其绝缘性能进行分析并作进一步

的优化。 

−164994 −74545 15904 106352 
−119770 −29321 61128 174169

(a)电位分布剖面图 (b)电位分布剖面图对应的俯视图

U/V

 
图 4  高压断路器的电位分布图 

Fig. 4  Potential distribution of circuit breaker in GIS 

 

(a)电场分布剖面图 (b)电场分布剖面图对应的俯视图

0 1.21×106 2.42×106 3.63×106 

604328 1.81×106 3.02×106 4.53×106

E/(V/m)

 
图 5  高压断路器的电场分布图 

Fig. 5  Electrical field intensity of circuit breaker in GIS 

4  结论 

引入新的PCG算法来计算大型有限元实对称、

正定、稀疏矩阵。该方法节省内存，程序简单。在

本文的算例中，当控制参数δ 取 1×10−4时，从表 1
中可知，计算时间可以减少约 50%。可见，该方法

是用来计算大型有限元方程组的一种非常有效的

方法。 
提供了一种新的系数矩阵的存储方式，在减少

内存空间占用的同时，该方法还可以对系数矩阵

进行快速、有效地寻址，从而加快方程组的求解

速度。 
建立了GIS三相共罐式SF6高压断路器有限元

电场分布的计算模型和数理方程。利用有限元法对

GIS断路器的三维电场分布进行了数值计算，计算

的电场分布情况可为GIS断路器体积小型化设计提

供有效的参考依据。 
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