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磁绝缘传输线振荡器中辐射场的非线性行为
Ξ

郝建红1 ,2 , 　丁　武3

( 1 .石家庄师范专科学校 物理系 , 河北 石家庄 050801 ; 2 . 中国工程物理研究院 研究生部 , 北京 100088 ;

3 .北京应用物理与计算数学研究所 , 北京 100088)

　　摘　要 :　导出了磁绝缘传输线振荡器 (MILO)中辐射场的非线性演化方程 ,并讨论了在临界值点附近可

能出现非线性不稳定解的条件。结论是 : (1)非线性增长速率与线性增长速率的比值 g < 1. 2 ,且远离 g +γ= 1

(γ为非线性相位增长率与线性相位增长率的比值)点时 ,出现非稳定解的失谐量临界值很小 ,而线性增长速率

临界值临界值很大 ,容易出现非稳定解 ; (2)当 g≥1. 2时 ,任意小的失谐量都可以使场出现非稳定解 ; (3)线性

增长速率越大 ,越不容易出现非稳定解。
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　　非线性问题是当前物理学中的一个非常活跃的前沿课题 ,其研究渗透在各个学科之中。H. L . Berk ,B. N.

Breizman 和 M. S. Pekker研究了具有耗散结构的动力学系统在临界值点附近不稳定性的非线性理论 ,推出了

波粒子相互作用演化的一个普适积分方程 ,形成了 BBP模型[1～3 ] ,用于描述系统中出现的不稳定和非线性现

象。在电子束产生的相干辐射器件中 ,这方面工作做的较多的是自由电子激光器。一组自洽的非线性方程已

成为研究自由电子激光各种问题的基本方程 ,但是大部分工作只作到了饱和阶段[4～6 ]。研究相干辐射器件中

辐射场的非线性演化及可能出现的各种非线性现象 ,对于深入分析器件中辐射场的演进 ,提高输出功率或拓宽

频带 ,改善输出性能具有重要的意义。B. Levush等人[7 ]已对带有端头反射的返波管振荡器 (BWO)的非线性

行为作了分析 ,并在数值分析中将多个参数简化为三个 :反射系数 R ,归一化长度 L nor、束流与起振电流之比

χ。增大χ,可使 BWO由单频工作区域分叉进入多频工作区域。磁绝缘线传输振荡器 (M ILO)是一种 M型器

件 ,它所具有的自绝缘和低阻抗性质允许管子操作非常大的输入功率 (几十 GW)和输出功率 ( ≥1 GW) ,并在 L

波段已获得 300J 的微波能量[8 ]。我们的工作是试图研究 M ILO器件在演化过程中的系统不稳定性和不稳定

性的发展可能导致的诸如频率分叉和混沌等非线性现象 ,为利用或消除这些非线性现象提供可能性。本文导

出了一个形式对称、参数简洁的非线性方程 ,用于描述 M ILO器件中辐射场的非线性演化 ,并讨论了临界值点

附近解的非稳定性 ,这是我们的初步工作 ,进一步深入仔细的数值分析正在进行之中。

1　MILO辐射场的演化方程
　　由于同时存在着静、交变场及电子自身场效应等多种场的作用 ,所以在 M ILO中波与粒子的作用是异常

复杂的。为了突出物理本质 ,在分析中我们将其简化为一个轴对称的均匀系统并忽略端头反射 ,则 M ILO中

电磁场可以表示为[7 ]

E = ∑
i

[ Epi ( r)εi ( z , t) E (s)
i ( r , z , t) ]exp (iβiz - iωit) + c. c. ) (1)

B = ∑
i

[ B pi ( r)εi ( z , t) B (s)
i ( r , z , t) ]exp (iβiz - iωit) + c. c. ) (2)

上式中的脚标 i 为纵模标号 ,右端括号中第一项为辐射场 ,第二项为空间电荷波场 ,它可表示为[9 ]

E ( s)
i ( r , z , t) = -

4πμ
ε Epi ( r)εi ( z , t) (3)

式中 :ε为空间电荷的介电常数 ,μ为空间电荷的磁导率 ;εi是辐射场的慢变复振幅 ,文献[7 ]给出了其演化方程
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5εi

5 z
= -

1
u i∫d z∫2πrd r E 3

p i , z j zexp [ - i (βiz - ωit) (4)

其中 u i是第 i个模式包含在慢波结构一个周期里的每 |εi | 2电磁能 , v g i是电磁波的群速度 , Epi和 Bpi是真空

结构电磁场的本征解 ,并且 Ep i , z = f i ( r , rc) = I0 ( k ⊥i r) K0 ( k ⊥i rc) - I0 ( k ⊥i rc) K0 ( k ⊥i r) , Ep i , r = iβif
′
i / k2
⊥i ,

k2
⊥i =β2

i - k2
i 。将电流密度

j z = - | e | ne∫v z0d t0∫2πr0d r0 v zδ[ z - z e ( t , t0 , r0) ]
σ[ r - re ( t , t0 , r0) ]

2πr
(5)

代入 (4)式并作变换τ= t - z / v g i ,同时利用关系[10 ] te = t0 +∫
z

e

0

d z
v z ( z , t0)

= t0 +
z e

v z0
-∫

z
e

0

Δβz

cβ2
z0

d z ,可得 (以下

略去脚标 e)

5εi

5 z
=

I
u iv g i

ŝ∫f 3
i ( r , rc) v z0d t0exp ( - iΔk iz + iωit0) Fi (6)

其中 Fi = exp [ - i
ωi

cβ2
z0
∑

j

exp ( - iωj t0) d zL j F
3
j + c. c. ] (7)

L j = i
1 - 4πμ/ε

Bθ0 k2
⊥i

βjf
′
jexp (iΔk jz ) (8)

I = | e | ne v z ; ŝ =∫2πr0d r0为一积分算符 ;Δk i =βi - ωi/ v z0为失谐量 , v z0和 v z = v z0 +Δv z分别为电子的

注入速度和相互作用区速度 ; rc是慢波结构的阴极半径 ;Δβz =
Δv z

c
= Er/ Bθ0 ( Er = ∑

i

Ep i , rεi , Bθ0为直流磁

场) 。
1 . 1　一级近似 (线性)方程

　　下面我们作 Fi 对场的展开 ,在一级近似中 ,只保留场的一阶项 Fi = Fi1 ,于是在 (7)式中令 F 3
j = 1并定义

下面的积分算符

A ij =
k i

β2
z0∫L jεj = | A ij | exp (iΔΦj)

ΔΦj =Δk jz +θj +π/ 2

(9)

θj是辐射场的相角 ,即εi = | εi | exp (iθi) ,利用 Bessel函数展开 ,可得到

Fi1 = ∏
j
∑
m

( - i) mJ m (2 | A ij | cosΔΦj) ∑
n

( - 1) nJ n (2 | A ij | sinΔΦj) exp [i ( m + n)ωjt0 ] (10)

将 (10)式代入 (6)式 ,注意到只有 ( m + n) = - 1 的项对积分的贡献不为零 ,并展开 J 0 和 J 1 到 | A ij | 的一阶

项[11 ] ,于是 (10)式变为

Fi1 = ∏
j

[1 - | A ij | exp ( - iωjt0) (cosΔΦj + i sinΔΦj) ] =

　　　∏
j

[1 - A ijexp ( - iωjt0) ]≈ 1 - ∑
j

A ijexp ( - iωjt0) (11)

将 (11)式代入 (6)式 ,得到

5εi

5 z
=

I
u i v g i

βik i (1 - 4πμ/ε)
Bθ0β

2
z0 (β2

i - k2
i)

v z0 ŝf 3
i f′iexp ( - iΔk iz )∫

z

0
εiexp (iΔk iz 1) d z 1 (12)

1 . 2　三级近似 (非线性)方程

　　因为 Fi的二阶项对方程 (6)的贡献为零 ,所以我们考虑三级近似 , Fi 对场展开保留到场的三阶项 Fi =

Fi3 ,利用贝塞尔函数展开 Fi3并参照文献[11 ]的分析计算 ,最后得

Fi3≈ 1 - i∑
j

A ijexp ( - iωjt0) + ∑
j

A ij∑
k

A 3
jkexp [i (ωk - ωj) t0 ] -

i∑
j

A ij∑
k

A 3
jk ∑

l

A klexp [i (ωk - ωl - ωj) t0 ]　　　　 (13)

将 (13)式代入 (6)式 ,注意到 (13)式右端第一项和第三项的贡献为零。并且在计算中 ,设非线性场εi (τ, z ) =

εi0 (τ, z ) exp [∫Γnl ( z ) d z ] ,Γnl =νnl + iΩnl为总的非线性增长率 ,νnl为振幅非线性增长率 ,Ωnl为相位非线性增
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长率。对于振荡器 ,因为辐射场振幅随空间变化较小而εi是场的慢变振幅 ,所以在非线性区假定Γnl ( z ) 和εi0

随 z 变化仍不大是合理的。于是 ,在线性项的积分中用 �Γnl z 代替∫Γnl ( z ) d z 且εi0 作为常数处理。利用 |

exp ( �Γnl z ) | µ 1 ,并在单模情况下引进无量纲的新振幅 ci ,于是

εi (τ, z ) = bci (τ, z ) exp (iΩz ) (14)

这样演化方程 (6)可写为

5 ci

5ζ = ci - exp (iφ - iΘζ)∫
ζ

0
dζ1 ci (τ,ζ1) exp (iΘζ1)∫

ζ
1

0
dζ2 c 3

i (τ,ζ2) exp ( - iΘζ2)∫
ζ

2

0
dζ3 ci (τ,ζ3) exp (iΘζ3)

(15)

其中φ是常数相角 (稳定系统满足 cosφ> 0) ,

exp (iφ) = -
ŝf 3

i f′i | f′i | 2

ŝ | f 3
i f′i | | f′i | 2 =±1 (16)

b =ν2 Iv z0

u iv g i

(1 - 4πμ/ε)βik i

Bθ0β
2
z0 (β2

i - k2
i)

3

| f 3
i f′i | | f′i | 2

- 1/ 2

(17)

Ω =
I

u iBθ0

v z0

v g iβ
2
z0

(1 - 4πμ/ε)βik i

(β2
i - k2

i)
Im

ŝf 3
i f′i

iΔk i + �Γnl
(18)

ν =
I

u iBθ0

v z0

v g iβ
2
z0

(1 - 4πμ/ε)βik i

(β2
i - k2

i)
Re

ŝf 3
i f′i

iΔk i + �Γnl
(19)

ν是振幅的线性增长率 (单位长度上的增益) ,Ω是相位的线性增长率 (单位长度上的相角增长) ,无量纲坐标ζ

=νz是振幅的线性增益 ,并且Θ = (Δk i +Ω) /ν。(15)式是一个无量纲的非线性方程 ,它描述了M ILO中辐射

场由线性到非线性的演化。方程中仅含有一个参数Θ ,其由失谐量 (Δk i)和线性增长率 (ν,Ω)决定。当第一

(线性)项远大于第二 (非线性)项时 ,辐射场主要表现为线性演化 ;当第二 (非线性)项远大于第一 (线性)项时 ,

辐射场主要表现为非线性演化。

2　临界值点附近非稳定解的讨论
　　由无量纲场振幅的定义式εi (τ, z ) = bci (τ, z ) exp (iΩz ) 得

ci =
εi

b
exp ( - iΩz ) =

εi0 (τ, z )

b
exp (∫

z

0
νnld z′+ i∫

z

0
Ωnld z′- iΩz ) = ci0exp (∫

ζ

0
gdζ′) (20)

式中 :εi0和 ci0 =
εi0

b
exp [i (∫

z

0
Ωnld z′- Ωz ) ]是 z 的慢变函数 ; g =νnl/ν是一个无量纲的量 ,它等于振幅的非

线性增长率与线性增长率之比。同前所述 , g随 z 变化不大 ,于是

∫
ζ

0
gdζ′≈ gζ (21)

在饱和后的大 z 条件下 ,将 cosφ= 1代入 ,则由 (15)式可以得到一个常振幅的周期性解

ci =
g2 +Θ2

g1/ 2 exp (i
Θ
g
ζ) (22)

　　下面我们讨论非线性区域系统解的稳定性 ,为了使分析简便 , 设 (22)式中的振幅是时间和空间的函数 ,并

对其作下面的变换

ci (τ,ζ) = ci0 (τ,ζ) exp ( gζ) = ai (τ,ζ) exp (i
Θ
g
ζ) (23)

且 ai作如下形式的展开

ai = ai0 +δaiexp (λΘζ) +δa 3
i exp (λ3Θζ) (24)

其中λ为本征值 , ai0和δai 只是τ的函数。将 (23) 式和 (24) 式代入 (15) 式 ,再将方程对δai和δa 3
i 线性化 ,可

得到色散关系

(λgΘ) 2 - λgΘ[2 g + ( g2 +Θ2) ( Q1 + Q3) ] + ( g2 +Θ2) + ( g2 +Θ2) 4 Q1 Q3 +

g ( g2 +Θ2) 2 ( Q1 + Q3) + iΘ( g2 +Θ2) 2 ( Q1 - Q3) = Q2 Q4 ( g2 +Θ2) 4 (25)
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Q1 (λ) =∫
∞

0
d x 1∫
∞

0
d x 2∫
∞

0
d x 3 Q ( x 1 , x 2 , x 3) [exp ( - λΘx 1 - i

Θ
g

x 1 - gx 2 + gx 3) +

exp ( - gx 1 - gx 2 - λΘx 3 - i
Θ
g

x 3) (26)

Q2 (λ) =∫
∞

0
d x 1∫
∞

0
d x 2∫
∞

0
d x 3 Q ( x 1 , x 2 , x 3) exp ( - gx 1 - λΘx 2 + i

Θ
g

x 2 - gx 3) (27)

Q3 (λ) = Q 3
1 (λ3 ) (28)

Q4 (λ) = Q 3
2 (λ3 ) (29)

Q = exp ( - iΘx 1 + iΘx 2 - iΘx 3) (30)

考虑 ci0是坐标的慢变函数 ,在上面推导中我们利用了近似关系 ci0 (τ,ζ - z ) exp (ζ - z ) ≈ ci0 (τ,ζ) exp (ζ -

z ) 。同时 ,因为讨论的是饱和后的大 z (对应于场的长时间行为)情况 ,所以积分的上限可取作无穷。
　　从 (25)～ (30)式 ,我们看到 ,Θ和 g作为参数出现在色散关系中 ,并且γ

Θ =
Δk i

ν (1 -
1

g +γ
) (31)

式中 :γ是非线性相位增长率与线性相位增长率的比值 �Ωnl/Ω。所以本征值λ依赖失谐量Δk i、线性增长率ν、非
线性增长率与线性增长率比值 g和γ。实际过程中这 4个物理参量都是 z 的慢变函数。所以我们的讨论仅是一
种定性的唯象分析 ,实际情况将复杂得多。
　　由色散关系可求出本征值 , 当 Reλ< 0时 ,解是稳定的 ,当 Reλ> 0时 ,解是非稳定的。非稳定性的发展结
果是可能出现非线性系统所特有的一些非线性现象。下面我们分别讨论本征值与上述参量的关系。
　　在增长率一定时 ,本征值λ将主要依赖于失谐量Δk i。当Δk i <Δkc i时 ,所有的 Reλ< 0 ,非线性色散方程
只有稳定解 ; 当Δk i ≥Δkc i时 ,Reλ> 0 ,非稳定解出现。非稳定解的出现对应于一个失谐量的临界值Δkc i。当
g < 1. 2时 ,这个临界值随着 g和γ的临界值不同而变化 ;当 g ≥1. 2时 ,对任意小的失谐量 ,方程都有非稳定
解。
　　图 1给出了线性增长率ν一定时 ,失谐量临界值Δkc i与 g (小于 1. 2)的关系。当γ< 1时 ,必定存在着一
个 g值满足 g +γ= 1。而当γ> 1时 ,任意 g值都不满足 g +γ= 1的条件。所以失谐量临界值的变化情况在
γ< 1和γ> 1时是不同的 ,图 1 (a) , (b) 分别给出了γ≤1和γ> 1两种情况的失谐量临界值变化曲线。从图 1

(a)可以看出 :在远离 g +γ= 1的 g值点上 ,失谐量临界值Δkc i很小 ,并且 g和γ变化对这个临界值的影响不

是很大 ;在满足 g +γ= 1附近的 g值点上 ,失谐量临界值Δkc i快速增长 ,此时临界值Δkc i对 g 的变化反应非

常强烈 ; kc i趋于无穷 ,表明了此点是一个稳定点。由此可以推断 :出现非稳定性 ,不仅失谐量要大于临界值 ,而

且 g和γ要足够大。图 1 (b)表明 ,当γ> 1时 , 失谐量临界值Δkc i很小 , 是 g和γ的慢变函数 ,且在 g = 0. 5

附近出现峰值。

Fig. 1　Critical detuningΔkc i vs g with (a) γ≤1 and (b) γ> 1.

图 1　失谐量临界值Δkc i与 g的关系。(a) γ≤1 ; (b) γ> 1。

　　在 g +γ= 1这一特殊点上 , ci (τ,ζ) = ai (τ,ζ) 。在图 1中 ,三条曲线只在 g +γ = 1点附近有明显的差

异 ,说明在这个特殊点附近γ对失谐量临界值有明显的影响。

　　图 2给出了失谐量临界值与γ的变化曲线。从图中可以看出 ,对给定的γ, g越大 ,出现非稳定解的失谐量
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Fig. 2　Critical detuningΔkc i vsγ

图 2　ν= 0. 1时 ,失谐量临界值Δkc i与γ的关系。

临界值则越小。若 g (小于 0 . 8) 较小而γ(大于 1)

较大 ,则Δkc i几乎与 g和γ无关。g +γ= 1作为一

个特殊点 ,在其附近Δkc i对 g和γ的变化反应非

常敏感 ,而远离其点时 ,Δkc i对 g和γ的变化反应

则非常迟钝。

　　由图 1或图 2我们得到 ,在线性增长率一定

的情况下 ,对远离 g +γ = 1的 g和γ值容易出现

非稳定解。

　　当失谐量一定时 ,第一个非稳定解的出现对

应着线性增长率的一个临界值νc。对于一定的

g ,线性增长率小于临界值νc才会出现非稳定解。

　　图 3 给出了失谐量 Δk i = 0. 01cm - 1 ,

0105cm - 1和 011cm - 1时 ,γ< 1和γ> 1两种情况

下线性增长率临界值νc 与 g 的关系。由图 3 可

见 ,在 g→1. 2时线性增长率临界值νc趋于很大 ,

这进一步表明 g≥1. 2后 ,对可能的线性增长率只有非稳定解。对γ< 1情况 , g +γ= 1处为稳定解点。在此

附近 ,三条曲线趋于汇聚 ,线性增长率临界值νc最小 (趋于 0) ;而当 g偏离 g +γ= 1点时 ,曲线逐渐散开 ,Δk i

的影响逐渐增强 ,并且νc随 g的变化有较明显的增长。对γ> 1情况 ,在 g = 0. 2～0. 9之间临界值νc几乎是

一个与 g无关的常量 ,且在 g = 0. 5附近最小。当 g接近 1. 2时临界值νc迅速增长 ,此时νc对 g的变化非常

敏感。

　　由图 3我们得到 ,当γ< 1时 , g偏离 g +γ= 1点越远 ,出现非稳定解的线性增长率临界值越大 ,也就是说

越容易出现非稳定解 ;当γ> 1时 ,出现非稳定解的线性增长率临界值基本不随 g变化。

Fig. 3　Critical linear growth ratioνc vs g with (a) γ< 1 and (b) γ> 1.

图 3 线性增长率临界值νc与 g的关系。(a) γ< 1 , (b) γ> 1。

　　器件实际工作在较小的失谐量状态 ,与失谐量较大时相比 ,对一定的 g ,失谐量越小 ,线性增长率临界值也

越小。由 (31)式很容易看出失谐量临界值与线性增长率成线性关系 ,如图 3所示。在 g和γ一定的情况下 ,

线性增长率临界值νc随着失谐量Δk i的增长而增加。因此我们得到 ,线性增长率ν越大 ,越不容易出现非稳

定解。

　　以上我们讨论了失谐量Δk i > 0的情况 ,Δk i < 0的临界值变化情况与之是完全对称的。

3　结　论
　　从以上讨论可以看出 ,失谐量Δk i ,振幅的非线性与线性增长率比值 g ,相位的非线性与线性增长率比值γ

和线性增长率ν是决定辐射场非线性解的四个因素。(1) g +γ= 1点为一稳定点。对于 g < 1. 2的情况 ,在

远离 g +γ= 1点时 ,出现非稳定解的失谐量临界值很小 ,且基本不随 g和γ变化 ,而线性增长速率临界值却很
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大 ,因此容易出现非稳定解。对于 g≥1. 2的情况 ,任意小的失谐量都可以使场出现非稳定解 ; (2)线性增长率

越大 ,非稳定解出现所对应的失谐量也越大 ,即越不容易出现非稳定解。失稳后 ,器件中的非线性辐射场可能

会出现频率分岔和混沌等非线性现象。

　　由于增长速率受实际情况的限制 ,因此失谐量Δk i 成为影响方程解的主要因素 ,适当地控制失谐量 ,可得

到输出性能不同的高功率微波器件。
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Nonlinear behavior of the radiation f ield in MILO

HAO Jian2hong1 ,2 , DIN G Wu3

(1. Depart ment of Physics , S hijiaz huang Teacher’s College , S hijiaz huang 050801 , China ;

2. Graduate School , China Academy of Engineering Physics , P. O. Box 2101 , Beijing 100088 , China ;

3 . Institute of A pplied Physics and Com putational M athem atics , P. O. Box 8009 , Beijing 100088 , China)

　　Abstract :　A nonlinear evolution equation for the radiation field in magnetically insulated transmission line oscillator (MILO) is de2
rived and the threshold conditions of the nonlinear unstable solution are studied. The results show : (1) The instability will arise when

the ratio of the nonlinear growth rate to the linear growth rate is lower than 1. 2 even if the detuning is arbitrarily slight . (2) If the val2
ue of g andγ (the ratio of the nonlinear growth rate to the linear growth rate for the phase) is far from g +γ= 1 , the instability arises

easily because of the critical value of detuning becoming smaller and the critical value of linear growth rate becoming larger. (3) For the

larger linear growth rate , the instability solution is relatively difficult .

　　Key words :　magnetically insulated transmission line oscillator (MILO) ; evolution equation ; nonlinear ; detuning ; growth rate ;

critical value
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