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圆锥磁绝缘传输线的横向空间电荷流
Ξ
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　　摘 　要 :　根据电磁场基本理论及电子运动守恒方程 ,导出圆锥传输线横向空间电荷流的数值模型和磁绝

缘临界条件。通过数值计算 ,讨论了电压及圆锥几何结构参数等对横向空间电荷流和磁绝缘性能的影响。电

压较高时 ,无磁场的空间电荷流较大 ,而磁绝缘性能更好。在传输线的三个几何参数中 ,几何因子对传输性能

影响最大。
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　　脉冲功率在磁绝缘传输线 (Magnetically insulated transmission lines ,简称 M ITL) 中传播时 ,波阵面前沿区
尚未达到磁绝缘状态 ,阴极发射出的电子在电场作用下形成横向空间电荷流 ,并损失到阳极上。但是 ,这种横
向空间电荷流又受到电流磁场的约束 (箍缩)而向纵轴方向偏转 ,因此 ,空间电荷流的横向分量逐渐减小 (纵向
分量增加 ,磁场也增大) 。当磁场达到某临界值时 ,横向空间电荷流降至零 ,这就是所谓的磁绝缘。研究 M ITL

的磁绝缘临界条件和横向空间电荷流与电压、磁场等的关系 ,对认识脉冲功率在 M ITL 中的运行特性是很重
要的 ,在有效电路模拟中也是极为有用的[1 ] 。至今 ,磁绝缘传输线的稳态理论主要有三种模型 :单粒子模型 ,

薄层流模型和任意动量模型[2 ,3 ] 。虽然后两个模型考虑了空间电荷和电流对真空间隙电磁场的影响 ,得到了
比较精确的磁绝缘临界电流 ,但不能确定横向空间电荷流 ,所以本文采用单粒子模型。
　　常用的磁绝缘传输线的几何结构主要有平板、圆柱、圆锥、圆盘等。对平板、圆柱传输线的横向空间电荷流
已进行了很有成效的工作[4 ,5 ] ,本文将讨论圆锥的情况。圆锥的研究方法与平板、圆柱的相似 ,不过几何结构
和数学描述要复杂一些。

1 　理 　论
　　传输线内电磁场以横电磁波 ( TEM)传播 ,即电场、磁场与功率传播方向互相垂直。假定圆锥传输线中 ,电
场 E 在极角θ方向 ,磁场 B 在方位角 <方向 ,功率沿 r 方向传播。设电极的极性为负极向 ,即内电极为阴极 ,θ

=θC ,外电极为阳极 ,θ=θA (θC <θA) 。本文仅考虑与时间无关的问题。假定电压 V 和磁矢势A 与 r无关。因极

轴的对称关系 ,所有物理量都与 <无关 ,电子在 <方向的速度分量 v< = 0。下面 ,采用球坐标讨论圆锥电极间
隙内电磁场及电子运动的相互关系 ,最后导出受磁场约束的横向空间电荷流的方程。首先 ,通过 B = ¨ ×A

给出

B < = -
1
r

5 A r

5θ (1)

借助安培定律 , ∮B <rsinθd < =μ0 I , I 为电流 ,μ0 为真空磁导率。或
B < = μ0 I/ 2πrsinθ (2)

电子在阴2阳极真空间隙中运动的能量守恒关系为
γm 0 c2 - eV = m 0 c2 (3)

式中 :γ为相对论因子 ,γ= (1 - β2) - 1/ 2 ,β= v/ c ; V 为电势 ,并且阴极上电势取为零 ,电子的动能为零 ; e , m 0

和 v 分别为电子的电荷、静止质量和速度 ; c 为光速。电子运动的拉格朗日函数取为

L = - m 0 c2 1 - ( v2
r + v2

θ) / c2 + e ( V - v rA r) (4)

r 分量的拉格朗日方程为

d
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由于 L 与 r 无关 ,5 L / 5 r = 0 ,所以电子运动的正则动量分量 p r 为常数

p r = 5 L / 5 v r = γm 0 v r - eA r = const (6)

在阴极处 ,电子的动能为零 ,故 v r = 0 ,并取 A r = 0 ,则 p r ≡0。所以
γβr = cA r/ V 0 (7)

式中 : V 0 = m 0 c2/ e≈0. 511MV。

　　因在圆锥电极的间隙中 ,磁场 B < 为 r 和θ的函数 ,为此考察磁势 A r ,并对 (1)式积分

A r = - ∫
θ

θ
C

B <rdθ

再引入新坐标 x

d x
dθ =

1
sinθ, 　　或 x = ln (tan

θ
2

) (8)

则

A r = - ∫
x

x
C

B <rsinθd x (9a)

从 (2)式可见 , (9a)式的被积函数 B <rsinθ仅与电流 I 有关 ,对单粒子模型 ,阴极电流与阳极电流是相等的 ,即 I

与θ或 x 无关 ,所以 (9a)式的积分为

A r = - B <rsinθ( x - x C) (9b)

　　在 (9a)式中 ,当积分上限 x = xA 时 ,即为穿过单位长度圆锥传输线的电极间隙的磁通 A (或叫磁压)

A = - ∫
x

A

x
C

B <rsinθd x = - B <rsinθ( x A - x C) (9c)

显然 ,磁通 A 与θ或 x 无关 ,它的值将影响间隙中的横向空间电荷流。A r 与 A 的关系为

A r = A ( x - x C) / ( x A - x C) , 　　x C ≤ x ≤ xA (9d)

　　将 (9d)式代入 (7)式 ,得
γβr = u ( x - x C) / ( xA - x C) , 　　u = eA / V 0 (10)

由βr 可求得βθ为

γβθ = γ2 - u2 x - x C

xA - x C

2

- 1
1/ 2

(11)

　　设间隙中电子的电荷密度为ρ,则横向空间电荷流密度为

Jθ = - ρvθ (12)

在广义坐标 x 中 ,控制空间电荷限制流的泊松方程为

52 V
5 x 2 =

r2sin2θJθ
ε0 vθ

(13a)

式中 :ε0 为真空介电常数。能量方程 (3)可记为γ= 1 + V / V 0 ,由 (13a)和 (11)式可得γ的二阶微分方程

52γ
5 x 2 =

r2sin2θJθ
I0

γ

γ2 - u2 [ ( x - x C) / ( x A - x C) ]2 - 1
, 　　x C ≤ x ≤ xA (13b)

式中 : I0 =ε0 cV 0 = V 0/ μ0/ε0≈1. 355 4kA。据稳态下的电荷守恒 , ¨·J = - 5ρ/ 5 t = 0 ,因此 ,圆锥的极角θ

方向的电流密度应满足关系

sinθJθ = const (14)

其中的常数表示与θ即 x 无关 ,因此 (13b)式中的 sin2θJθ应写为

sin2θJθ = (sinθJθ) sin (2arctane x) (15)

式中 : (sinθJθ)表示与 x 无关的常数。为了积分简单 ,令ξ= ( x - x C) / ( xA - x C) ,则 (13b)式简化为

52γ
5ξ2 =

λsin{2arctan[ tan (θC/ 2) ( tan (θA/ 2) / tan (θC/ 2) )ξ]} ·γ

γ2 - u2ξ2 - 1
, 　0 ≤ξ≤1 (16a)

λ = ln2 [ tan (θA/ 2) / tan (θC/ 2) ] ·( r2sinθJθ) / I0 (16b)

　　前面已假定阴极电势为零 ,再设阳极电势 (也就是电压) 为 V ,则由阴极上电场为零和能量守恒关系式
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(3) ,可得γ(ξ) 的积分条件为
γ(0) = 1 , 　　γ′(0) = 0 (17a)

γ(1) = 1 + V / V 0 (17b)

　　对方程 (16)数值积分 ,并且积分解γ必须满足条件 (17) 式。用迭代法 ,可以求出 ( r2sinθJθ) 在参数坐标
( V , u) 中的积分曲面 ,即横向空间电荷流 Jθ与电极电压 V 和磁通 A 的定量关系。显然 (16) 式中的 u 的取值

范围有一定限制 ,这就是下面将要讨论的磁绝缘临界条件。

　　从 (11)式看出 ,因磁场对电子横向运动的约束 ,当磁通 A (或无量纲量 u)足够大时 ,电子的横向运动速度将为

零 , vθ= 0。我们定义 ,当电子抵达阳极处 ( x = xA) ,它的横向运动速度恰为零时的条件 ,称为磁绝缘临界条件。

磁绝缘临界状态时的 u , A , B 和 I 分别记为 uc , A c ,Bc 和 Ic。则由 (11)式 ,可分别得到它们的磁绝缘临界值

u2
c = 2 V / V 0 + V 2/ V 2

0 (18a)

( cA c/ V 0) 2 = 2 V / V 0 + V 2/ V 2
0 (18b)

cln[ tan (θA/ 2) / tan (θC/ 2) ] rB csinθ
V 0

2

= 2
V

V 0
+

V 2

V 2
0

(18c)

Ic = Iαln - 1 [ tan (θA/ 2) / tan (θC/ 2) ] (2 V / V 0 + V 2/ V 2
0) 1/ 2 (18d)

式中 : Iα= 2πV 0/μ0 c≈8. 5kA。以上各种物理量的磁绝缘临界值的表述中 ,临界磁通 A c 最为实用。

　　从上述对磁绝缘临界条件的讨论可见 ,只有当磁场小于磁绝缘临界值时 ,传输线才有横向空间电荷流损

耗 ,也就是说方程 (16a)式中 u 的取值范围为

0 ≤ u ≤ uc (19)

当 u = 0 时 , (16)式就是无磁场时阴极发射的横向空间电荷流的γ方程 ;当 u ≥uc 时 ,传输线处于磁绝缘状态 ,

已无横向空间电荷流 ,Jθ≡0 ,因此此时 (16)式已无意义。

　　最后 ,讨论 (16)式的一个特殊情况。假定圆锥线的阴极、阳极的极角都很小 (θC →0 ,θA →0) ,并且设它们

与对称轴的半径分别为 R C = rsinθC , RA = rsinθA ,可得到

52γ
5ξ2 =

ln2 ( RA/ RC) ( R C RJ R)

I0

( RA/ R C)ξγ

γ2 - u2ξ2 - 1
, 　　0 ≤ξ≤1 (20)

　　(20)式就是外半径为 RA ,内半径为 R C 的圆柱传输线的横向空间电荷流 J R 的γ方程。可见 ,圆柱可以看

成为圆锥的两个电极的极角都为无限小的极限情况 ,此时的θ方向与垂直于对称轴 z 的 R 方向一致 ,所以 Jθ

→IR 。

2 　算例
　　对不同的电压或圆锥几何结构参数 ,我们计算了 12 个模型。表 1 列出了它们的无磁场时的横向空间电荷

流 r2sinθJ0 ( J0 表示磁场为零的 Jθ) 计算结果。表中 ,Δθ=θA - θC 为阴2阳电极间的夹角 , k = tan (θA/ 2) / tan

(θC/ 2)为圆锥几何因子。显然 ,阴极的极角θC、两电极间的夹角Δθ和几何因子 k 等三个参量中仅有两个是独

立的。表 1 中每三个模型的计算结果绘制一组 Jθ/ J 0 对 A / A c 的曲线 :模型 1～3 ,4～6 ,7～9 及 10～12 的分

别给出在图 1、图 2、图 3 和图 4 中。
表 1 　圆锥 MITL 无磁场时的横向空间电荷流

Table 1 　Space2charge flow in the limit B →0 for cones

model θC/ (°) Δθ/ (°) k V / MV r2sinθJ 0/ kA

1 57 3 1. 063 4 0. 5 236. 96

2 57 3 1. 063 4 1. 0 678. 77
3 57 3 1. 063 4 5. 0 5 046. 96
4 10 30 4. 160 2 1. 0 3. 900 1
5 10 40 5. 330 0 1. 0 2. 636 1
6 10 50 6. 599 1 1. 0 1. 949 5
7 10 29. 4 3. 0 1. 0 7. 205 5
8 20 55. 8 3. 0 1. 0 3. 744 5
9 30 47. 6 3. 0 1. 0 2. 664 9

10 40 5. 0 1. 138 0 1. 0 180. 93
11 50 5. 0 1. 116 4 1. 0 210. 91
12 60 5. 0 1. 103 4 1. 0 234. 48
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Fig. 1 　Jθ/ J 0 vs A / A c for V = 0. 5 , 1. 0 , 5. 0MV

图 1 　不同电压时 Jθ/ J 0 与 A / A c 的关系

Fig. 2 　Jθ/ J 0 vs A / A c for θC = 10°

图 2 　θC = 10°时 Jθ/ J 0 与 A / A c 的关系

Fig. 3 　Jθ/ J 0 vs A / A c for k = 3. 0

图 3 　k = 3. 0 时 Jθ/ J 0 与 A / A c 的关系

Fig. 4 　Jθ/ J 0 vs A / A c forΔθ= 5°

图 4 　Δθ= 5°时 Jθ/ J 0 与 A / A c 的关系

　　首先应说明 ,无磁场的横向空间电荷流 r2sinθJ 0 表示传输线损耗电流的幅度 ;但 Jθ/ J0 的意义是 :若它随

A / A c 的增加而降低越快 ,表示传输线的磁绝缘性能越好。这就是说 ,若要求传输线的损耗电流要小 ,则

r2sinθJ0 应小 ;若要求它的磁绝缘性能要好 ,则 Jθ/ J 0 随 A / A c 的增大而衰减要快。从表 1 和图 1～图 4 可看

出圆锥传输线以下的两方面的特性。(1)圆锥线的电压越高 ,损耗电流越大 ,但磁绝缘性能越显著 ,表明了传输

线在高电压运行时其磁绝缘性的重要意义。实际上 ,一般的传输线 (平板、圆柱、圆盘等)都具有这种特性。(2)

圆锥传输线的三个几何参数中 ,几何因子 k 对它的性能影响最大。对于较大的 k ,可得到较小的损耗电流

r2sinθJ0 和较好的磁绝缘性能 ( Jθ/ J0 随 A / A c 的增加而衰减较快) 。其次 ,若电极间的夹角Δθ较大时 ,可减小

损耗电流 ;而阴极的极角θC 较小时 ,可增加磁绝缘性。一般来说 ,既要无磁场的损耗电流较小又要磁绝缘性较

好的传输线 ,则应要求它的θC 较小 ,而Δθ和 k 都较大。不过 ,这三个参数中只有两个是独立的 ,在工程设计

中 ,应根据具体情况首选两个参数 ,并且适当兼顾第三个参数。

3 　结 　论
　　根据电磁场基本理论及电子运动守恒方程导出了圆锥传输线横向空间电荷流的数值模型和磁绝缘临界条

件。通过数值模拟 ,初步得到结论 : (1)传输线的电压越高 ,无磁场的横向空间电荷流越大 ,但是磁绝缘性能却

越好 ,表明了高电压运行下传输线的磁绝缘性具有特别重要的实际意义。(2)为了减小圆锥传输线无磁场的横

向空间电荷流和增强磁绝缘性能 ,在它的三个几何结构参数 (仅两是个独立的) 中 ,要求它的内电极的极角θC

要较小 ,两电极的夹角Δθ和因子 k 都要较大 ,其中几何因子 k 是影响最大的参数。
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Transverse space2charge flow in magnetically insulated conical transmission l ines

L IN Qi2wen , 　WAN G Wen2dou , 　XIE Wei2ping , 　WAN G Qiang

( L aboratory f or S hock W ave and Detonation Physics Research , Institute of Fluid Physics ,

CA EP , P. O. Box 9192105 , Mianyang 621900 , China)

　　Abstract :　Electromagnetic field theory and electron motion conservation equations are used to derive numerical model of transverse

space2charge flow and magnetically insulated critical condition in conical transmission lines. Through numerical calculation , we have dis2
cussed the influence of the voltage and the cone’s geometrical parameters on the transverse space2charge flow and magnetically insulated

performances. The higher the voltage is , the larger the space2charge flow without magnetic field , and the better magnetically insutated

performances. The geometrical factor K in the three geometrical parameters of the lines has the greatest influence on the transmission

performances.

　　Key words :　Cone ; 　Magnetically insulated transmission lines ; 　Transverse space2charge flow ; 　Magnetically insulated critical

condition
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