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ABSTRACT: The indirect boundary element method has some 
special advantages for the 3D linear magnetostatic field 
calculation by using the equivalent magnetic surface charge. In 
order to improve the accuracy of solutions and decrease the 
computational costs, an adaptive Galerkin approach to solve 
the magnetostatic integral equation is presented by using the 
h-type refinement technology. The basic idea of the proposed 
approach can be summarized as follows. The error of magnetic 
flux density is globally minimized in the Galerkin sense in the 
implementation, so the continuity error of magnetic flux 
density of each element can be served as a criterion to guide 
the adaptive refinement. The singularity of geometric corners 
and edges can be overcome due to the scheme of the 
discretization of the integral equation with Galerkin’s approach. 
In addition, a local resolution technology is proposed, which 
leads to the minimal refined unknown. The numerical examples 
show the proposed method is efficient and accurate by 
comparison to the analytical solutions and the measured results. 

KEY WORDS: Adaptive meshing; 3D magnetostatic field; 
Magnetic surface charge; Local resolution; Galerkin method 

摘要：基于磁荷模型的三维间接边界方法在计算静磁场问题

上具有独特的优点，为提高计算精度，降低计算成本，建立

了以等效磁荷为待解变量，基于 Galerkin离散的三维静磁场
积分方程自适应求解方法。其基本思想为：由于单元只在加

权意义下满足磁场积分方程，故采用单元法线方向上磁通连

续性条件满足情况作为自适应计算的判据。磁场积分方程采

用 Galerkin方法进行离散，避免了区域边点和角点几何奇异
性对解答的影响。为进一步提高计算效率，提出了一种场量

局部更新求解技术，使得每次自适应计算的规模大为降低。

通过与解析计算结果和测量结果比对，数值算例证明了该文

方法的正确性和有效性。 

关键词：自适应剖分；三维线性静磁场；表面磁荷；局部节

点更新；Galerkin方法 

1  引言 

本文讨论基于积分方程法三维线性静磁场的

计算问题。对于三维开域静磁场计算问题，剖分仅

在线性磁媒质表面进行，边界元方法更为合适[1-6]。

从等效源观点出发，磁场积分方程可基于单层和双

层等效源两种方法[7-9]。从计算效率角度考虑，双层

等效源方法需在边界上设置双标量位，故单层等效

源方法计算效率较高，但磁媒质内部，由于消去误

差影响，场量计算精度较差。文献[10-11]给出了基
于差场概念改进的新单层等效源磁场积分方程的

计算方法，改进后的方法可同时精确计算磁媒质内

外的场量。 
电磁场数值计算领域，自适应计算方法是一个

持久而弥新的研究课题。目前，有限元方法的自适

应计算研究得比较充分[12]，而边界元自适应计算方

法的报道并不多见。文献[13]介绍了静电场边界元
自适应计算问题，其提出的误差判据不适用于磁场
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问题，同时，该文采用节点匹配法求解磁场积分方

程，此时，边点和角点的几何奇异性对解答精度影

响较大，从而影响自适应计算的效果。文献[14]讨
论了二维静电场中边界元方法自适应计算的误差

判据。对于电介质材料，其相对介电常数与空气相

差不大，电介质内部区域中场量相对容易准确求

解，这构成了文献[9]中自适应计算的基础。对于磁
场问题，磁媒质的磁导一般远大于空气，计算中由

于计算中消去误差的影响，磁媒质中场量很难准确

求解，因此，如何准确计算磁媒质中的场，如何将

文献[14]中方法推广应用到磁场中，还需要进一步
的研究工作。 
本文以改进的单层源磁场积分方程为基础[10-11]，

建立了以等效磁荷模型为待解变量，基于 Galerkin
离散的三维静磁场积分方程自适应求解方法。其基

本思想为：由于单元只是在加权意义下满足磁场积

分方程，故可采用单元法线方向上磁通连续性条件

满足情况作为自适应计算的判据。采用 Galerkin方
法进行离散，所有匹配点选在单元的高斯采样点

上，避免了区域边和角点几何奇异性对解答的影

响。为提高计算效率，本文进一步提出了一种场量

局部更新求解技术，使得每次自适应计算的规模大

为降低。通过与球模型解析计算结果和列车位置传

感器测量结果的比对，证明了本文方法的有效性和

正确性。 

2  计算方法简介 

2.1  基于磁荷概念的三维磁场边界积分方程 
图 1(a)为布置有等效磁荷的磁媒质和空气分界

面示意图。对于线性磁场问题，场域中任意点处磁

场强度 H可表示为 

c m= +H H H                (1) 
其中，Hc为外施的激励磁场，为已知量；Hm为磁 
媒质表面磁荷 mσ 产生的响应场，为待解量。为方 
便计，引入归一化表面磁荷密度 
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图 1  分界面条件和几何角点奇异性示意图 

Fig. 1  Conditions on the interface and the singularity 
of the geometric and discretized points 
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其中，µ0为自由空间磁导率。将 Hm用等效磁荷表

示，则式(1)可改写为 
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其中，
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−
为常数；µr为磁媒质相对磁导率；

f sR = −r r 为场点与源点之间的距离；n 为媒质分 
界面法向，如图 1(a)所示。Ω为场点 Q沿 n方向的
立体角。 
2.2  Galerkin方法离散磁荷边界积分方程 
式(3)构成了以表面磁荷σm 为待解量的第二类

Fredholm积分方程。对于光滑连续的边界面，式(3)
可采用点匹配方法直接求解。但对于图 1(b)所示的
几何角点和边点，在这些点法向定义不唯一，直接

采用点匹配方法处理这些点比较困难。为解决角点

和边点几何奇异性问题[15-16]，令式(3)在整个边界上
的加权余量为零，则 

1[ ( )d ]d 0
4 4i

m mi c is
s

RΓ
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Φ λσ σ Γ+ ∇ − ⋅ =
π π∫ ∫ H n  (4) 

其中，Φi为任意权函数。将整个边界面离散为一系

列平面三角单元，对第 i个单元取Φ i为三角单元的

各节点对应的形状函数 Ni，同时，将匹配点设置在

三角单元的高斯积分点处，这样，在匹配点处

Ω =2π，则式(4)可进一步简化为 
0
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其中，si和 sj分别为单元 i和单元 j的面积；rij为单 
元面积分时单元高斯积分点之间的距离； 0

ijr 为其单 

位矢量。在单元内采用线性插值，则单元内磁荷密 
度 ( , )iσ ξ η 可表示为 

3

,
1

( , ) ( , )i k i k
k

Nσ ξ η ξ η σ
=

= ∑          (6) 

式中  ( , )ξ η 为单元局部坐标； ( , )kN ξ η 为单元形状
函数； ,i kσ 为单元节点处的磁荷密度。 
由式(6)对各节点应用式(5)，则 

=K Cσ                   (7) 
式中  K 为系数矩阵；σ 为各节点的磁荷密度；C
为由激励场确定的方程的右端项。为了消去误差的

影响，精确求解磁媒质内的场量，文献[10]给出一
种基于差场概念的求解方法，简言之，应用式(7)
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分别计算真实磁导率情况下磁荷σmagn 和无限大磁

导率情况下的磁荷σcomp，则媒质内外的场量可分别

为[10] 
magn comp

,in magn comp

magn comp

2
1

                [( ) ]
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式中 
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∫
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2.3  基于单元细分 H-型自适应计算 
在分界面上，磁通密度法线方向应保证连续，

但是式(7)只在加权余量最小意义下成立，因此，可
定义各节点处磁通密度法向误差为 

0 ,out ,in( )n rB Γ Γµ µ∆ = − ⋅H H n    (11) 

原则上，式(11)可作为自适应计算的判据，但式(11)
涉及各节点处场量的求解，此时仍需考虑角点和边

点的几何奇异性问题。为避免这一数值处理上的困

难，将自适应计算的误差判据定义在单元内部，对

第 i单元 
2

 
err,

max

d
i

n is
i

B s
ψ

ψ

∆
=

∫
            (12) 

式中  ψmax为单元磁通的范数意义下的最大值，即 
2

max 0 ,outall element
max ( ) d

i
is

sΓψ µ= ⋅∫ H n    (13) 

容易理解，式(12)定义的误差判据中磁媒质中
场量精确计算是非常重要的。 
自适应迭代过程中单元细分过程如图 2所示。

设节点 0周围第 k迭代剖分单元如图 2(a)，由式(12)
确定∆023 和∆056 不满足精度要求，在上述单元重
心处添加节点，形成第 k+1次迭代剖分的单元，如 
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(a)第 k次迭代 (b)第 k+1次迭代  
图 2  单元细分过程示意图 

Fig. 2  Demonstration of adaptive refinement process 

图 2(b)所示。这种节点的添加方式所形成单元可能
形成“坏”的形状（钝角三角形），不过，由于式(4)
采用 Galerkin方法离散积分方程，单元形状对系数
阵的影响减弱，数值算例表明磁场积分方程法计算

结果对单元形状并不敏感。 
2.4  节点局部更新求解技术 
上节讨论了基于单元细分 H-型自适应迭代过

程，对于不同剖分网格，需重新计算对应的系数矩

阵，并对型如式(7)的方程求解。如所周知，边界元
法所形成的系数矩阵为不对称满阵，且方程组易呈

病态性质，因此，反复求解式(7)是不合理的。在自
适应计算中，本文对迭代过程中单元做标志，若一

个单元不涉及添加节点的操作，则该单元所属的节

点认为是准确的，在下次迭代中不参与运算。具体

实施方案为：设第 k次迭代满足自适应误差判据节
点上磁荷密度为σ1，需重新计算的节点磁荷密度为

σ2。将所有不需要重新计算节点放在方程组最前

面，改写式(7)如下， 

11 12 1 1

21 22 2 2

     =          

K K C
K K C

σ
σ

          (14) 

对第 1+k 次迭代 1σ 为已知量，则式(14)可降阶为 
1 1

22 21 11 12 2 2 21 11 1( ) ( )− −− = −K K K K C K K Cσ   (15) 
图 2(b)分别用实心点和空心点标识了迭代过程

中需要改进的节点和数值保持不变的节点。显然，

式(15)实现了迭代过程中只更新需要改进的节点，
是一种局部求解的技术。式(15)一方面减小了计算
规模，另一方面大大改善了式(7)方程组的条件数，
有利于方程组的准确求解。 
图 2(b)中新节点添加过程仅为节点局部更新算

法的原理示意图，实际计算中，单元划分若采用

Delaunay算法，单元实际分布情况与图 2(b)会有所
不同。同时，在程序实现中，式(15)中Κ11矩阵求逆

过程可不进行，而采用类似有限元方法中第一类边

界条件的处理方式，从而可进一步提高计算效率。 

3  数值算例 
3.1  算例 1：匀强磁场中均匀导磁球 
图 3是匀强磁场中置有均匀导磁球的坐标系统

示意图，设外加激励磁场沿 z轴方向，球内部和外
部的磁感应强度可解析计算[17]，为简单计，给出球

内磁感应强度 z轴分量为 
r 0

,in
r

3
2z

BB µ
µ

=
+

              (16) 

球外磁感应强度 z轴分量为 
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设球的半径为 cm1 ，激励场沿 z 轴方向，设
B0=1T，µr =100。定义图 3中沿 y方向直线 OAB为
校验线，其中 A点坐标和 B点坐标分别为(0,1,0)和
(0,5,0)。球表面初始网格和第 3次细分后节点和单
元俯视图如图 4 所示。Bz在球内和球外解析结果

和数值计算结果如图 5、6所示。各次单元平均误
差和添加节点在总节点中的比例见表 1 所示。从
图 5、6 可以看出，对于磁媒质区域内部和靠近磁
媒质的区域，自适应细分对计算精度改善效果比较

明显，对于磁媒质内部，自适应细分对计算精度改

善效果更为明显。虽然本算例中场的分布具有对称

性，但由于采用无结构的三角型网格，网格剖分并

不能保证具有对称性，因此，自适应过程实质调整 
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图 3  均匀磁场中介质球坐标系统示意图 

Fig. 3  Configuration of a sphere 
in a homogeneous magnetic field 
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图 4  初始与加密后剖分单元示意图 

Fig. 4  Nodes and elements of the initial and 3rd 
refinement 
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图 5  球内校验直线上磁感应强度 z方向分量 

Fig. 5  Magnetic flux density along the checking line 
inside the sphere 
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图 6  球外校验直线上磁感应强度 z方向分量 

Fig. 6  Magnetic flux density along the checking line 
outside the sphere 
表 1  各次迭代误差 

Tab. 1  Error of each mesh refinement 

迭代次数 添加节点比例/％ 单元平均误差/% 

1 23 9.5 
2 15 3.2 
3 3 0.9 

了网格在球面上分布，使网格近似关于 z轴对称，
从而改善计算精度。 
3.2  算例 2：长方体铁心线圈自感和互感的计算 
铁路列车位置传感器由长方体磁芯和感应线

圈组成，其通过接收铁轨上传来的载频信号实现与

机车控制中心的信息传递。传感器结构示意图如图

7(a)和 7(b)所示。图 7(a)是长方体铁心和线圈剖视
图，图 7(b)为侧视图。其相应几何尺寸已标示在图
中，图中各量单位为 mm。铁心由厚度为 mm1.0 的

硅钢片叠制而成，传感器工作频率小于 1kHz，考
虑硅钢片透入深度，该磁芯磁场计算可按静磁场处

理。线圈由Φ0.81mm 铜线绕制，分 3 层，共 316
匝。如图 7(c)所示，改变线圈 A和线圈 B中心线之
间的距离 d，分别计算不同 d情况下线圈的自感和
互感。自感基本不受 d的影响，其计算值和测量值
分别为 31.0mH和 31.3mH，以测量值为基准，计算
误差为 0.96%。不同 d情况下，线圈间互感计算结
果、测量结果和相应误差如表 2所示。从表中可见，
计算结果和测量结果相比，误差在 1%左右。对于 
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图 7  长方体铁心和线圈结构示意图 

Fig. 7  Configurations of the cubic iron and coils 
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表 2  线圈互感计算值和测量值的比较 
Tab. 2  Comparisons of the mutual inductance between 

the calculated and measured results 

d/mm 测量值/mH 计算值/mH 误差/% 

200 17.6 17.5 −0.57 

210 15.8 15.9  0.63 
220 14.4 14.3 −0.69 
230 12.6 12.7  1.11 
240 11.6 11.5 −0.35 
250 10.2 10.3  0.98 

长方体磁芯，存在角点和边点几何奇异性问题，若

直接将匹配点选在节点上，则角点和边点处需特殊

处理，而采用本文方法，所有匹配点均在单元内，

无几何奇点问题。采用本文自适应算法，可自动在

角点和边点处布置较多单元，而在其它位置单元相

对较少。 

4  结论 

本文讨论了自适应Galerkin间接边界法计算三
维静磁场若干问题。给出了基于磁荷模型 Galerkin
离散的具体格式，提出了自适应计算的判据和步

骤。对于系数矩阵的求解，在自适应计算的基础上，

提出了磁荷方程组的局部求解方法，有效地降低了

迭代过程中方程组的求解规模。 
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