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摘　要　首先从麦克斯韦方程出发，用伽里金方法推导了三维三分量ＣＳＡＭＴ法的有限元方程．在研究过程中，认识

到加入散度条件的必要性，在公式中强加了散度条件，提高了解的完备性．其次将成功应用于二维线源频率域电磁法

有限元模拟中的两种技术推广到三维中，一是边界条件统一采用一阶吸收边界，使线源产生的电磁波在边界上按波

的传播规律被吸收，以降低平面波假设造成的影响；二是总体系数矩阵的存储，用两个二维数组分别记录总体系数矩

阵的非零元素及其在总体结点编号中所处的位置，使总体系数矩阵的存储量达到最小的同时，物理意义明确，迭代求

解时迅速简便．最后用均匀半空间模型进行了验证．
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０　引　言

ＣＳＡＭＴ方法是电磁法的一种，野外作业时使

用人工有限长线电流源做场源，习惯上在离发射源

垂直距离为３～５倍的趋肤深度外一定梯形区域内

来接收电磁信号，测线方向需要平行于发射源的布

设方向，通过接收测线方向的电场和与测线方向垂

直的磁场来获得卡尼亚视电阻率和视相位．从观测

方式来看，ＣＳＡＭＴ方法是一个三维问题，需要用三

维方法来模拟．
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有效的三维正演模拟是正确认识ＣＳＡＭＴ资

料的基础，也是频率域三维电磁波理论和应用研究

的难点．

三维 ＭＴ正演模拟上世纪７０年代就得到了应

用［１］．以后，各种正演方法如积分方程法，有限差分

法得到了发展［２～１５］．有限元方法相对于有限差分方

法和积分方程法能更有效地处理三维复杂问题，但

至今这方面的研究仍然处于探索阶段［１６］．

对于ＣＳＡＭＴ方法，文献
［１７］用有限元方法计算

了三层模型，但是只对电场的一个分量进行了模拟研

究．而计算卡尼亚视电阻率时需用到电场的两个分量

来计算磁场，所以需要开发三维三分量的电场模拟．

然而三维三分量有源电磁模拟在某些方面仍然存在

挑战，如计算机内存和解大型方程组等问题．

本文首先用伽里金方法将三维ＣＳＡＭＴ的电

场边值问题表示成加权余量方程的形式；然后用有

限元法来求解，在推导过程中，引进文献［１８］中的一

阶吸收边界条件和系数矩阵数组存储技术，并将散

度条件强加于边值问题中；最后用均匀半空间模型

对理论进行了初步验证．

１　边值问题

对于三维电磁场问题，研究的区域是三维的，设源

的方向为狓方向，位于地面上，研究区域如图１所示．

图１　研究区域示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｒｅｓｅａｒｃｈａｒｅａ

若电磁场的时间因子为ｅ－犻ωｔ，则含源麦克斯韦方程

组可写为：

Δ

×犈＝ｉωμ犎 ，Δ

×犎＝ （σ－ｉωε）犈＋犑犮狓｛ ．
（１）

其中，犈是电场，犎 是与电场垂直的磁场，犑犮狓是

狓方向的外加源矢量，

犑犮狓 ＝犐犱狊δ（狔）δ（狕），

犐是外加电流强度，犱狊是偶极源的长度，ω是圆频

率，μ是介质的磁导率，犽是波数，

犽２ ＝ω
２

με＋ｉωμσ，

ε为介电常数，σ是介质电导率．

对（１）第一式两边求旋度，将第二式代入并忽略

位移电流，得到

Δ

×

Δ

×犈＝犻ωμ（σ犈＋犑犮狓）， （２）

将（２）式展开，采用与二维无限长线源有限元正

演推导相似的外边界条件［１４］（其物理意义见文献

［１８］），内边界条件因为在有限元法中自动满足，所

以在伽里金法的推导过程中不再考虑．可将边值问

题归纳为
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２ ＋
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２ ＋

２犈狔
狕

２ －
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狓狕
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犈

狀
＋犽犈ｃｏｓθ＝０　　　 ∈Γ

烅

烄

烆
，

（３）

２　伽里金方法

伽里金方法可有效地求微分方程近似解，并较

好地为有限单元法所用．首先将解区域犞 剖分成一

系列的六面体单元，每个单元有自己的编号，且三个

方向的边长分别为犪、犫、犮．计算中所用的子单元坐

标系（狓狔狕）和边长为２的母单元所用的坐标系（ξζη）

的对应关系如图２所示．两种坐标系的关系为

狓＝
犪
２ξ
，

狔＝
犫
２ζ
，

狕＝
犮
２η
．

（４）

单元中的场值可用八个角点的形函数表示为

狌＝∑
８

犻＝１

犖犻狌犻， （５）

其中，狌犻（犻＝１，２，３…８）是单元的八个角点的待定电

场值．

令余量为（３）式等号两边各项之差，用变量狉来

表示，权为（５）式中的形函数犖犻，（犻＝１，２，…，８），得

到单元的加权余量方程为


犲

犖犻狉ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝０， （６）

０８５
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图２　六面体单元的编号

（ａ）母单元，（ｂ）子单元

Ｆｉｇ．２　Ｈｅｘａｈｅｄｒａｌｎｕｍｂｅｒｉｎｇ

（ａ）ｍａｓｔｅｒｃｅｌｌ，（ｂ）ｓｌａｖｅｃｅｌｌ

３　有限单元法

用有限单元法可有效地解决伽里金方法得到的

加权余量方程．式（５）中的形函数为

犖犻＝
１

８
（１＋ξ犻ξ）（１＋ζ犻ζ）（１＋η犻η）， （７）

其中，ξ犻，ζ犻，η犻是图２中各个角点的坐标，犻＝１，２，３

…８．将（７）、（３）代入（６）式，并根据奥———高定理


犲
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犖
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狊

犖

狓
犖
Ｔ
犾狓ｄ狔ｄ狕，

其中：狊为包围小单元的边界面，犾狓 为狔狕 边界面上

的点（狓，狔，狕）处的外法线向量的方向余弦．进行一

系列的推导后，可得到分块矩阵方程组
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， （８）

各子矩阵均为８×８的矩阵，其中，
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犾狕＋

犖

狔
犖
Ｔ
犾（ ）狔 ｄ犛，

犓３２２＝Γ
犖

狓
犖
Ｔ
犾狓＋

犖

狕
犖
Ｔ
犾（ ）狕 ｄ犛，

犓３３３＝Γ
犖

狓
犖
Ｔ
犾狓＋

犖

狔
犖
Ｔ
犾（ ）狔 ｄ犛，

犓３１２＝Γ
犖

狓
犖
Ｔ
犾狔ｄ犛，

犓３１３＝Γ
犖

狓
犖
Ｔ
犾狕ｄ犛，

犓３２１＝Γ
犖

狔
犖
Ｔ
犾狓ｄ犛，

犓３２３＝Γ
犖

狔
犖
Ｔ
犾狕ｄ犛，

犓３３１＝Γ
犖

狕
犖
Ｔ
犾狓ｄ犛，

犓３３２＝Γ
犖

狕
犖
Ｔ
犾狔ｄ犛

烅

烄

烆
．

（１１）

４　电场散度条件的强加

用上述推导的结果来计算电场，计算结果并不

正确．因为我们从（２）式直接展开得到了边值问题，

而没有应用散度条件，所以须将散度条件强加于得

到的公式中．

在有源区域，散度条件为：

Δ

·犇＝ρ． （１３）

其中犇为电通量密度，ρ为电荷密度．

根据连续性方程：

Δ

·犑＝－
ρ
狋
． （１４）

其中犑为电流密度．在时谐场的情况下，上式可以

写作：

Δ

·犑＝犼ωρ． （１５）

其中，犼是纯虚数，ω是圆频率．将（１５）式中的ρ代入

（１３）中，并考虑犇＝ε犈 得到：

Δ

·犈＝

Δ

· 犑

犼（ ）ω ／ε． （１６）

在无源区域，散度条件为：

Δ

·犈＝０． （１７）

文献［１９］表明，上述有限元推导得到的解在有源区

域不满足（１６）式，在无源区域不满足（１７）式，所以需

要增加一个罚项来强制散度条件．将（１６）、（１７）式加

入到（３）式中，则边值问题写作：

１８５
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
２犈狓

狕
２ ＋


２犈狓

狔
２ －


２犈狔
狔狓

－

２犈狕

狕狓
＋ｉωμσ犈狓＋


２犈狓

狓
２

＝－犻ωμ犑犮狓 ＋
犑犮狓

狓
ｉωε


２犈狔
狓

２ ＋

２犈狔
狕

２ －

２犈狓

狓狔
－

２犈狕

狕狔
＋ｉωμσ犈狔＋


２犈狔
狔

２ ＝０


２犈狕

狓
２ ＋


２犈狕

狔
２ －


２犈狔
狔狕

－

２犈狓

狓狕
＋ｉωμσ犈狕＋


２犈狕

狕
２ ＝０

犈

狀
＋犽犈ｃｏｓθ＝０　　　 ∈Γ

烅

烄

烆
，

（１８）

上述散度条件的强加使得 （９）的第１、４、６式和（１１）

的前三个式子分别变为下面的形式：

犓犐１１ ＝－
犲

犖

（ ）狕 犖
犜

（ ）狕 ＋
犖

（ ）狔
犖

犜

（ ）［ 狔

＋
犖

（ ）狓 犖
犜

（ ）］狓
ｄ狓ｄ狔ｄ狕，

犓犐２２ ＝犓
犐
３３ ＝犓

犐
１１

烅

烄

烆 ．

（１９）

犓３１１ ＝Γ

犖

狕
犖犜犾狕＋

犖

狔
犖犜犾狔＋

犖

狓
犖犜犾（ ）狓 ｄ犛，

犓３２２ ＝犓
３
３３ ＝犓

３
１１

烅

烄

烆 ．

（２０）

其余元素不变．

（２０）式是与边界条件相关的矩阵，将（３）或（１８）

式中的边界条件加入到方程（２０）中．对于（２０）式中

的第一式，可写为：

Γ

犖

狓
犖犜犾狓＋

犖

狔
犖犜犾狔＋

犖

狕
犖犜犾［ ］狕 ｄ犛犈

＝Γ

犖

狀
犖犜ｄ犛犈 ＝Γ

犖
犖

犜

狀
ｄ犛犈 ． （２１）

结合边界条件

犈

狀
＋犽ｃｏｓθ犈 ＝０

可有

犖
犜

狀
＝－犽ｃｏｓθ犖

犜，

代入（２１）式：

Γ

犖

狓
犖犜犾狓＋

犖

狔
犖犜犾狔＋

犖

狕
犖犜犾［ ］狕 ｄ犛犈

＝Γ
－犽ｃｏｓθ犖犖

犜ｄ犛犈 ． （２２）

则（２０）式重新写作：

犓３１１ ＝Γ
－犽ｃｏｓθ犖犖

犜ｄ犛犈 ，

犓３２２ ＝犓
３
３３ ＝犓

３
１１

烅

烄

烆 ．

（２３）

至此，（８）式中的各个犓值都可解析地求出．

当小单元的各个犓值得到后，便可对各个单元

进行集成，形成总的系数矩阵以求出研究区域各个

结点上的电场值．

５　大型稀疏矩阵的存储

在二维线电流源的模拟中，我们引进了两个数

组，占用最少的内存（即大量的零值不被存储，只存

储少量的非零值）存储了集成后的系数矩阵．在三维

有限元模拟当中，我们用相同的思想来存储集成后

的系数矩阵．在三维情况下，集成时除边界上的点

外，每个结点只和其周围的２７个结点有关（包括自

身结点，即图３中结点１４），所以集成后的系数矩阵

中每一行只包括２７个非零值．如图３所示，阿拉伯

数字表示集成时所用的结点编号，ＮＥＬ１～ＮＥＬ８表

示与所要集成的结点有关的小单元的编号．设计两

个数组，第一个二维系数数组存储每行的２７个非零

值，数组的第一维代表所要集成结点的总体编号，第

二维代表与之关联的２７个结点的局部编号（如图３

中所示）．与变带宽存储和一维按行索引存储的概念

相同，我们还需要一个二维的结点数组来存储每行

的这２７个值在总体系数矩阵中的位置，这个结点数

组两维的意义与系数数组的相同，二者的大小一致，

每一个系数数组元素都对应着一个结点元素，可方

便地识别出与集成时的目的点相关的２７个结点的

系数值和这２７个结点在总体系数矩阵中的位置．这

样设计的两个数组中没有零元素，减少了很多存储

量，且物理意义明确，便于各种迭代解法来调用［１８］．

图３　集成时相关结点的编号

Ｆｉｇ．３　ｒｅｌａｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｉｎｇｉｎｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

６　磁场与视电阻率的计算

将（１）中第一式展开可写出磁场犎狔 的表达式：
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犎狔 ＝
１

ｉωμ

犈狓

狕
－
犈狕

（ ）狓 ． （２４）

关于电场两个偏导数的计算公式［２０］为，

犈狓

狕狘狕＝０ ＝
１

２犾
（－１１犈狓１＋１８犈狓２－９犈狓３＋２犈狓４）．

（２５）

犈狕

狓狘狕＝０ ＝
１

２犾
（－１１犈狕１＋１８犈狕２－９犈狕３＋２犈狕４）．

（２６）

其中，犈狓１为地面上的结点的电场值，犈狓２、犈狓３、犈狓４分

别为地面下第一、二、三个结点的电场值．犈狕１为地面

上的所求偏导数对应的结点的垂直分量的电场值，

犈狕２、犈狕３、犈狕４分别为在狓方向与之相邻的第一、二、

三个结点的垂向电场值．

求得
犈狓

狕
和
犈狕

狓
后代入（２４）式便可计算出地面

上与狓方向电场垂直的磁场．

当地面上互相垂直的电场与磁场已知后，便可

通过下面的公式计算卡尼亚视电阻率：

ρ＝
ｉ

ωμ

犈狓
犎（ ）
狔

２

狘狕＝０． （２７）

７　数值模拟

鉴于三维数值模拟的复杂性，我们设计了一个

均匀半空间模型对程序进行初步验证．源放于狓轴

的中间位置，长度为５个网格（共２５０ｍ），源的中点

在（１１，６，６）结点上．将模型空间剖分成一系列的六

面体单元，在狓轴方向（源的布设方向）、狔轴方向

（在地面与源垂直的方向）、狕轴方向（垂直向下的方

向）的网格数分别为２０，３０，２０．剖分的原则为源附

近与源平行方向剖分较细，目标区（狔轴方向为１８

～２７网格，ｘ轴方向为４～１７网格）为均匀网格，格

距是５０ｍ，源与勘探区间狔轴方向为渐变大网格

剖分，在边界上为大网格剖分．在狕轴方向地面向下

为渐变网格剖分，由地面向空气中延伸的网格以较

大的尺度向外延伸．

表１　２
１３犎狕时三维三分量正演得到的电阻率值

犜犪犫犾犲１　犚犲狊犻狊狋犻狏犻狋狔狉犲狊狌犾狋狅犳３犇３犆犿狅犱犲犾犻狀犵犪狋犳狉犲狇狌犲狀犮狔２
１３犎狕

电阻率值
与源垂直方向（ｙ轴）的网格值

１７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７

源
方
向
︵
ｘ

轴
︶
的
网
格
值

４ １２．０６４ １０．９６８ １０．２６５ ９．８７２ ９．６４３ ９．５４５ ９．４８５ ９．４２７ ９．３４ ９．１６９ １２．０６４

５ １０．４９４ １０．１４１ ９．９３５ ９．７２７ ９．６５２ ９．５６３ ９．４８７ ９．３８２ ９．２４３ ９．０７９ １０．４９４

６ ９．６０７ ９．３６５ ９．３ ９．３０７ ９．３２４ ９．３４７ ９．３４ ９．３０４ ９．２３３ ９．１１８ ９．６０７

７ ９．０７４ ９．３８３ ９．１５１ ９．３３２ ９．２７ ９．２７１ ９．１８９ ９．０８７ ８．９５４ ８．８０４ ９．０７４

８ ７．０４５ ７．０４５ ７．８１５ ８．０１ ８．３９ ８．４９１ ８．５２５ ８．４３６ ８．２９４ ８．０９７ ７．０４５

９ ９．２０９ ９．７８４ ９．７２２ ９．７２９ ９．７８５ ９．７９２ ９．８２ ９．８３４ ９．８４９ ９．８５９ ９．２０９

１０ ９．６３４ ９．５４９ ９．８４６ ９．６８２ ９．８ ９．７７８ ９．８０８ ９．８１４ ９．８２４ ９．８２９ ９．６３４

１１ ９．７４１ ９．４７ ９．８９ ９．６６６ ９．８０６ ９．７７２ ９．８０１ ９．８０２ ９．８０９ ９．８１ ９．７４１

１２ ９．２３９ ８．８８５ ９．４７ ９．３０５ ９．５１９ ９．５２ ９．５６８ ９．５７ ９．５６８ ９．５６９ ９．２３９

１３ １０．９１９ １１．６７２ １０．９０２ １０．７９９ １０．５６６ １０．４８２ １０．４３４ １０．４３７ １０．４７ １０．４８２ １０．９１９

１４ ７．８６５ ７．９２２ ８．６７１ ８．６７７ ９．０５５ ９．１３５ ９．２４１ ９．２５６ ９．２３６ ９．２１３ ７．８６５

１５ ７．８９６ ８．２０１ ８．３１３ ８．５８４ ８．７２９ ８．８６４ ８．９２５ ８．９４７ ８．９４６ ９．００６ ７．８９６

１６ ８．８６７ ９．２１７ ９．５４ ９．７５１ ９．８３９ ９．８３２ ９．７６１ ９．６６ ９．５６６ ９．５１３ ８．８６７

１７ ９．３０９ ８．４６１ ７．９６６ ７．７３７ ７．７０６ ７．７８４ ７．９２６ ８．１０３ ８．３１７ ８．５８８ ９．３０９

　　给定均匀半空间模型的电阻率值为１０Ω·ｍ．

正演时所用的勘探频率为２１３～２
１ Ｈｚ，勘探区中２１３

Ｈｚ时的正演结果示于表１中，横向为ｙ轴方向的网

格值，纵向为ｘ方向的网格值．从表１可见，在勘探

区中，高频时正演得到的电阻率值与真值非常接近．

我们取地表（１１，２２）网格处从高频到低频的视电阻

率值作成频率测深曲线示于图４中，用“●”表示各

个频点的值，用均匀半空间正演理论也以相同的参

数做正演，将正演结果示于图４中，用“△”表示．从

图中可见，１Ｄ正演和３Ｄ正演的形态基本一致．只

３８５
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是在大多数频点，三维有限元正演的视电阻率稍低

于一维正演的视电阻率值．经统计，二者的百分比误

差为１３．２３％．这说明三维的正演模拟程序已基本

正确，但误差较大，仍需进一步改进．

图４　均匀半空间理论响应与三维三分量

正演结果的对比

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｈａｌｆ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｐａｃｅａｎｄｒｅｓｕｌｔｏｆ３Ｄ３Ｃｍｏｄｅｌｉｎｇ

８　结论与建议

我们用伽里金方法推导了ＣＳＡＭＴ法电场三

维三分量有限元方程，并做了均匀半空间的数值模

拟，从以上工作中，得到以下几点结论：

（１）将电场的散度条件强加于有限元方程中，

使有源电磁场有限元方程的解比较完备．

（２）在将小单元集成过程中，设计了两个数组

来存储集成后的系数矩阵，使集成后的系数矩阵物

理意义明确，并且存储量达到最小（即没有零值）．

（３）均匀半空间模型验证了三维三分量有限元

的推导是基本正确的．

（４）在研究过程中，认为该算法存在以下问题

有待于进一步改进

解方程组时没有用频率域二维有源电磁法模拟

（文献１４）中的高斯赛德尔迭代法来求解最后形成

的有限元方程．在试验中它的解精度没有用变带宽

解法的解精度高，故用文献［２０］中的变带宽解法来

求解，这使二维存储数组的优势没有得到充分发挥，

下一步来探索可发挥其优势的共轭梯度法，若成功，

可使模拟时所用的剖分单元数进一步增加，以扩大

研究区域．
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