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可描述横向电场中外周神经兴奋的电缆方程
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摘要：传统的电缆方程只能用于描述纵向电场中外周神经的兴奋，无法描述外周神经在横向电场作用下的兴

奋。 基于两阶段过程模型 : 提出一种改进的电缆方程，可以描述外周神经在横向电场中的兴奋，其结果和 ;9<=1>?
的离体实验数据相吻合。此改进的电缆方程可用于描述任意电场中外周神经的兴奋。
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虽然外周神经可被沿神经径向的电场（横向电

场，! !）兴奋的现象很早就已观察到 C# D，但没有引起

足够的重视，只是被认为是由于组织的非均匀和神

经的弯曲引起的 C! D。#((( 年 ;9<=1>? 的离体实验（排

除组织非均匀和神经弯曲的影响）充分证明 C’ D，外周

神经在横向电场中的兴奋不能被传统的电缆方程解

释，与神经被沿神经方向电场（纵向电场，! "）的兴

奋有不同的机理。根据电缆方程，外周神经只能被

纵向电场兴奋，兴奋点位于 ! "沿神经方向（ " 方

向）一阶导数的负极大值处（ $!"# E $#!" F#G）C% D，

因此，当在外周神经位置仅存在横向电场，而没有

! "的情况下，是不能引起神经兴奋的，这些结果表

明传统的电缆方程不能完全描述外周神经在外电场

中的兴奋。本文提出一种改进的有髓神经电缆方程

来描述外周神经在横向电场中的兴奋。

0 改进的电缆方程
0 / 0 膜的初始极化

两阶段过程被用于描述细胞在外电场的响应，

细胞的兴奋过程被分成两个阶段：包括初始极化（第

一阶段）和细胞的兴奋（第二阶段），在第一阶段，细

胞膜在外场作用下极化并达到稳定态，计算进入细

胞的电流；在第二阶段，确定细胞的兴奋 CB D。本文用

两阶段过程来描述有髓神经在横向电场中的兴奋，

在初始极化阶段，膜在电场中产生极化，其稳定解作

为第二阶段的初始条件，确定神经兴奋。

根据 H IJ802 模型 C* D，有髓神经对横向电场的

响应只发生在朗飞氏结（9K8 7LM8N LO P07Q18<，
JP ,，所以初始极化阶段只需考虑朗飞氏结的极化

情况。

如图 # 所示，一个理想的半径为 $ 的 JP 位于

稳恒电场 ! 中，膜内外的电导率分别为!% 、!& ，单位

面积膜电容为 ’( ，膜内外电势为 ) % 、) & : * 轴和 +
轴沿 JP 径向，" 轴沿 JP 轴向，稳恒电场 ! 和 *
轴平行，!为极角。

在外电场中，) % 、) & 满足 R0S20I8 方程 CB D，

$!) % E " 膜内 + # ,

$!) & E " 膜外 + ! ,
根据膜上沿膜表面法线方向电流连续，可以得到边

界条件：

’(
,) (

,- T % %./%’ E /
%

· 0!&$){ }& E /
%

· 0!%$){ }%

1 E $ + ’,
方程（’）中，’( 表示单位面积膜电容，%%./ %’ 表示单位

面积离子电流，) ( 为跨膜电位，/
%

为膜表面外法线

789 / 0 UM8021G8M <8S<8N87909 1L7 LO 0 JP LO <0M1=N
$ 17 0 9<07NQ8<N8 N980M4 =71OL</ 828I9<1I O182M



第 ! 期 可描述横向电场中外周神经兴奋的电缆方程 "#

$%&’’()(&*+ ,-./&
! !!0 12!3
"! 4 5 0 6676
"3 1 0 7287
"7 7 0 "1!89 4 7
"" ! 0 25!39 4 #
"# 4 # 0 ""#69 4 8
"5 6 0 676#9 4 !!
"2 4 6 0 88389 4 !"
"8 " 0 !3639 4 !2

!"#$% & :(+ + (*; )%&’’()(&*+<

’() * + =+&->? +@-*<A&AB@-*& C%+&*+ (-. ,A >/@(*;
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方向单位矢量。

# $ E # % & # ’ & # ( F " G
方程（"）中 # ( 为静息电位，方程 F ! G 4 F "G描述了膜

在横向电场中的初始极化情况，在这里取近似，认为

沿 ) 轴（轴向）膜是均匀极化的，即和 ) 无关。在柱

坐标系中，方程 F ! G、F 3 G的解为 H2 I：

# ’ E 4*( )%<!J "
( )%<! 膜外 F #G

# % E ! ( )%<! 膜内 F 5G
方程（#）、（5）中 ! 、" 为待定系数，由方程 F 7G 确

定。我们用 $KK== 模型 H5 I确定膜动态特性，该模型

给出通过膜的离子电流密度为：

%%+, %- E ./0$ 3 1 F # $ 4 # /0 G J .2 F # $ 4 # 2 G F 2G
3$
34 E!$ F! 4$ G 4"$$ F 8G

31
34 E!1 F! 4 1 G 4"11 F 6G

方程 F 7G、F 2G 4 F 6G中的参数见文献 H8 I。求解方程 F #G
4 F 6G就可确定膜在横向电场中的初始极化 L由于无

法得到方程 F #G 4 F 6G 的解析解，用 MNO PNQ 中的

=RMSPRTU 软件包进行仿真求解方程 F #G 4 F 6G，
结果如图 3 所示，“%”和“ J ”分别表示电场强度 *
为 #11, V A 和 311, V A 时，跨膜电位随极角!的变

化情况。

膜电位相对于 5 轴（见图 !）对称分布，所以图

3 画出 !81!!!1 部分，由图 3 可以看出，膜极化是

非均匀的，具有去极化区 F # $ W 1G 和超极化区

F # $ X 1G，!E 61YL 321Y时，# $ E 1。细胞在外电场作

用下产生超极化和去极化已被实验证实 H6 I。

&* + 神经兴奋

横向电场作用下，在膜上产生去极化区和超极

化区。在外电场的作用下，有电流流入或流出 TK L

其电流密度为：

% E 4"’"# ’ F !1G
这里取流出 TK 的方向为正，在去极化区有外向电

流 F 4"’"# ’ W 1G，在超极化区有内向电流 F 4"’"
# ’ X 1G。

在膜的初始极化阶段，整个膜实际上是被分作

许多膜片 FA&AB@-*& C-+)Z G来计算的，没有考虑内

向电流在膜内的积累。在第二阶段，从整个膜来考

虑由于膜内电荷积累所引起朗飞氏结的兴奋。首

先，计算净内向电流密度 %,’4 。

% ,’4 E ! ∫6 #’"# ’37 F !!G

6 为膜表面积，7 为膜表面面积微元，对于数值解结

果，式 F !!G离散化为：

% ,’4 E !
,#

,

8 E !
% 8
’ F !3G

% 8
’ 为极角!E 3#8 9 , 所对应的膜片的电流密度，如

果取 , 为 5"，在 [$ 上需要几分钟来计算 %,’4 ，所以

给出一个拟合表达式如下（使用 \@(;(* 50 1），

%,’4 E ! J " !* J " 3* 3 J " 7* 7 J " "* " J " #* #

J " 5* 5 J " 2* 2 J " 8* 8 F !7G
! 和 " ! 4 " 8 是 拟 合 系 数 ， 标 准 偏 差 =] 为

!#0 8"$N V )A3。

现在，在传统的有髓神经电缆方程中引入 %,’4 ，
即可得到改进的电缆方程。

-$
3# $ F, : 4 G

34 6 J % %+, F, : 4 G6 & ; 0 H# $ F, 4 ! : 4 G

4 3# $ F, : 4 G J # $ F, J ! : 4 G I

E % ,’4 F, G6 J; 0 H# ’ F, 4 ! : 4 G 4 3# ’ F, : 4 G

J # ’ F, J ! : 4 G I F !"G
上式中 %,’4 F , G 是横向电场在第 , 个 TK 处产生的

沿径向的电流密度，;0 为轴向结间导纳，6 为 TK
的膜表面积 L 6 E 3#< 2 L 2 为 TK 结宽度，< 为轴突
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半径。等式右边第一项表示横向分量的作用，第二

项表示纵向分量的作用。从方程（%!）可以看出，一

个足够大的纵向电场或者是一个足够大的横向电场

都可使神经兴奋。

! 模型的验证
! " # 外周神经在脉冲磁场诱导的横向电场作用下

的兴奋阈值

我们用 &’( )’* 中的 +,&-),./ 软件包进

行仿真求解方程（%0）和（%!），确定外周神经在脉冲

磁场诱导的横向电场作用下的兴奋阈值，纤维直径

取为 #$!1，节点数取为 #%，以消除边缘效应的影

响 2% 3。仍以 455++ 模型来描述膜的动态特性。以

4’678)) &8+ 9 %$ 刺激器为例，这是一种较常

用的刺激器，线圈中电流的周期 ! 为 #:$!; < 而有

效作用时间是 ! = !，线圈半径取为 0>1，设神经和

线圈平面的距离为 %>1，神经沿线圈的直径方向。由

于 .5 的驰豫时间"? " @## A#$ B %& = @###$ B 2C 3，约为

$ D ""!;，远小于线圈中励磁电流周期，所以忽略电场

的时变特性，由此可得电场强度阈值为 ##!E = 1。

5FGHGIJI 2%$ 3 在实验中给出磁刺激时电场强度阈值

为 #$$ 9 0$$E = 1，和上面的结果基本吻合，说明本

模型可用于描述外周神经在横向电场中的兴奋情

况。

! " ! 用 $%&’()* 的实验数据对改进的电缆方程验证

/KL;;GM ;NL 2C 3 在忽略离子电流的情况下，讨论

过圆柱细胞在横向电场中的兴奋，得到跨膜电势

’ & ? #( !" >G;$，" 为圆柱细胞半径。5FGHGIJI 2%$ 3

根据 /KL;;GM ;NL 的结论，在连续电缆方程中引入

%’ & ? #( !" 来描述横向电场的作用。

!#"#’ &

") * + ’ & ?""
’ &

", A #" @$(#- + ( ! . （%C）

由于%’ & ? #( !" 仅仅是$等于 %:$ 度时的超极

化跨膜电势，因此在方程（%C）中是用$等于 %:$ 度

时的超极化跨膜电势来表示整个膜在横向电场中的

极化情况，用$等于 %:$ 度处的内向电流密度来代

替 通 过 整 个 膜 的 电 流 密 度 。 从 图 # 可 以 看 出 ，

455++ 动态模型的仿真结果表明，在超极化区

@ #O$$$$P$B，跨膜电势并不等于 #" ( !>G;$，图 #
中曲线 % 和曲线 # 为 ’ & ? #"( !>G;$随$的变化

情况，在去极化区，两者吻合，在超极化区差异很大，

因此讨论膜在横向电场中的极化时，忽略离子电流

是不合适的。本文中的模型，是基于 455++ 动态模

型，通过对膜表面积分取得内向电流。

%PPP 年 +QKFRSN 20 3 用磁刺激兴奋离体哺乳动物

的外周神经，在排除组织非均匀和神经弯曲的影响

下充分证明，外周神经可被横向电场兴奋。下面用

+QKFRSN 的实验结果对两种改进的电缆方程进行验

证，在离体实验的情况下，可以比较精确的确定神经

处 的 电 场 分 布 。 在 +QKFRSN 实 验 中 ， 刺 激 器 为

4’678)) 的 &8+ 9 %$，所用圆线圈参数为：#O
匝，内径 0%11 < 外径 !011，电感 0P!T < 高 "11 <
电阻 $D %#&。线圈和神经的相对位置的俯视图如图

0 所示，位置 % 表示神经被纵向电场兴奋，用传统的

电缆方程描述，线圈和神经相切；位置 # 表示神经被

横向电场兴奋，神经沿线圈径方。线圈平面和神经

的距离为 %$11。在神经不同拉伸情况下，测量两种

刺激的兴奋阈值。

由方程（%!）可以看出，在两种刺激情况下，要神

经产生同样强度的兴奋，则横向电场作用下的

#/$, 0 / . 1 和 纵 向 电 场 作 用 下 的

2 3 2’ $ @/ 9 % 4 , B 9 #’ $ @/ 4 , B A ’ $ @/ A % 4 , B 3 应 相

等。同样 <方程（%C）中$(#- 和( ! 应相等。上面四项

分别定义为：5# ? #/$, @ / B 1 < 50 ?$(#-， 5% ?
23 2 ’ $ @ / 9 %< , B 9 #’ $ @ / < , B A ’ $ @ / A %B , B 3，
5! ?( !。

根据 KJ>RUKG>RQV 模型计算神经处的电场分布，

对于离体实验，可用无边界模型，电场(% 6( )& 和沿 7
轴方向的电场梯度( 7- 为 2%% 3：

(% 6( )& ?
( )89 , :
8,

"$

! ∫’ %;#<
81% 6&( )W X 3&

3 0 （%"）

( 7- ?
( )89 , :
8,

"$

! ∫’ %;#<
3 7

3)=
’
+ 3=)

’

3 C ·81% 6&( )W （%O）

方程（%"）、（%O）中，6&表示场点矢量，6& W 表示源点矢

量，!$ 为真空磁导率，3& ? 6& 9 6& W，3 ? 3& <)
’

、=
’

和7
’

分

别为直角坐标系中 ) < = < 7 轴的单位矢量，3&的分量

为 3) < 3= 4 37 ，: 为线圈匝数。线圈、神经和坐标系的

位置如图 0 所示，神经沿 7 轴，81% 6&( )W ? 81 6&( )W =
’

，

则横向电场强度 () 和纵向电场梯度( 7- 为：

() ?
( )89 , :
8,

"$

! ∫’ %;#<

3 7

3 081 （%:）

( 7- ? 0 ( )89 , :
8,

!$

! ∫’ %;#<

3 73)

3 C 81 （%P）

+(, " - ( HJ QGU YRJM GZ QHJ UG;RQ RGI GZ >GR[; LI\ IJKYJ



第 ! 期 可描述横向电场中外周神经兴奋的电缆方程 "#

则在纵向电场梯度最大值处和横向电场强度最大值

处的 !!、!$、!%、!" 分别为：

! !" # $ % & ’ & !( )( ) * $% & ( )’ ( ) ’ % & ’ ’ !( )[ ]( )

(!+ $

"#,
- ./, $ （$)）

!$ ( 0’&) * ’ ( ) + 1 ( $!+ 20’&) * ’ ( ) + （$!）

!% ("- ./ （$$）

!" ( -3 （$%）

方程（$)）&（$%）中，, 为结间距（!))4），2 为 ,-
结宽度（!#.），+ 为轴突半径（) / %4），$$ 为轴浆电

阻 率 （!!)%· 0.）， 52 为 单 位 面 积 膜 电 导

（!$1.2 3 0.$），"理论值为 ) / )$4.，纤维直径 4 取

为 $)#.。结果如表 $ 所示，模型&表示本文模型，

模型’表示 -5676898 模型。

从表 $ 可以看出，本文提出的模型和实验结果

吻 合 得 非 常 好 : 平 均 相 对 误 差 为 ; / ;< ， 而

-5676898 模型的平均相对误差为 4%<。

! 结 论
由于传统的电缆方程可准确描述电刺激作用下

外周神经的兴奋特性，而电刺激时，其横向分量的作

用相对很弱，所以横向电场的作用一直没引起重

视。近几年，随着神经磁刺激技术的发展，由于磁刺

激容易产生较强的横向电场，横向电场的作用才逐

渐显现出来。目前，仅有 -5676898 用其模型描述过

磁刺激人体正中神经中横向电场的作用 =!) :!! >。从表

$ 可以看出，-5676898 模型并不适合于有髓神经，

首先，-5676898 模型用的是连续电缆方程，而有髓

神经是用离散电缆方程描述，另外，在确定膜的极化

时，忽略了膜离子电流。本文给出的改进的电缆方

程和 2?@5ABC 的离体实验数据吻合得非常好 :说明本

模型可用于描述外周神经在横向电场中的兴奋。

从前面的结果可以看出，纵向和横向电场都可

以引起外周神经的兴奋，而目前在磁刺激技术研究

中的线圈设计是基于传统的电缆方程，只考虑电场

的纵向分量。方程（!"）的提出，可以使线圈的特性

得到改进。
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