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摘  要：针对训练样本多时核 Fisher 判别分析(KFDA)的计算代价大，特征提取速度慢问题，本文提出一种 KFDA

的快速算法。该算法首先基于线性相关性理论，设计出一种优化方法，快速寻找训练样本在特征空间所张成的子空

间的一组基；然后用这组基线性表示最佳投影方向，结合特征空间中的 Fisher 准则函数，推导出求解最佳投影方

向的新公式，其求解过程只需对一个阶数等于基的个数的矩阵特征值分解，同时提取某样本特征时只需计算该样本

与这组基之间的核函数。基于多个数据集的实验验证了该算法的有效性。 
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Abstract: The standard Kernel Fisher Discriminant Analysis(KFDA) may suffer from the large computation 
complexity and the slow speed of feature extraction for the case of large number of training samples. To tackle these 
problems, a fast algorithm of KFDA is presented. The algorithm firstly proposes an optimized algorithm based on 
the theory of linear correlation, which finds out a basis of the sub-space spanned by the training samples mapped 
onto the feature space and which avoids the operation of matrix inversion ; Then using the linear combination of 
the basis to express the optimal projection vectors，and combining with Fisher criterion in the feature space, a 
novel criterion for the computation of the optimal projection vectors is presented, which only needs to calculate the 
eigenvalue of a matrix which size is the same as the number of the basis. In addition, the feature extraction for one 
sample only needs to calculate the kernel functions between the basis and the sample. The experimental results 
using different datasets demonstrate the validity of the presented algorithm. 
Key words: Kernel Fisher Discriminant Analysis(KFDA); Optimal projection vector; Kernel function 

1  引言 

核Fisher判别分析(KFDA)的基本思想是经过非线性映

射将输入数据映射到一个高维特征空间，在特征空间中进行

Fisher线性判别分析,隐含地实现输入空间的非线性判别。由

于KFDA能有效提取非线性判别特征，因而成为模式识别与

机器学习等领域的研究热点 。 [1 5]−

在 KFDA 实现过程中，需要求解 的特征值(其中

, 表示核类内矩阵与核类间矩阵,它们是m 矩阵，

1
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m 表示训练样本数)，其计算复杂度是 ；而且所有训

练样本都要参与最佳投影方向的表达。 大时，KFDA 面

临计算复杂度大以及特征提取速度慢问题。文献[6, 7]从几何

的角度，选择少量“显著”训练样本近似表示w w 表示最

佳投影方向)的方法，解决上述问题。但其为近似算法，存在

理论意义上的不确定性，而且训练数据的筛选过程，计算代

价也比较大。

3( )O m

m

(

本文首先基于向量组的线性相关性的有关理论，推导出

一种自适应的优化算法，寻找训练样本在特征空间中所张成

的子空间的一组基，该算法避开了矩阵求逆运算，加速了子

空间基的选取。然后将w 表达成这组基的线性组合，并结合
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特征空间中的 Fisher 准则函数，推导出一个用来确定 的

新公式，使得 KFDA 求解中只需特征值分解一个阶数等于基

的个数的矩阵，计算复杂度是 (其中 表示基的个数)；

同时由于线性表示w 的这组基的个数 大大少于训练样本

总数，所以对某样本提取判别特征时只需计算该样本与这组

基间核函数，节省特征提取时间。 

w

3( )rΟ r

r

2  KFDA 描述 

设 { }1 2, , ,= x x xX " 有

( 1,2,i i =x "
m 表示训练样本集，共 m 个样

本，其中 , )m 是一个n 维列向量，分别属于一个

特定模式类，共有c 类。第 j 类的样本子集记为 (jX 1,2,j =  

)，样本数记为 。KFDA 通过一个非线性变化ϕ ，

将输入空间的所有样本影射到一个高维特征空间F 中，即

，其中称 为样本x所对应

的核样本，在 上进行线性 Fisher 判别分析。此时 Fisher

准则函数的表达形式为 

,c" jm
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其中 ， 是 中相应类间散布矩阵和类内散布

矩阵，即 
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根据再生核理论，最佳投影向量 可表示为 w

1
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m
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αϕ
=
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将式(3)代入式(1)，并在运算中用核函数 ( ),i jk x x 代替

空间 与 的内积，即  

，则式(1)变为 

F ( )iϕ x ( )jϕ x , , ,( ) ( )i j i j ik k ϕ= =<x x x

( )jϕ >x
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本文称式(4)为核Fisher准则函数。由广义Rayleigh商的

性质[8]，式(4)的一组最优解可取 的d 个较大特征值所

对 应 的 特 征 向 量 ( 其 中  

)，则一组最佳投影方向为   

1
w b
−K K

1 2, , d,"β β β 1 2( , , ,i i iβ β= "β

1

( )( 1,
m

i ij j
j

iβ ϕ
=

= =∑w x

2, , )d" 。 核样本 在这些方向上作投影(见式(6))，投影

坐标便是x的判别特征。其物理意义是投影坐标所对应点的

总体类内距较小，类间距较大。 

( )ϕ x

T

1

( ) ( ) ( , )i

m

w i
j

p kϕ β
=

= =∑wx x x         (6) 

3  子空间基的确定 

实际上，训练样本对应的核样本 在F 中所张成的

子空间{ ( 的维数等于核矩阵 的秩 r 。一

般情况下有 r 。下面的问题是如何寻找子空间{ (

的一组基。文献[6,7]采用一种迭代算法选择少量样本，其对

应的核样本近似表达这组基。事实上，从线性代数的有关理

论考虑，{ ( 的一组基是可以找到的，无须近似表达。下

面给出寻找子空间{ ( 基的理论推导。 

( )ϕ x
)}ϕ x 1 ,( ) i j mijk ≤ ≤=K

<< )}ϕ

)}ϕ x
)}ϕ x

定理 1  设 ( )1 2, , , 1b b bs s m≤ ≤x x x" 表示 s 个训练样

本， 为其对应的特征样本，对应的

核矩阵记为 。则  

线性无关 。 

1 2( ), ( ), , ( )b b bsϕ ϕ ϕx x x"
( ( , )) i j sbi bjk ≤ ≤=K x x

⇔ det( ) 0≠K

[ ( ), ( ), , ( )]ϕ ϕ ϕ= x x x" B

1 ,ss 1 2( ), ( ), ,b bϕ ϕx x "
( )bsϕ x ss

证明  令B ，则

故

1 2b b bs
T

ss =K B ,

( ) ( )ssrank rank=B K 。又 线性无

关⇔ , 即
1 2( ), ( ), , ( )b bϕ ϕ ϕx x x" bs

( )rank s=B ( )rank ss s=K ，即 ( )ssdet 0≠K 。 

证毕 

定理 2  设 ( )1 2, , , 1b b bs s m≤ ≤x x x" 表示 s 个训练样

本， 为其对应的核样本且线性无关。

为任意一个训练样本，核样本为 。则ϕ ϕ   

 线性无关 。其中  

1 2( ), ( ), , ( )b b bϕ ϕ ϕx x x" s

, ,( )x x "
T 1 0k −− ≠K K K k =

x ( )ϕ x 21( ), bb
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。 

T
1 2( ( , ), ( , ), , ( , ))sx b b bsk k k= x x x x x" ( ( ,ss bik=

1 ,)) i j sbj ≤ ≤x

由定理 1 以及行列式的性质易证定理 2 成立。根据上述

定理，采用一种自适应的迭代算法来寻求{ ( 的一组基。

基本思想是假设利用 个样本

)}ϕ x
(1 )t t m≤ ≤ { } 1

t
i i=x ，完成了训

练，得到子空间 .的一组基  

。对于新的样本x，依据定理 2 判定 与  

是否线性无关。如果无关，则令  

，构成一个新的线性无关组  

。当遍历所有训练样本时，所求的线性无关组

即为子空间{ ( 的一组基。 

1{ ( )}t
iiϕ =x 1 2( ), ( ), ,b bϕ ϕx x "

( )bsϕ x ( )ϕ x 1( ).bϕ x

2( ), , ( )bϕ ϕx " bsx
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s
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1 2( ( , ), ( , ), ,b bs b bsk= x x x x "

( 1)( )b sϕ + =x
( )ϕ x 1 2( ), ( ), , ( ),b b bsϕ ϕ ϕx x x"

( 1)( b sϕ +x

1 2( ), ( ), , ( )brx )}ϕ x
利用定理 2 进行无关性判别时，存在对一个 s 阶矩阵

的求逆运算。随着迭代算法的进行， 可能逐渐增大，

求逆运算的计算量是相当大的。针对这个问题，本文提出一

种迭代算法，避免了求逆运算，降低了计算复杂度。 

ssK s

定理 3  设线性无关组 对应的核

矩阵为 ， 对应的核矩阵为

， 方 便 起 见 ， 令 v k  

1 2( ), ( ), , ( )b b bϕ ϕ ϕx x x"

ssK 1 2 ( 1)b s−

1, 1s s− −K
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由逆矩阵的定义易证定理 3 成立。由定理 3，对 阶矩

阵 的求逆运算转化为对 阶矩阵求逆，依次下去，求

逆运算变为乘法运算。结合定理 2，便可很方便地寻求子空

间

s

ssK 1s −

{ }( )ϕ x 的一组基 。具体算法步骤如

下： 
1 2( ), ( ), , ( )b b bϕ ϕ ϕx x x" r

}步骤 1  初始化：在训练样本集 任选

一样本 ，满足 令 ， ，  

， 。 

{ 1 2, , , mX = x x x"
x ( ), 0k ≠x x { }S = x { }H = x 1/=G

( ( , ))k x x 1t =
步骤 2  如果 t ，则输出 ，终止程序。否则，下

一步。 

m= H

步骤3  在集合 = −S X S 中选择一个样本 ，令  

， ; 并验证式(8)成否成立 

∗x =S
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返回步骤 2。 

程序终止时，集合 中的向量所对应的核样本即为子

空间

H
{ }( )ϕ x 的一组基。 

4  核 Fisher 判别分析的快速算法 

 假定通过上述算法获得一组基 ( ) ( )1 2, ,b bϕ ϕx x ",  

，则最佳投影向量可表达为 ( )brϕ x
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由广义Rayleigh商的性质[8]，式(10)的最优解可取 r r

矩阵

×
1

bw
−K K 的较大特征值对应的特征向量，其计算复杂度

仅为 。相比KFDA求解矩阵 的特征值，计算量

降低。特别 较大时，优势更加明显。设 为式

(10)的一组最优解，其中 。根据式(10)，

任意样本x所对应的核样本在 上的投影为 
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其中 ( )1
r

i ijj γ ϕ= bj∑ x=w 。样本 x 的判别特征为 ( ),
iwp x  

( )1,2, ,i = " d 。称本节算法为核 Fisher 判别分析的快速算法

(Fast algorithm about Kernel Fisher Discriminant Analysis, 

FKFDA )。 

5   实验分析 

5.1  实验数据的描述 

为了验证 FKFDA 的性能，本文从不同角度选取了 3 组

数据进行实验，并同 KFDA 进行比较。第一组数据是二维仿

真数据(记为 simulated data),第一类数据的产生方式为

( ){ }1 1, , 1,2, ,400i ix y i= =X 其中 " ， 均 服 从 方 差

均值 的正态分布；第二类的产生方式为

1 1,i ix y

0.5σ = 0u =

( ){ }2 2, , 1,2, ,40i ix y i= =X 其中 " 0

D

 

，  

。 分别服从正态分布 ，  

。其空间分布图见图 1(a)。第二组数据是分类实验

中常用的四维 Iris 数据。该数据是提取 3 种不同类别花瓣的

特征作为特征向量。共含 150 个样本，分三类， 每类 50 个

样本。每个样本 4 维。第三组数据采用 B-52，歼-6 和歼-7

三种飞机的缩比模型微波暗室转台数据(记为 Dark-room 

data)。目标的方位角变化范围为 0 1 ，俯仰角恒为 ，

平均方位角采样间隔为 0. 。该数据是 101 维的，每类选

取 300 个数据用于实验。

2 2cos( ),i i i ix r yθ= =

sin( )i ir θ ,i ir θ ( )1.5,0.2ir N− (i Nθ π−

/4,0.5)

55−D 5D

43D

 
图 1 KFDA 与 FKFDA 对 simulated data 的识别曲线图 

5.2  实验结果分析 

实验中，测试数据采用等间隔方式从全部实验数据中抽

取，训练数据从剩余数据中等间隔选取。具体选取情况见表

1，如表 1 的第 3 行，测试样本数为 2×100，表示每类抽取

100 个用于测试，训练样本数为 2×200，表示在测试样本抽

取后的剩余样本中，每类选取 200 个用于训练，其他行的意

义类似。实验中采用高斯核 ( ) 2 2, exp( /k σ= − −x y x y )

≤

作

为核函数，参数 是经验值。判别特征提取后，采用最小距

离法进行识别。另外，在确定子空间的基时，考虑到计算误

差的客观存在，我们把式(8)替换为 ，本文 

σ

T
tt st stk ε−K GK
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表 1  FKFDA 与 KFDA 用于不同数据集的结果比较 

测试识别率(%) 指标 

数据集 
2σ  基的个数 

训练 

样本数 

测试 

样本数 KFDA FKFDA 

识别 

速度比 

0.1 39 2×100 2×100 97.5 97 5.0 

0.1 49 2×200 2×100 98 98 9.34 Simulated data 
0.1 50 2×300 2×100 98 98.5 13.9 

0.2 35 3×20 3×20 95 95 1.55 

0.2 43 3×25 3×20 95 96.67 1.43 Iris data 

0.2 46 3×30 3×20 96.67 96.67 1.79 

0.1 267 3×100 3×100 99.33 98 1.1 

0.1 338 3×150 3×100 99 98.67 1.25 Darkroom data 

0.1 412 3×200 3×100 99 98.67 1.55 

实验取 。图 1 描绘的是当训练样本取 400 时，两种方

法对 simulated data 的分类曲线。表 1 列出了两种方法用于

不同数据集的各项指标比较。表 1 中识别速度比是指识别相

同的测试样本，KFDA 与 FKFDA 所花费的时间比。显然比

值越大，说明 FKFDA 相比于 KFDA，特征提取的速度越快。 

0.1ε =

从表 1以及图 1(b)，1(c)可看出，FKFDA相比于KFDA， 

它们的识别率几乎一致(小的差别主要是由于计算误差引起

的)，说明 FKFDA 与 KFDA 提取的判别特征基本一样。从

基的个数，即训练样本在特征空间中所张成的子空间的维数

来看，数目远远小于训练样本数，原因在于特征空间中，核

样本间存在很强的相关关系。特别是随着训练样本的增多，

子空间的维数增加并不明显，说明这种相关关系更强。反映 

到特征提取速度上，FKFDA 具有明显的优势，特别是训练

样本越多，优势越明显，这与训练样本在特征空间中所张成

的子空间的维数的变化趋势是一致的。 

6  结束语 

    基于子空间 的一组基，提出了一种 KFDA 的快

速算法—FKFDA。相比于 KFDA， 由于快速算法通过对训

练样本的筛选，找到训练样本对应的核样本 在F 中所

张成的子空间 的一组基，将最佳投影方向w 由这组基

线性表示，使得 KFDA 实现过程中需要进行特征值分解的矩

阵的阶数由 m (训练样本数)降低到 (子空间 的维

数)，节省了存储空间，加快了特征提取的速度。同时，设计

出一种优化的迭代算法来寻求子空间 的一组基, 该

算法将求逆运算转化为乘法运算，计算量较小。 

{ ( )}ϕ x

( )ϕ x

{ ( )}ϕ x

r { ( )}ϕ x

{ ( )}ϕ x
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