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环Ｆ2+uＦ2上长为 2e的循环码 

李  平    朱士信 
(合肥工业大学应用数学系  合肥  230009) 

摘  要：近十多年来，有限环上的循环码一直是编码研究者所关心的热点问题，本文证明了 不是主

理想环，其中 ，u

[ ]/ 1nR x x< − >

2 2R F uF= + 2=0 且n=2e。分 3 种情形讨论了环R[x]/<xn−1>中的非零理想，并给出了R上循环

码的可以唯一确定的生成元的表达形式，同时给出了R上循环码的李距离的一个上界估计。 
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Cyclic Codes of Length 2e OverＦ2+uＦ2

Li Ping   Zhu Shi-xin 
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Abstract: In the last ten more years, cyclic codes over finite rings have become a hot issue for coding theorists.It is 

proved that is not a principal ideal domain, where  with u[ ]/ 1nR x x< − > 2R F uF= + 2=0, and n=2e. The nonzero 

ideals of  are discussed in three cases and the expressions of the uniquely determined generators of 

the cyclic codes are given. An estimate of upper bound of Lee distance of cyclic codes over R is also given. 
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1  引言  

文献[1]中引入了一种介于 与 之间的四元环  4Z 4F 2R F=
2

2 2[ ]/uF F u u+ = < >，讨论了环R上奇长度循环码的结构，并

指出了研究R上循环码的重要性。文献[2]中给出了R上奇长度

循环码的简单的译码算法。R上循环码的研究已成为一个热点
[1–8]。 

R的元素是{0,1,u, u =u+1}，具有唯一的极大理想

{0,u}， 是R的一个子环，环R上线性码C是指R-模R2F n的一

个加法子模。 

据文献[1,3]，有下面的结论：R 上任一线性码置换等 

价于具有生成矩阵形如 的码 C，这 1

2

1 2

0
k

k
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⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
里 A ， BB

                                                       

1 ， B2 ， D 是 (0,1)- 矩 阵 。 C 的 剩 余 码 为

Res(C)={a∈ | a+ub , b∈ }，它是一个二元[n,k2
nZ ∀ C∈ 2

nZ 1]

码；C的挠码Tor(C)为{c | uc∈ C}，它是一个二元[n, 

k

∈ 2
nZ ∀

1+k2]码。我们称上述码C具有类型{k1，k2}，C具有 个

码字。定义C的秩为k

1 24 2k k

1+k2，记成rank(C)= k1+k2，亦即生成

C的最小数目的生成元的个数。定义C的自由秩为k1，记成

f-rank(C)=k1，亦即C的R-自由子模的秩的最大值。如果

k2=0，则称C是一个自由码，定义R中元素 0，1，u，1+u的

 

) Cc c c ∈
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李重量(Lee weight)依次为 0，1，2，1。R 中向量的李重量

为其各分量的李重量的有理和。定义R到 的一个映射

(x+uy)=(y，x+y)，∀ x，y Z

n

2
2Z

:φ φ ∈ 2，则 是一个从(R，Lee 

distance)到( ，Hamming distance)的距离保持映射，且为

线性映射。很自然地，可将 扩展成从R 到 的线性的距

离保持映射，φ 也称为Gray映射。R上长为n的循环码是指

具有如下性质的R上线性码： 均有

。 称为码字

的多项式表示，通常不加区分，从而R上循环

码即环R

φ
2
2Z

φ n 2
2
nZ

0 1 1( , , , ) Cnc c c −∀ ∈

1 0 1 2( , , , ,n nc− −
1

0 1 1
n

nc c x c x −
−+ + +

0 1 1( , , , )nc c c −

n= R[x]/<x −1>中的理想。就偶长度而言，Rn
n中循

环码的结构远比奇长度情形复杂，这里限制n=2 ，e是正整

数。 

e

当 p 整除 n 时，特征为 p 的域上的长为 n 的循环码叫做

重根循环码。Castagnoli 和 Van Lint 等人在文献[9,10]中对

二元域 上偶长度循环码进行了深入的研究。Abualrub  

和 Blackford 在文献[11，12]中研究了有限环 上偶长度循

环码。某些情形下，它们是最优码。 

2F

4Z

就偶数n而言，xn−1 在R[x]中的分解并不唯一。 例如 ：

x4−1=(x−1)4=(x−1)2[x−(1+u)]2。本文约定零多项式次数为

。不引起混淆时，任一多项式f(x)可简记成f。 +∞

2  主要结果 

引理 1(文献[13])  设F是有限域，C是F上长为n的任一

循环码(即F[x]／<xn−1>中的理想)，则C中次数最低的首一

多项式必唯一且整除xn−1。且该多项式是C的生成多项式。 



第 5期                           李  平等：环Ｆ2+uＦ2上长为 2e的循环码                                    1125 

值得注意的是该引理对码长 n 无限制，n 可奇可偶。 

引理 2(交换环的特征公式)  设G是特征为p≠0的交换

环，则 。 , , ( )
e ep pa b G a b a b∀ ∈ − = −

ep

在引理 2中取G= Z2[x]，则G是特征为 2的环，则n=2e时，

xn−1=(x−1)n。而Z2[x]是单一分解整环，从而xn−1 的所有因

子为(x−1)i， 。在引理 1 中取F= Z0 i n≤ ≤ 2，则可知Z2[x]

／ < x n − 1 > 的 所 有 理 想 共 有 n + 1 个 。 它 们 是

<(x−1) i>, 。又由于<(x−1)0 i n≤ ≤ i>⊃ <(x−1) i+1>, 

0 i n≤ ≤ −1,故<(x−1)>是Z2[x]／<xn−1>的唯一的极大理

想。 

引理 3(文献[14])  设 是环 A 到 A′的满同态，D′是 A′

的一个理想，D= (D′)是 D′的完全原象，则 D 是 A 的理

想，且环 A/D 与 A′/D′同构。 

φ
1φ−

引理 4(文献[15])  设φ是环 A 到 A′的满同态，ker = 

K，则 A′的极大理想与 A 中包含 K 的极大理想是一一对应

的。 

φ

命题１  设n=2e，则Rn具有唯一的极大理想M＝<u, 

x−1>。 

证明  定义 ：Rφ n→ Z2[x]／<xn−1>，a0+ a1x  + +

an−1x
n−1→ 0a + 1a x + + 1

1
n

na x −
− 其中ai∈ R，0 ＝u ＝0， 

1 ＝ v ＝１(v即 1+u)。 

从而φ 是环满同态。又已证得Z2[x]／<xn−1>具有唯一

的极大理想<x−1>，再根据引理 3， (<x−1>)=<u,x−1>

是R

1φ−

n= R[x]／<xn−1>中的极大理想。再根据引理 4，<x−1>

的原象集合φ =< 是R1( 1 )x− < − > , 1u x − > m m⎡ ⎤
n的唯一极大理

想。 

引理 5  如果Rn具有唯一极大理想M＝<f(x),g(x)>，若

M是主理想，则M＝<f(x)> 或M＝<g(x)>。 

证明  设M＝<h(x)>， s(x) R∃ ∈ n使得f(x)=h(x) 

( )s x⋅ 。如果s(x)是Rn中可逆元，则h(x)=s(x)−1f(x)，M＝

<f(x)>。否则，由于Rn是具有单位元的有限可换环，s(x) 

M，s(x)=ft∈ 1+gt2，t1,t2∈ Rn，sh=ft1h+gt2h，f= ft1h+gt2h，

f(1−t1h)=gt2h。又 1−t1h∉M=<h>，故 1−t1h是Rn中可逆元，

从而f=(1−t1h)−1gt2h∈ <g>，从而M=<g>。 

命题 2  设n=2e，则Rn不是主理想环。 

证明  假设Rn是主理想环，则<u,x−1>=<u> 或者 

<x−1>。又x−1 与u互相不整除，从而<u,x−1> <u>，

<u,x−1> <x−1>。命题由引理 5 获证。 

≠
≠

定理１  设n=2e且C是Rn的一个非零理想，则C共有 3

种可能情形： 

(1) 若C中不含首一多项式，则C＝<u(x+1)m>，非负

整数m由C唯一确定。 

(2) 若C中次数最低的多项式中含有首一多项式，比如

g(x)，则C＝<g(x)>且g(x)|xn−1。实际上，上述g(x)是唯一 

确定的，且g(x)可表达成g(x)=(x+1)m+ ， 
1

0

( 1)
m

i
i

i

u c x
−

=
+∑

ci∈ Z2 (0≤i ≤m−1)，其中m是使得u(x+1)m∈ C的最小正整

数。 

(3) 若C中次数最低的多项式中不含有首一多项式，则C

中次数最低的多项式必为u(x+1)m ，其中非负整数m是C中

次数最低的多项式的次数。此时，若C中同时含首一多项式，

设g(x)是C中任一次数最低的首一多项式(并不唯一)，则C＝

<g,uf>，且C不是主理想。设degg(x)=s，则g(x)可 

取为(x+1)s+ ，其中c
1

0

( 1)
m

i
i

i

u c x
−

=
+∑ i∈ Z2 (0≤i ≤m−1)皆被 

唯一确定。 

证明 

(1)若C中不含首一多项式，则C中也不含首项系数是

1+u的多项式。设f(x)是C中任一多项式，则f(x)可表为

f(x)=f1(x)+uf2(x)，其中f1(x)，f2(x)∈ Z2[x]。由于f 2(x)= (x) 

C，故必然f

2
1f

∈ 1(x)=0，从而f(x)=uf2(x)，f2(x) Z∈ 2[x]。设us(x)

是C中次数最低的多项式，其中s(x)∈ Z2[x]，记degs=m。设

ug(x)是C中任一多项式，其中g(x)∈ Z2[x]。在Z2[x]中使用带

余除法，设g(x)=q(x)s(x)+r(x)，其中degr <degs或r(x)=0。

则ug(x)=uq(x)s(x)+ur(x)，从而ur(x) C。由于us(x)是C中

次数最低的多项式，故r(x)=0，从而ug(x)∈ <us(x)>，从而

C = < u s ( x ) > 。 另 一 方 面 ， 设 

∈

s(x)= (x+1)
0

m

i
i

a
=
∑ i，ai∈ Z2，am=1。若存在i：0≤i ≤m−1， 

使得a i ≠ 0，设其中最小的i是k，则s(x)= (x+1)
m

i
i k

a
=
∑ i= 

(x+1)k
i

i k

a
=
∑ (x+1)i−k=(x+1)k

1

1 ( 1)i k
i

i k

a x −

= +
+ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。由于 

1+ (x+1)
1

m

i
i k

a
= +
∑ i−k ∉ <x+1>,而<x+1>是Z2[x]/<xn−1>的 

唯一极大理想，故它不是Z2[x]/<xn−1>的零因子，而是

Z2[x]/<xn−1> 中 的 可 逆 元 ， 从 而 u(x+1)k ∈ C 。 这 与

degus(x)=m矛盾，故s(x)=(x+1)m，C=<u(x+1)m>。 

(2)因为g(x)是首一多项式，在R[x]中由带余除法，存在

唯一的k(x)和t(x)使得xn−1=k(x)g(x)+t(x)，其中t(x)=0，或

者degt<degg，又g(x)是C中次数最低的多项式，而xn−1 又可

视为Rn 中理想C中零码字，故 t(x)=0，从而在R[x]中

g(x)|xn−1。 ，由于g(x)是首一多项式，从而由R[x]

中 带 余 除 法 ， =p(x)g(x)+q(x) ， 其 中 q(x)=0 或

degq<degg。再根据g(x)是C中次数最低的多项式知q(x)=0，

从而C=<g(x)>且g(x)是唯一确定的。令g(x)=g

( ) Cxγ∀ ∈

( )xγ

1(x)+ug2(x)，

其中g1(x)，g2(x) Z∈ 2[x]。则<g1(x)>是二元循环码，故

g1(x)=(x+1)s，其中 0<s<n。又g(x)是首一多项式，从而可 

令g(x)= (x+1)s+ ，其中c
1

0

( 1)
s

i
i

i

u c x
−

=
+∑ i∈ Z2。设m是最小 

正整数，使得u(x+1)m∈ C。由ug(x)=u(x+1)s
s ∈ C知m≤s，

又g(x)是C中次数最低的多项式，故s ≤m，从而m=s且 

g(x)=(x+1)m+ 。 
1

0

( 1)
m

i
i

i

u c x
−

=
+∑
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(3)设 f1+uf是C中一个次数最低的多项式，其中 f1，

f∈ Z2[x]，由题设知degf1<degf或f1=0。由于uf1∈ C，故必然

f1=0。由题设，设degg=s，则deguf<degg。类似于(1)中的

证法，必有f=(x+1)m。记集合M={Q(x)|Q(x)∈ C且degQ<s}，

则M ，且易知M中多项式首项系数均为u，则M中任一多

项式可被uf整除。否则，假设w(x)是M中次数最低的不能被

uf 整 除 的 多 项 式 ， 记 degw=k ， 再 记

T(x)=w(x)−uf(x) x

φ≠

i degw−degf，则T(x) C，从而若T(x)≠0，

则T(x)∈ M。又degT<degw，故T(x)必然可被uf整除，从而

w(x)必然可被uf整除，矛盾。故M中任一多项式均可被uf整

除。∀ c(x)∈ C，由带余除法，c(x)=p(x)g(x)+r(x)，其中r(x)=0

或degr<degg=s。由于r(x)∈ C，若degr<s，则r(x) M，存

在 (x)∈ Z

∈

∈

η 4[x]，使得r(x)=uf(x) (x)。若r(x)=0，取 η (x)=0

即 可 。 总 之 ， 恒 有 r(x)= uf(x) (x) ， 故

c(x)=p(x)g(x)+uf(x) (x)，故C=<g(x),uf(x)>。显然g和

uf互相不整除，由引理 5 此时C不是主理想。类似于(2) 

i η
i η

i η

中的证法， 必有 ，从而 
1

0

( ) ( 1) ( 1)
s

s i
i

i

g x x u c x
−

=
= + + +∑

C=< ，u(x+1)
1s

i
−

1m−

1m−

0

( 1) ( 1)s
i

i

x u c x
=

+ + +∑ m>，易知C=< (x+1)s  

+u ，u(x+1)
0

( 1)ii
i

c x
=

+∑ m>。显然m<s，且取g(x)=(x+1)s  

+u 时，g(x)是唯一确定的。          证毕 
0

( 1)ii
i

c x
=

+∑
下面我们给出R上长为 2e的循环码的李距离的一个上界

估计公式。 

定理 2  设C是R上长为n=2e的循环码，其李距离计 

为dL，则
1

2
Ld⎢ ⎥−

⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ ≤m。其中m如定理 1 中所述，即m是使 

得u(x+1)m∈ C的最小整数。 

证明  如定理 1 所述，C 分 3 种情形： 

(1)C=<u(x+1)m >；  

(2)C=<(x+1)m+  >； 
1

0

( 1)
m

i
i

i

u c x
−

=
+∑

    (3)C=<(x+1)s +u ，u(x+1)
1

0

( 1)
m

i
i

i

c x
−

=
+∑ m > 

其中m是使得u(x+1)m∈ C的最小整数。无论哪种情形，由挠

码定义知：Tor(C)的维数为n−m，而挠码的维数总等于

rank(C)。总之，无论哪种情形，恒有rank(C)=n−m。由文

献 [ 5 ]，知：R上长为 的线性码C的李距离 dn L 满足 
1

2
Ld⎢ −

⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥ ≤n−rank(C)，从而

1
2

Ld⎢ ⎥−
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ ≤m。         证毕 

当定理 2 中
1

2
Ld⎢ ⎥−

⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

2

2

2

2

2

2

=m 时，通常称 C 是关于秩的极大 

李距离码。这是域上最大距离可分码这一概念的推广。 

3  结束语 

本文证明了n=2e时，Rn不是主理想环，分 3 种情形讨论

了环R[x]/<xn−1>中的非零理想，并给出了R上循环码的可

以唯一确定的生成元的表达形式，同时给出了R上长为 2e循

环码的李距离的一个上界估计。这些结果对R上循环码进行

更深入的研究是有帮助的。比如R上长为 2e循环码的计数及

其对偶码的研究以及R上长为 2e循环码的距离分布，等等。 
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