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IPO 结合 FMM，RPFMM，FaFFA 方法快速计算电大腔体的 RCS 

罗  威    高正平   

(电子科技大学微电子与固体电子学院  成都  610054) 

摘  要  迭代物理光学法结合快速多极子(IPO+FMM)方法，可以快速计算电大腔体的电磁散射特性。传统的快速

多极子(FMM)方法需要计算两组的转移因子以及转移过程的全部角谱分量，计算开销是非常大的。随着组间距离

的增大，转移过程可以用射线多极子(RPFMM)简化计算，为了充分利用射线多极子方法中参与计算的有效角谱分

量随着组间距离增大而变少的特性，采用一种随着组间距离增大自适应调整参与计算的角谱分量的锥形区域的射

线多极子方法(RPFMM)，当两组距离足够大而位于远场时，用远场近似方法(FaFFA)进一步简化计算。结果表明该

方法能在保持计算精度的同时并能较 IPO+FMM 方法进一步减少计算资源占用、提高计算速度。 
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Abstract  IPO+FMM method can rapidly solve the scattering of three-dimensional cavity. In the conventional Fast 

Multipole Method (FMM), at all directions of translation between two groups should be computed, it is expensive. The 

Ray-Propagation Fast Multipole Method (RPFMM) is applied to simplify the translation when two groups are well 

separated. In fact, the amount of translators to be calculated should be decrease with the increase of distance between two 

groups, to take full advantage of the characteristics; a self-adaptive ray-propagation fast multipole algorithm which can 

modulate the bound of cone zone of RPFMM is adopted. When the distance between two groups is enough large, Fast 

Far-Field Approximation (FaFFA) is used to further simplify the translation. The numerical results show this method is 

accurate enough and can improve efficient computing speed than IPO+FMM。 
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1  引言 

飞行器进气道的凹腔结构使入射波在腔体内多次反射

形成飞行器头部的强散射源，因此进气道电磁散射特性的研

究是这类飞行器隐身技术的重要研究课题。Basteiro等人提出

的迭代物理光学法(IPO)能够有效地对结构复杂的电大腔体

电磁散射特性进行分析[1]。因为IPO考虑了腔体内的多次反

射，它比一般的基于射线的方法具有更高的精度，而且IPO

是基于高频物理光学近似，面元剖分密度小，它又比纯粹的

数值计算方法有更高的计算效率[2-4]。在IPO迭代过程中应用

快速多极子(FMM)的思想减少辐射源，能够极大地提高了计

算效率。 

在三维 FMM 方法中，转移过程需要计算 个转移因

子的角谱分量，

22L
L 为多极子模式数。在计算电大腔体时，大
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的 L 值使得转移因子本身的计算、转移过程都要耗费大量的

计算时间。射线多极子方法是快速多极子方法的射线传播近

似，在两组的转移因子 '
ˆ( , )mm mmα k r ' 中，可以验证沿着组中

心连线方向上及其附近的角谱分量贡献最大，而远离该传播

方向的角谱分量贡献很小，在不影响计算精度的情况下可以

被忽略，基于物理光学近似的 IPO 方法显然具有引入

RPFMM 的先天条件。 

FaFFA 是 RPFMM 在更远距离的进一步简化，即此时只

认为两组中心连线方向的角谱分量起作用，在文献[5]中快速

远场近似(FaFFA)被用来解决三维问题，而在文献[2]中也用

到 FaFFA 来加速 IPO 中的迭代过程。快速远场近似可以极大

地简化计算，但是 FMM 中很多组难以满足远场条件，单独

采用 FaFFA 计算效率并不高。因此如图 1 所示，根据组间距

离不同结合 RPFMM、FaFFA 方法可以在保持计算精度的情

况下极大地提高计算效率，节约计算资源。 
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图 1  几种方法适用的区域 

Fig.1 The regions for several methods 

2  理论分析 

2.1  IPO+FMM 方法 

IPO 方法是在物理光学电流的基础上考虑多次反射，通

过迭代求解磁场积分方程来求解任意形状腔体内壁电流的

一种迭代方法，它用光学电流与修正电流叠加来逼近目标表

面的真实电流。 

0 1 0ˆ( ) ( ) 2 ( ) ( )d
c

N c c N c c c c
S

G− ′= + ×− × ∇ −∫J r J r n J r r r S'′    (1) 

公式中的 。 −∫ 表示主值积分

在应用 IPO 方法计算腔体散射问题时，在每一次迭代过

程，每个子散射体都要向其它子散射体辐射，所以 IPO 方法

每一步迭代的计算复杂度为 。在此应用 FMM 的思想，

将腔体内壁的子散射体进行分组，对于一目标组，近邻组和

组内子散射体的作用直接采用迭代物理光学法计算，而远区

组的作用则采用聚合-转移-解聚方法进行计算，从而大大降

低了辐射电流源的数量，减少了计算次数。 

2( )O N

经过推导可以得到远区组的作用 Far_groupH ： 
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因此对 IPO 中的迭代公式改写为： 

'

( )
0 1

Near_group

2
0

Far_group

ˆ( ) 2 ( )

ˆ ˆˆ( )d 2 d ( )

ˆ ˆ( , ) ( ) (6)

c
m

m'

i
c N cS

m' i G

'
c c c nj

mm' mm' m' i
m' i G

r '

G ' S V

Vα

−
∈ ∈

∈ ∈

= + × −

× ∇ − + ×

⋅

∑ ∑ ∫

∫
∑ ∑

J n J r

r r n k k

k r k

( ) ( )
0 1 0ˆ( ) 2 ( ) ( )d

c

i i '
N c N c c c cS

r ' G ' S−= + × − × ∇ −∫J J n J r r r

 

     
下面对远区组根据组间距离不同分别采用 RPFMM，

FaFFA 方法，进一步降低计算复杂度。 
2.2  RPFMM 方法 

观察式(5)可以发现转移因子是对一个无穷求和级数的

截断，为了更好地突出两组中心连线方向附近贡献大的分 

量[6,7]，这里在求转移因子的无穷级数时乘以一个从1至0，以

余弦规律平滑递减的窗函数[6]。 

(2)
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可以验证这种处理不会影响计算精度[6]。 
从图 2 可以看出，加窗后的转移因子分量随着角谱分量

远离两组连线方向而迅速减少，在保持足够的计算精度情

况下，可以舍弃小的角谱分量。这样实际参与计算的有效角

谱分量范围构成一个圆锥区域，如图 3 所示。其中张角

k̂

fθ 用

来确定参加计算的角谱分量范围。 

 
图 2  加窗转移因子与未加窗    图 3  RPFMM 中参与计算的 

转移因子的对比          角谱分量构成的圆锥区域 
Fig.2 The comparison between   Fig.3 The cone region in RPFMM 
the translators with and without      formed by the  used k̂

window function                 in calculation 

如图 4 所示，随着组间距离的增大，参与计算的角谱分

量圆锥区域可以逐渐取小，从而更有效的减少计算时间。在

组间距离位于 FMM 和 RPFMM 区域时，参与计算的角谱分

量构成的圆锥区域的张角 fθ 可以由式(9)求出。 
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如图 4 所示， 是 RPFMM 适用区域的的组间最大距离。

这样根据不同的组间距离决定参与计算的有效的角谱分量

范围

RPFMMr

fθ 的具体值，如图 4 的曲线所示，公式(9)保证了参与

计算的有效圆锥区域( fθ )随着组间距离 增大而自适应

地以余弦规律减少，从而在保证计算精度的前提下进一步减

少了计算时间。 

mm'r

 
图 4  加窗转移因子随组间距离的变化 D=2λ 

Fig.4 The comparison of translator with window function when 
 2 , 5 , 25mm'r D D= D
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2.3  FaFFA 方法 而转移过程计算量为FMM的 ，/180cθ cθ 为有效锥形区域 fθ  
文献 [4]中提出了一种远场处理方法，这里为了与

RPFMM 相统一，还是采用文献[6, 8]的远场处理方法。远场

公式为 

的平均张角。 

4  数值结果与讨论 

为了验证 IPO+FMM+RPFMM+FaFFA 方法的正确性以

及在计算速度及内存占用等方面与 IPO+FMM 方法进行比

较，编制了相应的计算程序，分别采用 IPO+FMM，

IPO+FMM+RPFMM+FaFFA 方法计算以下几种不同尺寸的

圆柱腔体的 RCS。本文所有计算结果都是在 P4 2.4G 兼容机

上完成的，操作系统为 Windows2000，开发环境为 Vc++ 6.0。 

2 far
Far_group 0 0

ˆ ˆ ˆd ( ) (mj mm' m' iV Vα= )∑ ∑∫H k k k       (10) 

其中 
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0̂k 表示两组中心连线(从源点所在组到场点所在组)的单位矢

量。 
在文献[8]中推导了远场组的判断法则： 

图 5 中的腔体柱面采用四边形面元，为了更好的拟合边

界，腔体底面采用三角形面元。 
             

2
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 如图 5、图 6 以及表 1、表 2 所示，尽管 FaFFA 有更高

的计算效率，但是如果远场距离取得过小将带来较大的误

差，一般远场判断公式中的系数取 2.5γ = 时可以得到较为满

意的精度，而 3r = 则可以获得较高的精度了。 

其中 为结构化分组的对角线长度。严格的远场条件式(12b)

是难以满足的，而较弱的远场条件式(12a)又会带来较大误

差，应用到腔体计算，这里折中取远场条件为 

D

3 , 1mm'r Dγ γ≥ ≥                 (13) 

一般情况下， 2.5γ = 可以获得较好的精度，实际中如果

需要更高的精度，γ 可以取得更大，在后面给出了对不同 γ

值的计算结果比较。这样在远区组按照组间距离不同结合

FMM，RPFMM，FaFFA 对式(6)改写，可以得到总的计算公

式： 

( ) ( )
0 1 0

( )
0 1

IPO _

2
0

2

FMM _

RPF

ˆ( ) 2 ( ) ( )d

ˆ( ) 2 ( )

ˆ ˆˆ( )d 2 d ( )

ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , ) ( ) 2 d ( )

ˆ( , )

c

c
m'

m'

i i '
N c N c c c cS

i
c N cS

m' Z i G

'
c c c nj

mm' mm' m' i nj
m' Z i G

mm' mm'
m'

' G ' S

'

G ' S V

V Vα

α

−

−
∈ ∈

∈ ∈

∈

= + ×− × ∇ −

= + × −

× ∇ − + ×

⋅ + ×

⋅

∫
∑ ∑ ∫

∫
∑ ∑ ∫

J J r n J r r r

J r n J r

r r n k k

k r k n k k

k r 2
0

MM _

far
0

FaFFA _

ˆ ˆˆ( ) 2 d ( )

ˆ( ) (14)
m'

m'

m' i nj
Z i G

mm' m' i
m' Z i G

V V

Vα

∈

∈ ∈

+ ×

⋅

∑ ∑ ∫

∑ ∑

k n k k

k

 
图 5  计算 6 波长×10 波长的金属圆柱腔体的 RCS (分块密度为 9 片

/每平方波长, L=30cm，D=18cm，频率=10GHz，面元个数 2196) 
Fig.5 RCS patterns of 6-by-10 wavelength cylindrical cavity 

 9 facets per square wavelength, L=30cm,  

ˆ

)

)

 
D=18cm, frequency 10GHz, 2196 facets 

 

3  复杂度分析 

FMM的计算复杂度为 1.5(O N [9,10]，快速远场近似

(FaFFA)只需要计算两组中心连线方向的角谱分量，因此它

将FMM迭代过程的 3 个三重循环简化为 3 个两重循环，即聚

集循环(组-子散射体)、转移循环(组-组)和解聚循环(组-子散

射体)，其计算复杂度降为 。引入FaFFA后，位于

远场区域的组不需要计算、存储转移因子，其节约的计算时

间和内存与图 5 的远场FaFFA区域大小有关。 

1.5( /O N k
图 6  计算 7 波长×21 波长的金属圆柱腔体的 RCS (分块密度为 16
片/每平方波长, L=210cm，D=70cm，频率=3GHz，面元个数 10384) 

Fig.6 RCS patterns of 7-by-21 wavelength cylindrical cavity 
16 facets per square wavelength, L=210cm,  射线多极子RPFMM只需要计算有效锥形区域的角谱分

量，与 FMM 相比，其聚集循环和解聚循环计算量是一样的， D=70cm, frequency 3GHz, 10384 facets 
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表 1  6 波长×10 波长圆柱腔体不同计算方法和不同参数的计算时间与内存占用对比 
Tab.1 The comparison in compute-time and memory for the different methods  

with different parameter for 6-by-10 wavelength cylindrical cavity 

计算方法 相关参数 内存(MB)
计算时间 

(迭代一次，s) 
平均误差(dB) 

IPO+FMM / 31 32 / 

IPO+RPFMM+FaFFA 
2γ =  

max 120θ = o  

min 80θ = o  
24 18 2.1 

IPO+RPFMM+FaFFA 
3γ =  

max 120θ = o  

min 80θ = o  
26 21 0.4 

表 2  7 波长×21 波长圆柱腔体不同计算方法和不同参数的计算时间与内存占用对比 
Tab.2 The comparison in compute-time and memory for the different methods  

with different parameter for 7-by-21 wavelength cylindrical cavity 

计算方法 相关参数 内存(MB)
计算时间 

(迭代一次，s) 
平均误差(dB) 

IPO+FMM / 101 221 / 

IPO+RPFMM+FaFFA 
2γ =  

max 100θ = o

min 60θ = o  
88 162 2.2 

IPO+RPFMM+FaFFA 
3γ =  

max 100θ = o  

min 60θ = o  
92 178 0.5 

5  结束语 

利用射线多极子方法中参与计算的有效角谱分量随着

组间距离增大而变少的特性，随着组间距离增大自适应地减

小参与计算的角谱分量，从而在保持合理计算精度的情况下

减少了计算时间。而当两组距离足够大时，用远场近似方法

(FaFFA)进一步简化计算。计算结果表明该混合方法在保持

计算精度的同时较 IPO+FMM 方法进一步减少了计算资源占

用、提高了计算速度。随着腔体尺寸增大，RPFMM 和 FaFFA

计算区域增加，这种方法将具有更明显的优势。 
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