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摘  要  Walsh-Haar 函数系是一种具有良好的全局/局部性质的函数系，与其对应的离散变换是一种正交变换，有

着广阔的应用前景。该文给出了离散 Walsh-Haar 变换及其逆变换的定义，并运用二分技术得到了离散 Walsh-Haar

变换的快速算法。文中的设计思想和方法可用于研究其它序的离散 Walsh-Haar 变换和其它的正交变换的快速算法。 
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Abstract  Walsh-Haar function system is a new kind of function systems that has good global/local property. Discrete 
Walsh-Haar transformation is an orthogonal transformation that can be widely used in signal processing. In this paper, a 
new type of transformation,discrete Walsh-Haar transformation, is proposed, and the fast algorithm of discrete Walsh-Haar 
transformation is studied based on the dichotomous technique. The idea and method used to design the fast algorithm in 
this paper can be used to study the fast algorithms of other order discrete Walsh-Haar transformations and other discrete 
orthogonal transformations. 
Key words  Walsh-Haar matrix, Discrete Walsh-Haar transformation，Dichotomous technique, Fast algorithm

1  引言 

Haar函数系是荷兰数学家Haar于 1910 年提出的一组完

备的正交函数系[1]，Walsh函数系[1, 2]是美国数学家Walsh于

1923 年提出的，我们一般称之为Walsh序的Walsh函数系(若

不特别声明，下文的序均为Walsh序)。Walsh函数系全由全局

函数组成(在单位区间 上非零)，而Haar函数系只包括两

个全局函数，其余全为局部函数(在单位区间 [0 的部分上

非零)。这种全局／局部结构应用于图像处理的边缘检测、轮

廓提取以及图像编码等方面是非常有用的。因此，研究Walsh

函数系与Haar函数系这两种情况之间的其它全局／局部函

数系就显得非常重要。 

[0,1)

,1)

在文献［3］中，我们通过压缩、平移的方法构造了一

类具有上述性质的函数系，即 Walsh-Haar 函数系，给出了第

类( )的 Walsh-Haar 函数系 ( , )k l 1, 2, ; 0,1, 2, , 1k l k= =L L −

                                                       

{wh( , )} ( [0,1))j t t ∈ 的一般表达式及前 个 Walsh-Haar
函数系所对应的矩阵 的递归性质。由于该函数系的 

1mKR +

1mKR +WH

生成核函数来源于 Walsh 序的 Walsh 函数系，所以我们也称
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它为 Walsh 序的 Walsh-Haar 函数系(若不特别声明，下面的

序也指 Walsh 序)。在文献［4］中，我们还证明了 Walsh-Haar

函数系与 Walsh 函数系及 Haar 函数系一样具有完备性和正

交性。在文献［5］中，我们研究了一类简单的离散 Walsh-Haar

变换即 Ter 变换的快速算法。 

本文将给出一般的第 类 (  ( , )k l 1, 2, ; 0,1, 2,k l= =L

, k −L )的离散 Walsh-Haar 变换(简称离散 Walsh-Haar 变

换，记为 DW-HT)的定义，并运用文献［6, 7］中提出的二分

技术来研究该变换的快速算法。 

2   离散 Walsh-Haar 变换及其逆变换 

下文中如不特别声明，均设 ；1, 2,k = L 0,1, 2, ,l = L  
1k − ; r k l= − ； 2kK = ； ； ；2lL = 2 /rR K= = L

D K L= − ；m = 0, 1, 2, …。 
定义 1  设［x(u)］为一串长度为 的数据，则

DW-HT 定义为 

1mKR +

1
T T[ ( )] [WH ( , )][ ( )]mKR

X v v u x u+=  

逆 DW-HT(IDW-HT)定义为 

1
T 1[ ( )] [WH ( , )] [ ( )]mKR

Tx u v u+
−= X v

1

 

其中 1, 0,1, 2, , mu v KR += −L 。 
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引理 1  阶的Walsh-Haar矩阵 具有下列

性质

1mKR +
1mKR +WH

[3]： 

1 1
T( )m mKR KR KR+ +⋅ = PWH WH 1m+

1 1Diag{ , , , , , },m m m
m m m

K RDKR R D R D R D
KR KR KR KR K+ +

+ −=P I I I I IL

 

其中 

1 2 1

IK为K阶单位矩阵。 
在引理 1 中， 为对角矩阵，其逆矩阵为 1mKR +P

1 2

1

1
1 1

1 1 1( ) Diag , , ,

1 1,

m

m m

K RDm m mKR R D

R D R D

KR KR KR

KR K

+

+

−
+ −

⎧= ⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

P I I

I I

L,I

1m+

 

由此知 

( )1 1

T1 1( ) ( )m mKR KR KR+ +
− −= ⋅PWH WH  

3  .离散 Walsh-Haar 变换的快速算法 

定义 2  设 矩阵 ，则称矩阵 [ (m n× [ ( , )]a i j=A a m −  

1, )]i j+ 为 A 的列镜像对称矩阵，记为 A 。 
引理 2  Walsh矩阵具有如下递归性质[5, 6]： 

/ 2

/ 2

[1 1]

[1 1]

K
K

K

⊗⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⊗ −⎢ ⎥⎣ ⎦

W
W

W
 

其中⊗为 Kronecker 积运算符。 
引理 3  Walsh-Haar矩阵具有如下递归性质[3]： 

1
1

1

\

[1]m

m
m

RKR
KR

K LR
+

+

×⊗⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎣ ⎦I W

WH
WH  

其中 \K LW 表示将 K 阶 Walsh 矩阵的前 L 行划去后剩下的 
D K× 子矩阵。 

引理 4  设［x(u)］为一串输入数据，［X(v)］为［x(u)］

经离散Walsh变换 (简记为DWT)处理后的输出数据，

，即1, 0,1, 2, , mu v KR += −L 1 T T[ ( )] [ ( , )][ ( )]KX v W v u x u= , 则

有[5]

T T[ ( , )][ ( )] [ ( 1 )]KW v u x u X K v= − −  
图 1 是 8 点的 DWT 的快速算法的计算流程图。 

 
图 1  快速 Walsh 变换的计算流程图(K = 8) 

Fig. 1  Flow chart of fast Walsh transformation 
定理  Walsh-Haar 矩阵具有如下性质： 

(1) 当 r = 1，即 R = 2 时， 

1

1 / 2

[1 1]

( ) [1

m

m

m

KR

KR
KR

+

+

⊗⎡
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦I W

WH
WH

1]

⎤
 

(2) 当 r ≥ 2，即 R ≥ 4 时， 
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1

1 ( / 2)

1 ( / 2)\

/ 2

[1]
[1 1]

( ) [1

m

mm mKR

m

RKR

K LRKR

KR

+
+ +

+

×

−

1]

⎡ ⎤⊗⎡ ⎤
⎢ ⊗ ⎥⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦

I WQ

I W

WH

WH  

其中 1mKR +Q 的作用是使矩阵 1 \m K LR + ⊗I W 中每一子块 (共
1mR + 个子块)的前 / 2K L− 行依次放到该矩阵的前部，余行放

到该矩阵的后部。 
证明  (1) 当 r = 1，即 R = 2 时， 

1
1

1

1

1
3

\

/ 2

/ 2

[1]

[1 1]

[1 1]

[1 1]

( ) [1

m

m
m

m

m

m

m

RKR
KR

K LR

KR

KR

KR

KR

+

+

+

+

×⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

⊗

1]

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦

⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦

WH
WH

WH

WH

引理

引理2

（ ）

I W

I W

I W

 

(2) 当 r ≥ 2，即 R ≥ 4 时， 

1
1

1

13

\

1 ( / 2)

( / 2)\

/ 2

[1]

([1] [1 1])

[1 1]

[1 1]

m

m
m

m

m

RKR
KR

K LR

RKR

K L

R
K

+

+

+

×

×

⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎣ ⎦
⊗ ⊗⎡ ⎤

⎢ ⎥
⊗⎡ ⎤⎢ ⎥

⊗ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⊗ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

=

=

WH
WH

WH
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引理2

I W

W
I
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1
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1

1 ( / 2)

1 ( / 2)\

/ 2

1 ( / 2)

1 ( / 2)\

/ 2

([1] [1 1])

( [1 1]

( [1 1])

[1]
[1 1]

( ) [1

m

mm

m

m

mm

m

RKR

K LRKR

KR

RKR

K LRKR

KR

+
+

+

+
+

+

×

−

×

−

⊗ ⊗

)

1]

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⊗ ⊗⎡ ⎤⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⊗⎡ ⎤
⎢ ⊗ ⎥⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦

I WQ

I W

I WQ

I W

WH
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证毕 

有了上面的结论，我们来讨论 DW-HT 的快速算法问题。 

情形 1  r = 1, 即 R = 2 时的快速算法。 

根据定理中(1)可知，对输入数据项 { ( )}x u 进行奇偶二

分，然后按对半二分输出： 
(1) (0) (0)( ) (2 ) (2 1)X v X v X v

R
⎫= + + ⎪

(1) (0) (0)

(0) 1

0,1, 2, , 1
( ) (2 ) (2 1)

( ) ( ), 0,1, 2, , 1

m
m

m

v K
X KR v X v X v

X u x u u KR +

= −⎬
+ = − + ⎪⎭

= = −

L

L

 

则原来的一个 1mKR + 点的 DW-HT 问题变为一个 点的

DW-HT 问题及

mKR
1 (1 1)mR + − − 即 1mR + 组 点的 DWT 问题(见 / 2K

引理 4，快速算法这里不予考虑，下同)。  

然后再对此 点的DW-HT问题进行同样的奇偶二分

处理，结果按对半二分输出， 

mKR

(2) (1) (1)( ) (2 ) (2 1)X v X v X v ⎫= + +
(2) 1 (1) (1)

1

( ) (2 ) (2 1)

0,1, 2, , 1

m

m

X KR v X v X v

v KR

−

−

⎪
⎬

+ = − + ⎪⎭
= −L
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便将它变成一个 点的 DW-HT 问题及1mKR − 1 (2 1)mR + − − 即 mR

组 点的 DWT 问题。 / 2K

重复上述步骤，继续二分， 
( ) ( 1) ( 1)( ) (2 ) (2 1)

)

i i iX v X v X v

m

− − ⎫= + +
( ) 1 ( 1) ( 1)

1

( ) (2 ) (2 1

0,1, 2, , 1; 1, 2, , 1

i m i i i

m i

X KR v X v X v

v KR i

+ − − −

+ −

⎪
⎬

+ = − + ⎪⎭
= − =L L +

 

最后，问题变成一个 K 点的 DW-HT 问题(即 K 点的 DWT 问

题)及 1 (( 1) 1)m mR + − + − 即 R 组 点的 DWT 问题。 / 2K

情形 2  r ≥ 2，即 R ≥ 4 时的快速算法。 

根据定理中(2)有 

11 1

1

1 ( / 2)

1 ( / 2)\

/ 2

[1]
[1 1]

( ) [1

m

mm m

m

RKR

K LRKR KR

KR

+
+ +

+

×

−

⎡ ⊗⎡ ⎤
⎢⎢ ⎥

⊗⎢

1]

⎤
⊗ ⎥

⎢ ⎥= ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣ ⎦

I WQ

I W

WH

WH ⎥  

同理，有 

1

2

1 21

2
1

1 ( / 2)

( / 2)\

1 ( / 2 )

1
( / 2 )\/ 2

/ 2

[1]

[1]
[1 1]

( ) [1

m

m

m

mm

m

RKR

K LR

KR R

R K LKR

KR

+

+
+

+

×

×

−

⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⊗

⊗⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎢
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣

I W

I WQ

I W

M

WH

WH

1]
⎥

⎦

2

1 2

1

1 11 2

1
1

1 ( / 2 )

( / 2 )\

1 ( / 2 )

1
( / 2 )\/ 2

/ 2

[1]

[1]
[1 1]

( ) [1

m r

m r

m r

m rm r

r
m

KR R

R K L

KR R

R K LKR

KR

−

+ −

−

+ −
+ −

−
+

×

×

−

⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥

⊗⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⊗

⊗⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎢
⎢ ⎥⊗ ⊗ −⎣

I W

I WQ

I W

WH

WH

1]

⎤

⎥

⎦
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/ 2

2

[1]
[1 1]

( ) [1

m

mm r

m

KR

L LRKR
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+
+ −

+

×

−

⎡ ⊗⎡ ⎤
⎢ ⊗⎢ ⎥

⊗⎢⎢ ⎥= ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⊗ ⊗ −⎣ ⎦
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1

1
/ 2

2

[1 1]
[1 1]

( ) [1 1]

( ) [1 1]

m

mm r

m

KR

LRKR

LR

++ −

+

−

⎡ ⎤⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⊗
⎢ ⎥⎢ ⎥⊗ ⊗ −= ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥

⊗ ⊗ −⎢ ⎥⎣ ⎦

I WQ

I W

WH

 

从而，得到 DW-HT 的快速算法如下： 

第 1 步  (1)对输入数据项进行奇偶二分，结果按对半二

分输出： 
(1, 1) (1, 0) (1, 0)

(1, 1) 1 (1, 0) (1, 0)

1

(1, 0) 1

( ) (2 ) (2 1)

( / 2 ) (2 ) (2 1)

0, 1, 2, , / 2 1

( ) ( ), 0,1, 2, , 1

m

m

m

X v X v X v

X KR v X v X v

v KR

X u x u u KR

+

+

+

⎫= + + ⎪
⎬

+ = − + ⎪⎭
= −

= = −

L

L

 

则原来的一个 点的 DW-HT 变换问题(经过矩阵1mKR +
1mKR +Q

作用后)变为一个 的 DW-HT 问题1 / 2mKR + 1mR + 组 点的

DWT 问题。  

/ 2K

(2)对此KR m+1/2 的DW-HT问题进行同样的奇偶二分处

理，结果按对半二分输出， 
(1, 2) (1, 1) (1, 1)( ) (2 ) (2 1)X v X v X v ⎫= + +
(1, 2) 1 2 (1, 1) (1, 1)

1 2

( / 2 ) (2 ) (2 1)

0,1, 2, , / 2 1

m

m

X KR v X v X v

v KR

+

+

⎪
⎬

+ = − + ⎪⎭
= −L

 

便将此变换问题 (经过矩阵 作用后 )变成一个

的 DW-HT 问题及

1 / 2mKR +Q
1 2/ 2mKR + 1mR + 组 点的 DWT 问题。  2/ 2K

(3)如此进行奇偶二分 1r − 次，结果仍按对半二分输出： 
(1, ) (1, 1) (1, 1)( ) (2 ) (2 1)t t tX v X v X v− − ⎫= + + ⎪

−

1 1/ 2m rKR

(1, ) 1 (1, 1) (1, 1)

1

( / 2 ) (2 ) (2 1)

0,1, 2, , / 2 1; 1, 2, , 1

t m t t t

m t

X KR v X v X v

v KR t r

+ − −

+

⎬
+ = − + ⎪⎭

= − =L L

 

便将离散变换问题(经过矩阵 作用后)变成为一个1 1/ 2m tKR + −Q
+ − 点的 DW-HT 问题及 1mR + 组 点的

DWT 问题。  

1/ 2 ( 2 )rK L− =

(4) 最后再进行奇偶二分一次，结果仍按对半二分输出： 
(1, ) (1, 1) (1, 1)( ) (2 ) (2 1)r r rX v X v X v− − ⎫= + +
(1, ) 1 (1, 1) (1, 1)

1

( / 2 ) (2 ) (2 1)

0,1, 2, , / 2 1

r m r r r

m r

X KR v X v X v

v KR

+ − −

+

⎪
⎬

+ = − + ⎪⎭
= −L

 

则此 1 / 2m rKR 1+ − 点的离散变换问题(这时不需要将变换矩阵

的行进行调整)变为一个 点的 DW-HT 问题

及

1 / 2 ( )m r mKR KR+ =
1mR + 组 / 2 ( )rK L= 点的 DWT 问题。 

这样，经过 r 步二分后，原来的一个 点的 DW-HT

问题变成了一个 点的 DW-HT 及若干组不同点的 DWT

问题。特别，如果 l = 0, 则 K = R, 从而二分 r 步后，原来的

一个

1mKR +

mKR

1mKR + 点的 DW-HT 问题变成了一个 点的 DW-HT

问题及

mKR
1mDR + 个变换结果。 

注意，在进行奇偶二分之前，我们对变换矩阵的行进行

了调整(缘于矩阵 1 1 / 2
, ,m mKR KR 2r+ + −Q QL 的作用)，因而必须对

输出结果数据( 1mDR + 个)进行调序。调序的顺序为从里到外， 

即用 1 2 1
1

/ 2
, ,m r mKR KR

1
+ −

−Q QL +
−

1r

依次进行作用，这样才能得到正常

的输出结果。 

第 2 步  重复上述步骤，继续二分(每一次含 r 步二分及

− 步调序，Walsh 变换除外): 
( , ) ( , 1) ( , 1)

( , ) 1 ( 1) ( , 1) ( , 1)

1 ( 1)

( ) (2 ) (2 1)

( / 2 ) (2 ) (2

0,1, 2, , / 2 1
1, 2, , 1, 1, 2, ,

s t s t s t

s t m s t s t s t

m s t

X v X v X v

X KR v X v X v

v KR
s m t r

− −

+ − − − −

+ − −
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⎪
⎬
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L
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这样，经过 1m + 步二分后，得到 K 点的 DW-HT(此时化为 K

点的 DWT 问题)。 

按照定义 1，对 1mKR + 个数据进行 DW-HT 需要进行

次乘法运算，但我们在这里提出的快速算法仅需做

约 次乘法运算。特别，当

1 2( mKR + )
1(2 log )mKR K+ + 2R = 时，仅需做

1(1 log )mKR K K+ + − 次乘法运算。 

4   快速算法举例 

下面以 16 点的离散 Her 变换和 16 点的离散 Ter 变换为

例来说明 DW-HT 的快速算法问题。 



第 7 期                           卢  力等：离散 Walsh-Haar 变换的快速算法                                  1195 

4.1  16 点的离散 Her 变换的快速算法 

由于 Her 矩阵对应于(2, 1)类的 Walsh-Haar 矩阵，因而

离散 Her 变换的快速算法对应于情形 1。计算流程图如图 2

所示。其逆变换的计算流程图如图 3 所示。 

 

图 2  快速 Her 变换的计算流程图(k = 2, N = 16) 
Fig. 2  Flow chart of fast Her transformation 

 

图 3  快速 Her 逆变换的计算流程图(k = 2, N = 16) 
Fig. 3  Flow chart of inverse fast Her transformation 

4.2  16 点的离散 Ter 变换的快速算法 

由于 Ter 矩阵对应于(2, 0)类的 Walsh-Haar 矩阵，因而离

散 Ter 变换的快速算法对应于情形 2。计算流程图如图 4 所

示。其逆变换的计算流程图如图 5 所示。 

 
图 4 快速 Ter 变换的计算流程图(k = 2, N = 16) 

Fig. 4  Flow chart of fast Ter transformation 

 

图 5  快速 Ter 逆变换的计算流程图(k = 2, N = 16) 
Fig. 5  Flow chart of inverse fast Ter transformation 

5   结束语 

本文讨论了离散 Walsh-Haar 变换的快速算法。由于采用

了 Walsh 序的 Walsh 变换，故该算法是对应于 Walsh 序的离

散 Walsh-Haar 变换的快速算法，因而本文所提出的算法的设

计思想可以应用于其它 3种序的离散Walsh-Haar变换的快速

算法的设计中。 
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