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基于广义 Gabor 变换的最优 LOFDM 系统的脉冲成形 

简  伟①    沈越泓①   李  毅②

①(解放军理工大学通信工程学院无线通信系  南京  210007) 
②(二炮装备研究院  北京  100085) 

摘  要  LOFDM(Lattice Orthogonal Frequency Division Multiplexing )是时频弥散信道上的一种高速数据传输技术。但当

LOFDM 系统的脉冲成形滤波器不具有最优的时频局域化特性时，必将引入严重的 ISI 和/或 ICI。因此脉冲成形滤波器的设计

是最优 LOFDM 系统设计的重要组成部分。Strohmer 和 Beav(2001,2003)给出了一种 LOFDM 脉冲成形滤波器的设计方法，但

是计算量较大。为此，该文提出了一种广义 Gabor 变换，通过构造广义紧致 Gabor 原子来完成最佳 LOFDM 脉冲成形滤波器

的设计的数值实现。理论分析和仿真试验都证明该方法比 Strohmer 和 Beaver 给出的方法更简单有效。 
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Abstract  Lattice Orthogonal Frequency Division Multiplexing(LOFDM) is a promising technique for high data-rate 

transmission in double(namely time-frequency) dispersive channel. But, as pulse shaping filters of LOFDM system is 

badly-localized, it is certainty that ISI and/or ICI be introduced. Therefore, design of pulse shaping filters is an important 

task for design of optimal LOFDM system. Currently, Strohmer and Beaver(2001, 2003) present an approach to design of 

pulse shaping filters for optimal LOFDM systems, but, it is computatively complex. In this paper, a generalized Gabor 

transform is proposed. Utilizing an approach of attained generalized tight Gabor atoms, the time-frequency well-localized 

pulse shaping filters can be designed for optimal LOFDM system. It is showed through theory analysis and simulative 

experiment that this method is more efficient and simpler than that of Strohmer and Beaver(2001, 2003). 

Key words  LOFDM, Time-Frequency Localization(TFL), Pulse shaping, Generalized Gabor transform, Generalized 

Gabor basic matrix, Generalized tight Gabor atoms   

1  引言 

LOFDM(Lattice Orthogonal Frequency Division Multiple- 

xing)是由Strohmer与Beaver[1]于 2001 年提出的一种适用于时

频弥散信道的高速数据传输技术。在时频弥散的信道上，当

采用相同的脉冲成形滤波器，并且符号间干扰(ISI)与子载波

干扰(ICI)之和相同时，LOFDM系统比OFDM系统有更高的频

谱利用率[1,2]。在一个特定信道上，LOFDM系统的脉冲成形

滤波器具有与信道特征相匹配的时频局域化特性(TFL)时，

LOFDM系统的ISI与ICI之和最小，即得到最优LOFDM系统。

因此最优LOFDM系统脉冲成形滤波器的设计是系统设计的

一个重要任务。 

                                                        
 2004-11-15 收到，2005-03-28 改回 

文献[1,2]给出一种LOFDM脉冲成形滤波器的设计方法，

但是它要计算Gram矩阵 R 的各个元素，并且是复运算，因此

计算量较大，实现复杂。基于OFDM系统与欠采样的Gabor

变换的一致性[2-6]，利用紧致Gabor原子的构造方法可以很简

单地设计出OFDM的发送/接收脉冲。但是，LOFDM系统与

Gabor变换是不一致的。在本文我们对Gabor变换进行推广，

提出广义Gabor变换。并利用广义紧致Gabor原子的构造方法

实现了最优LOFDM脉冲成形滤波器(亦称发送脉冲，如无特

殊说明，下文将使用这个名称)的设计数值实现方法。 

2   LOFDM 系统模型 

为了讨论方便，首先给出一些概念[2,7]： 

(1) 令信号 1
0{ ( )}L L

nx n C−
== ∈x 是一个周期为 L 的信号，
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x( ) ( )j kL x j+ = Z∈ 0,1, , 1j L= −L， k ， 。两个信号的内 即

积：
1
0

, ( ) ( )L
j

x j y j−

=
< >= ∑x y x 1/ 2|| || ,=< >x x x。 的范数： ，

LC

kT
1
0( ( )) [ ( ), ( 1), ,

( 1), (0), (1), , ( 1)], (1)

L
k jT x j k x L k x L k

x L x x x L k k Z

−
== − = − − +

− − − ∈

x L

L

l

表示有限维的 Hilbert 空间； 

(2) 离散时间平移算子 : 

 

它实现了信号的周期旋转。 

(3) 离散调制算子 M  
 1

0( ( ) ) ,lj L
l jM x j l Zω −

== ∈x                  (2) 

其中 2 / , 1j π Le jω = = −

det( )

。 

文中还用到以下符号， • 表示求行列式， ( )Η⋅ 表示

矩阵的共轭转置，∗ 表示矩阵或矢量乘， LI 表示 ×L L 的单位

矩阵。 

LOFDM系统是在多个并行的正交子信道上传输数据符

号，但是数据符号的发送点在时频平面上不构成矩形网格，

而是一般的网格 Λ ， 2RΛ ⊆ 2R，如六边形网格， 表示实 2

维空间。由网格的知识，任何一个网格都可以由生成矩阵表

示，网格密度相等的不同网格可以相互转换[2]。不失一般性，

下面考虑的时频网格 Λ 具有如下形式的生成矩阵 
/ 2

, , 0
0
T T

T F
F

⎡ ⎤
= ≠⎢ ⎥

⎣ ⎦
G

,T F

1/ det( )d = G

                (3) 

分别表示发送点在时间和频率轴上的间隔，网格密度

。在LOFDM系统中称单位时间单位频率

发送的数据符号数为系统的频谱利用率

1/TF=

ρ 。不难看出频谱利

用率等于网格密度，即 1/ det( )dρ = = G

1/ 1TF

。为了信号的完全重

构要求 ρ= > 。下面给出离散形式的LOFDM系统模型

[8,9]。 

设 LOFDM 的频谱利用率为 ρ ，发送脉冲的离散表示式

为 ( ), 0,1, , 1n n Lϕϕ = −L /，令 M L Mϕ= Δ /，N L Nϕ= Δ

,

，其

中 M NΔ Δ 分别代表时间和频率采样间隔，且 M N LϕΔ Δ > ，

M 表示一个发送脉冲覆盖的数据符号数(即包含的时间间隔

数)，它们满足 / /M N N M 1/ ρΔ = Δ = ，同时令 ,M N

0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥G

( , )k l n
2π /

, ( ) ( )

Δ 为偶

数，这时 LOFDM 系统对应的网格生成矩阵为 

/ 2M M
N

Δ Δ
Δ⎣ ⎦

                   (4) 

在 时频点发送的波形在 时刻的表示式，在 l 为偶数时

是
j nl N L

k l n n k M e ϕϕ ϕ Δ= − Δ l
2π /

, ( ) ( ( 1/ 2) )

， 在 为 奇 数 时 是
j nl N L

k l n n k M e ϕϕ ϕ Δ= − + Δ , ,,k l k' l'，并且满足 ϕ ϕ =

' 'k k l l

< >  

δ δ− − || ||， 1ϕ = 。 
n

1

2π 2 /
,2

0
2π (2 1) /

( ) ( )

( ( )

( ( 1/ 2) ) ) (5)

N

L k l k l
k l

N
j n l N L

k l
k l

j n l N L

s n c n

c n k M e

c n k M e

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∞ −

=−∞ =

∞ −
Δ

=−∞ =

+ Δ

=

= − Δ

+ − + Δ

∑ ∑

∑ ∑

n

( )r n

时刻的发送信号: 

, ,
0
/ 2 1

,2 1k l ϕ+

 

经过信道 H 后， 时刻接收信号: 
( )( ) ( )L LHs n nε= +                   (6) 

式中 ( )nε 是表示由信道接收机等引入的加性噪声。 

发送数据 可以由计算接收信号和脉冲,k lc ,k lϕ 的内积恢

复出来[1,2]，即 , ,,k l L k lc r= ϕ<%

, ,

', ' , ,

, ,

, , ,

, ,

)

k l

k l L k l L k l k l

k k l k l k l
k' l'

k l k l

c r Hs

c H

c H J

ϕ ϕ ε ϕ

ϕ ϕ ε ϕ
′ ′

=< > =< > + < >

= < > + <

= +

∑
%

,
, ,

,l k l
k l k l

J c ε ϕ
′ ′≠

> 。把式(6)代入内积公式得到恢

复数据 (亦称解调输出信号)为 ,k lc%

,

, ,

,

(7

>  

, , , ,,
k lk k l k l kH ϕ ϕ

′ ′ ′ ′ ′ ′= <∑ > + < >         (8) 

其中 是第 k 个 OFDM 符号的第 个子信道的频率响应，l,k lH

J 是 ISI，ICI 和噪声的总和。 

在 理 想 的 信 道 条 件 下 ， 且 没 有 加 性 噪 声 ， 即

,( ) 0, 1,k lt Hε = = ,k l Z∈ 时，J ，即可以由式(7)准确恢复

发送的数据。 

0=

由于无线信道在时间和/或频率上的弥散总是不可避免

的，为使式(8)最小，那么发送脉冲就要具有最好的时频局域

化特性(TFL)。由信号的不确定性原理[8,9]知，高斯脉冲有最

好的TFL，但是它经过时频平移后得到的发送脉冲集不是相

互正交的。由文献[1，2，10]及其参考文献中的结果可知，

由高斯脉冲通过正交化过程得到一个脉冲，它在保持高斯脉

冲的最好的时频局域化性能的同时，由其构造的发送脉冲集

是正交的。受其启示，下面给出基于广义离散Gabor变换的

正交化过程。从而构造出最优LOFDM系统的发送脉冲集，

即实现最优LOFDM系统的脉冲成形。 

3  广义的离散 Gabor 变换 

下面首先给出广义离散 Gabor 变换的定义及一些性质，

然后给出各种情况下广义紧致 Gabor 原子的构造方法，即最

优 LOFDM 发送脉冲的设计方法。 

时间连续信号 ( )x t 的 Gabor 变换为 

x , ,( ) ( )m n m n
m n

    t a h t= ∑∑

) )exp( 2π , 0, 1, 2,m nh t h t mT j nF m n

               (9) 

式中 

, ( ( ),t= − = ± ± L    (10) 
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( 1, 1)G k jS + + 由下式给出 称为 Gabor 基本函数(Gabor elementary function), 为

Gabor 原子(Gabor atom)，a 称为 Gabor 系数。T F 分别为

时间和频率间隔。 

( )h t

,m n ,

( )

般项

( 1, 1)

ˆ 1

( 1/ 2) ( 1/ 2)
0

1

( 1/ 2) ( 1/ 2)
0

ˆ
[ ( ) ( ) ( ) ( )] ,

2
ˆ| |

[ ( ) ( ) ( )
2

| | / 2

G k j

a

na na n a n a
n

a

na na n a n a
n

S

b T g k T g j T g k T g j

k j b

b T g k T g j T g k T g j

k j b b

+ +

−

+ +
=

−

+ +
=

⎧
+⎪

⎪
⎪ −⎪
⎪⎪= −⎨
⎪
⎪ −⎪

∑

∑

能被 整除

能被 整除,而不能被 整除

, 0,1, , 1k j L

ˆˆ
( )],

x定义 1 仿照上面的时间连续信号 t

( )

的 Gabor 变换，给

出时间连续信号 x t

,2 ,2 ,2 1 ,2 1( ) [ ( ) ( / 2)]k l k l k l k l
k l

x t a g t c g t T+ += + −∑∑

2π2
,2

2π(2 1)
,2 1

( ) ( ) ,

( / 2) ( / 2 ) (12)

j lFt
k l

j l Ft
k l

g t g t kT e

g t T g t T kT e +
+

= −

− = − −

( )

的一种变换： 
   (16) 

       (11) 

ˆ ˆ
称为广义 Gabor 变换，式中 

0,⎪
⎪
⎪⎩

其它

 
−L ( )。在 g n G为实数值时，矩阵=其中 S 是实对

称矩阵。 g称为广义Gabor基本函数， t ,k lc

1TF > 1=

( )

为广义Gabor原子， 为广

义Gabor系数。广义Gabor变换是不规则Gabor变换[6]的一种特

例。 

定理 1 的证明可参考文献[6,11]。由定理 1 可知，在计

算矩阵 时，只要计算出 2ba 个元素就可以得到整个矩阵。 GS

ab L< 时的过采样广义离散Gabor变换矩阵易证根据TF 的取值，可以把广义 Gabor 变换分为 3 类：

为欠采样的广义 Gabor 变换，TF 为临界采样的广

义 Gabor 变换， 为过采样的广义 Gabor 变换。可见

LOFDM系统是基本函数相互正交的欠采样广义Gabor变换。 

GS 是

正定的[11]，因此可对其求逆，即可得到 1
G
−S ，同样可以求出

。令1/ 2
G
−S 1

G Gg g1TF <

令离散时间信号 x n ( )和广义 Gabor 原子 g n 一个周期

样本长度均为 L ，a L ，其中 分别代表时间

和频率采样间隔，则离散形式的广义 Gabor 变换可以表示为 

ˆˆ / , /a b L b= = ,a b

ˆˆ 1 / 2 1
2π2 /

,2
0 0

2π(2 1) /
,2 1

ˆˆ 1 / 2 1

,2 2 ,2 1 ( 1/ 2)
0 0

( ) ( )

2)

( ) ( ) (13)

a b
j lbn L

k l
k l

j l bn L
k l

a b

k l lb ka k l l b k a
k l

x n a g n ka e

c g n ka e

a M T g n c M T g n

− −

= =

+
+

− −

+ + +
= =

⎡= −⎣

⎤+ − ⎦

⎡= +⎣

∑ ∑

∑ ∑

ab L< ˆâb L>

, )]a b

H
( 1)

[GA

b b

GS
H[GAB ( , , )] [GAB ( , , )]G G G

(2 1)

( /a−

⎤⎦

 

当 时为过采样的广义离散 Gabor 变换，则 时为

欠采样的广义离散 Gabor 变换。 
定义 2  广义离散 Gabor 基本矩阵 [G 为 AB ( ,G g

H H H H
ˆ( 1) / 2

H H
ˆ(1 1/ 2) ( 1/ 2)

H H
ˆ ˆ/ 2 ( 1)

B ( , , )] ( ,( ) , ,( ) ,( ) ,

( ) ,..., ( ) , ,

( ) , ,( ) ) (14)

G a a a b a

b a b a a

lb ka a a

a b T T M T

M T M T

M T M T

−

+ −

−−

= L

L

L

g g g g g

g g

g g

 

定义 3  广义离散 Gabor 变换矩阵 为 

g a b g a b= ∗S

G

          (15) 
广义离散 Gabor 变换矩阵 S 具有定理 1 所述的特性。 

定理 1  广义离散 Gabor 矩阵 GS 是一个 L L×

G

的矩阵，

并具有如下的带状结构：矩阵 S 的非零项仅位于第 l 条子对

角线上， ˆ ˆ2, ,l b ± ˆ ˆ ˆ0, 3 2, , ( 1) , (2 1) 2b b b b b b= ± ± ± − ± −L

l
ˆ| | / 2

。并

且对上述的第 条子对角线，它是周期为 ，长度为a

L l b− G的向量。此外，广义离散 Gabor 变换矩阵 S 的一 

 

 

−= ∗ S% Gt
−S%， ，它们分别称为广义

对偶Gabor原子和广义紧致Gabor原子。 

1/ 2
Gg g= ∗

Hˆ ˆ*[GAB ( , , )]g G
abg g b a e
N

=% ˆ, ,Gt Gtg *[GAB (G b%% g  易证 ，

Hˆ)] aba e ，e
1

,0, ,0)
ab−

(1=
N

= L123

,a b
( )

。可见它同离散Gabor变换具有几

乎完全相同的性质。同样欠采样和过采样离散Gabor变换之

间的关系[7]对广义离散Gabor变换也成立。即当 分别为时

间和频率采样间隔， g n

G

为样本长度为L的广义离散Gabor

原子， S 为广义离散Gabor变换矩阵， 时，当 分

别表示时间和频率采样间隔， ，

ab L< ˆ ˆ,b a
ˆâb L> ( )g n 为广义离散

Gabor原子时就对应欠采样广义离散Gabor变换，对应的欠采

样广义离散对偶Gabor原子为 

1
ˆ ˆˆ ˆ

G G G
ab abg g g
L L

−= = ∗ S              (17) %

广义离散紧致 Gabor 原子为 

1/ 2
ˆ ˆˆ ˆ

Gt Gt G
ab abg g g
L L

−= = ∗ S% %

Gt

             (18) 

到此为止，我们已经给出了任意广义离散 Gabor 变换及

其广义离散对偶 Gabor 原子和广义离散紧致 Gabor 原子。 

由文献[2]的定理 3.2及文献[10]可知, g 是  

的解，即 。当

2min || || ,
h

h g− %
2h L∈ Gth g= % ( )g n

ˆˆ >

( )Z 取与信道特性相匹配的

样本长度为 L 的高斯脉冲，并且时间和频率采样间隔 也

与信道特性相匹配， 时，用

ˆ ˆ,b a

ab L G tg 作为发送脉冲， 
ˆ ˆ / 2b b

ˆ0 a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
G 为网格的生成矩阵，就可以得到时频弥散 

ˆˆ/( )L abρ =信道上频谱利用率为 的最优 LOFDM 系统，即完

成最优 LOFDM 发送脉冲的设计。 
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4  数值仿真结果 

为了验证上述方法的正确性，我们进行了数值仿真试

验。在假设信道的最大超量时延为 0τ ，最大多普勒扩展为

，σ τ ，频谱利用率为0ν 0 0/ F T= = /ν ρ ，网格生成矩阵 如

下矩阵

G
[2] 

4 4

4

2 1 2
2 13 3 ,

30
2

T T T

F

, F σ
ρρσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G = =          (19) 

LOFDM发送脉冲具有与高斯脉冲
24( ) tg t =

ρ＝4/5 0 0/ 1σ ν τ= =

( )

2 e πσσ − 一样或最

接近的时频局域化性能时，LOFDM 的 ISI 与 ICI 之和最小，

即得到最优的 LOFDM 系统。 
我们取 ， ，子载波数 K＝40，初始

的高斯脉冲 g n 800Lϕ的样本长度 = 时，有效时间采样间隔

为 50，有效频率采样间隔为 20。两边分别补 400 个零，构

成一个样本长度 的序列，则时间采样间隔 M＝50，

频率采样间隔变为 N＝40。可见这时对应的是欠采样的广义

离散 Gabor 变换。因此要先求出过采样时(这时的时间采样间

隔为 40，频率采样间隔为 32)的广义紧致 Gabor 原子，然后

利用式(18)得到欠采样的广义紧致 Gabor 原子。虽然广义离

散 Gabor 矩阵是1600 的，但是由定理 1 知，只要

个元素就可以了，并且计算每个元素时也

没有复数运算。但是文献[1,2]的方法要计算1209 矩阵

的每个元素，即计算 个元素，并且每

个元素都是复数计算，所以计算量将远远大于本文的计算

量。这时对应的有最好的时频局域化性能的高斯脉冲如图

1(a)，本文和文献[1,2]给出的算法得到的最优 LOFDM 发送

脉冲如图 1(b)，可见它们得到的脉冲是基本上一样的。这就

说明本文的方法是有效的。 

16L = 00

2 32 40 2560× × =

1209×

1461681

1600×

1209 1209× =

在最优 LOFDM 发送脉冲的设计过程中，我们使用了有

限长脉冲在时间上的周期循环移位。但是在 LOFDM 系统中，

发送脉冲是不存在时间上的循环移位的，而只是时间上的平

移。但是我们采用在初始脉冲的两边添加一定数目的 0，这 

 

图 1 (a)时频局域化性能最好的 Gabor 原子 

(b)最优 LOFDM 系统的发送脉冲 

Fig.1(a)Gabor atom of the optimal time-frequency localization  

(b)Shaping pulse of the optimal LOFDM system 
时的广义紧致 Gabor 原子就对应最优 LOFDM 发送脉冲。为 

了验证得到的脉冲是 LOFDM 发送脉冲，我们计算了在不同 

时频点发送该脉冲时它们之间的相关值，由于该脉冲的时频

局域化性能很好，并且是关于时间和频率都是对称的，所以

我们只要计算最相邻的时频点上发送脉冲的相关值即可。计

算结果如表 1。表的中间一列数据是由本文给出的方法得到

的脉冲算得的相关值，表的右边一列数据是由文献[1,2]给出

的方法得到的脉冲算得的相关值。可见该文的方法构造的发

送脉冲具有更好的性能，其最大相关值幅度小于 ，这里

相关值幅度不为 0 是由于计算机表示数值的位数是有限性的

等引起的。而文献中的方法得到的脉冲相关值幅度在10 数

量级上。所以本文的方法更优。 

-1410

-5

5  结束语 

本文首先给出了 LOFDM 系统的模型，然后提出了广义

Gabor 变换及其离散形式，并给出了它们的一些性质。最后

基于广义离散 Gabor 变换和 LOFDM 系统的一致性，利用广

义离散 Gabor 变换的紧致 Gabor 原子的求法，设计出最优的

LOFDM 发送脉冲。数值仿真试验对本文的方法与文献[1,2]

的方法进行了比较，结果证实本文提出的设计方法是简单有

效的。 

表 1  相邻时频点发送脉冲的相关值 

Tab.1  The outputs of correclation of shaping pulse of adjacent time-frequency points 

( )gt n  

( )gt n                           1.0                                   0.9829 

( 50)gt n −                   − 3.1759 × 10-17                                           − 0.9153×10-7

( )exp( 2π 2 / 40)gt n j n            (0.64631+j6.4801)× 10-16                               (1.3521 j9.7702) 10− × -7

( 25)exp( 2π / 40)gt n j n−        ( − 3.2952 − j2.8852)× 10-16                            ( − 0.1357  j5.4918) 10− × -6

( 25)exp( 2π 3/ 40)gt n j n−         (-6.2760 − j4.3558)× 10-16                               (1.7015 + j0.1747)× 10-5
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