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一种机器人轨迹跟踪控制的迭代学习方法
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摘 要} 本文提出了一种新的迭代学习策略并详细报告了在 t 台实验用机器人上的实验结果q这个方法的特

点是对于动力学参数未知的系统o 可以通过实验方便地确定满足收敛条件的学习控制器参数q 因此o它具有实用

价值o 并有可能将其使用范围推广到除机器人规迹控制外的其它控制领域q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

对于一个动力学参数未知的系统o 让其沿着一

条给定的轨迹反复运行o 每次运行时根据前几次运

行所产生的状态或输出偏差 εo按照某种策略 φ

k# lo 对上一次的输入量 υι 进行修正o将修正结果

υιn t� φkυιoεl用做本次的控制输入q经过多次这样的

学习过程o 使输出的偏差逐渐减少到允许的程度q

这种迭代学习的概念由日本学者 ≥q� ¦«¬¼¤°¤ 在

t|z{ 年首先提出o 以后日本的 ≥q� µ¬°²·² 及韩国

�q�¬̈± 等人对这种方法进行了多方面的深入探讨q

需要大量计算机内存和要求初始偏差为零是当前各

种方法普遍存在的两个问题q 本文提出的方法所需

内存要少一些并且在理论上只要初始偏差在每次运

行时保持恒定o 就可以保证当学习次数 ιψ ] 时o 轨

迹跟踪偏差 εψ sq

2 迭代学习方法 kΑλγοριτημ l

ν 阶线性时变系统的离散时间模型

ξkκ n tl � Αkκlξkκl n Βkκlυkκl

ψkκl � Χkκlξkκl ktl

其中o 系统矩阵 ΑkκlΙ Ρ ν≅ νkν∴ ulo 输入矩阵 Βkκl

Ι Ρ ν≅ μ o输出矩阵 ΧkκlΙ Ρ π≅ νo 状态矢量 ξkκlΙ Ρ νo

输入矢量 υkκlΙ Ρ μ o 输出矢量 ψkκlΙ Ρ πq当用于迭

代学习控制时o 方程ktl表达为

ξ ιkκ n tl � Αkκlξ ιkκl n Βkκlυιkκl

ψιkκl � Χkκlξ ιkκl kul

ι表示第 ι 次迭代学习q机器人跟踪给定轨迹是在有

限的时间内完成的o 定义 τ� κΤ Ι ≈soΝ Τ  oΤ 为采

样周期q又由于学习过程沿着同一条轨迹反复进行o

我们假设≈tov 

Αιn tkκl � Αιkκl � Αkκl

Βιn tkκl � Βιkκl � Βkκl

Χιn tkκl � Χιkκl � Χkκl

kvl

本文提出的学习策略

υιn tkκl � υιkκl n ΦkκlΗιn tkκl n ΓkκlΗιn tkκl

kwl
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其中学习增益 ΓkκloΦkκlΙ Ρ
μ ≅ πoυskκl� so 输出偏

差及其微分

Ηιn tkκl � ψδkκl p ψιn tkκl

Ηαιn tkκl � ψαδkκl p ψαιn tkκl
kxl

其中 ψδkκl为理想输出o它对应于理想输入 υδkκl并

与状态变量 ξ δkκl一起o满足

ξ δkκ n tl � Αkκlξ δkκl n Βkκlυδkκl

ψδkκl � Χkκlξ δkκl
kyl

至此o问题可表达为} 对于具有未知参数的控制对象

kul和一条可达到的给定轨迹 oψδkκl我们希望通过

用控制策略kwl的不断学习过程o能够找到一个控制

输入 υ3 kκlo使相应的状态跟踪偏差逐点收敛到给定

的范围 Ε以内o即+ ε
3 kκl+ � + ξ δkκlp ξ

3 kκl+ [ Ε

kt[ κ[ Ν lq这里+ q+ 表示一种矩阵范数q

3 方法的敛散性 kΧονϖεργενχψ ισσυεl

定理 对于kul表示的线性时变对象o在kvl的

假定及 ψδ 连续可微的假定下o要使迭代学习策略kwl

在 κΙ ≈toΝ  范围内逐点收敛到由初始偏差 ειksl和

ειn tksl所决定的固定点上o必须且只需使学习增益 Γ

kκl满足

°¤¬
κ

Θ¾≈Ι n t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p tÀ � t

ks [ κ [ Ν p tl kzl

上式中 Θ¾qÀ表示# 的谱半径q

证明 由kul!kyl式得到

Βkκlυιkκl � p ειkκ n tl n

Αkκlειkκl n Βkκlυδkκl k{l

其中oι� touo, oυskκl� soει 为第 ι次学习时的状态

偏差q

由于控制对象是不小于 u阶的系统及连续可微

的假设o用 Ηαιn tkκl�
t

Τ
≈Ηιn tkκn tlp Ηιn tkκl 代入

kwlo然后再用 Βkκl左乘o得到

Βkκlυιn tkκl � Βkκlυιkκl n ΒkκlΦkκlΗιn tkκl

n ΒkκlΓkκl
t

Τ
≈Ηιn tkκ n tl p Ηιn tkκl  k|l

由k{lk|lkxl式得到

ειkκ n tl � Αkκlειkκl p ΒkκlΦkκlΗιkκl

p ΒkκlΓkκlΗιkκ n tl n ΒkκlΓkκlΗιkκl

n ειp tkκ n tl p Αkκlειp tkκl ktsl

其中oΓ kκl�
t

Τ
Γ kκloΤ 为采样周期q用kxl!kzl!

kul!ktsl式代入并整理o得到

ειkκ n tl � ≈Ι n ΒkκlΓΧkκ n tl p t≈Αkκl

p ΒkκlΦkκlΧkκl n ΒkκlΓkκlΧkκl ειkκl

n ≈Ι n ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p tειp tkκ n tl

p ≈Ι n ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p tΑkκlειp tkκl

kttl

令

Ρ kκl � ≈Ι n ΒkκlΓΧkκ n tl p t≈Αkκl

  p ΒkκlΦkκlΧkκl n ΒkκlΓΧkκl 

Σkκl � ≈Ι n ΒkκlΓΧkκ n tl p t

Τkκl � ≈Ι n ΒkκlΓΧkκ n tl p tΑkκl

ktul

于是得到

ειkκ n tl � Ρ kκlειkκl n Σkκlειp tkκ n tl

p Τkκlειp tkκl ktvl

将上式从 κ� s到 κ� Ν p t展开

ειktl � ≈Ρ kslειksl p Τkslειp tksl  n Σkslειp tktl

ειkul � Ρ ktl≈Ρ kslειksl p Τkslειp tksl 

  n ≈Ρ ktlΣksl p Τktl ειp tktl

  n Σktlειp tktl n Σktlειp tkul

 r

ειkΝ l � Ρ kΝ p tlΡ kΝ p ul, Ρ ktl≈Ρ kslειksl

  p Τkslειp tksl  n Ρ kΝ p tlΡ kΝ p tl,

  Ρ kul≈Ρ ktlΣksl p Τktl ειp tktl n

  n Ρ kΝ p tlΡ kΝ p ul≈Ρ kΝ p vlΣkΝ p wl

  p ΤkΝ p vl ειp tkΝ p vl n

  Ρ kΝ p tl≈Ρ kΝ p ulΣkΝ p vl

  p Τ kΝ p ul  ≅ ειp tkΝ p ul n

  ≈Ρ kΝ p tlΣkΝ p ul p ΤkΝ p tl ειp t

  n ΣkΝ p tlειp tkΝ l

令

Μ �

Σksl s s s , s s

Ρ ktlΣksl p Τktl Σktl s s , s s

Ρ kulΡ ktlΣksl p Τktl Ρ kulΣktl p Τkul Σkul s , s s

r r r ω , r r

r r r r , Ρ kΝ p tlΣkΝ p ul p ΤkΝ p tl ΣkΝ p tl
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Π �

Ι s s s , s

s Ρ ktl s s , s

s s Ρ kulΡ ktl s , s

r r r r , r

s s s s , Ρ kΝ p tlΡ kΝ p ul, Ρ ktl

得到迭代方程

εγι � Μεγιp t n Π≈Ρ kslειksl p Τ kslειp tksl 

ktwl

其中

εγι � ≈ειktloειkulo, oειkΝ l Τ ktxl

Μ 是下三角块矩阵o因此o其特征值就是它的 Ν 个

主对角块矩阵特征值的集合≈x q根据矩阵迭代理

论≈w o迭代方程收敛的充要条件是其迭代矩阵 Μ 的

谱半径小于 to即 ΘkΜl� tq对于ktwl式它等价于

ΘkΜl � °¤¬
s[ κ[ Ν p t

Θ≈Σkκl  �

°¤¬
s[ κ[ Ν p t

Θ¾≈Ι n ΒkκlΓΧkκ n tl p tÀ � t ktyl

证毕

当ktwl收敛时o收敛的固定点根据ktwl是

εγ3 � °¬±
ιψ ]

εγι � kΙ p Μlp tΠ≈Ρ kslειksl

p Τ kslειp tksl  ktzl

由此得到以下两个有实用意义的推论

推论 1q

由ktzl知o当迭代系统kulkwl满足kzl且 ειksl

� 0o即初始偏差为零时o迭代学习的最终状态偏差

εγ3 � skιψ ] l

推论 2q

由ktzl知o当迭代系统kulkwl满足kzl且 ειksl

� ειp tksl时o如果学习增益满足

Φkκl �
t

Τ
Γkκl kt{l

则迭代学习的最终状态偏差 εγ3 � skιψ ] lq

4 稳定性分析 kΣταβιλιτψ αναλψσισl

由kwl可看出o在一次学习过程中o总是前面输

出的结果立即参加后面的迭代o因此它属于塞德尔

迭代≈w o通常可获得较快的收敛速度q但是o方程kwl

中的 Φkκl和 Γkκl不仅是学习增益o同时也是 °⁄ 调

节器的参数q因此o还应该考察当满足收敛条件kzl

时闭环系统的稳定性q为此o由方程kul和kwl导出闭

环系统方程

ξ ιkκ n tl � ≈Ι n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p t≈Αkκl

p ΒkκlΦkκlΧkκl n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκl  ≅

≅ ξ ιkκl n Βkκl≈υιp tkκl n
t

Τ
Γkκlψδkκ n tl

p
t

Τ
Γkκlψδkκl n Φkκlψδkκl  kt|l

将kt{l代入o得到

ξ ιkκ n tl � ≈Ι n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n

tl p tΑkκlξ ιkκl n Βkκl≈υιp tkκl

n
t

Τ
Γkκlψδkκ n tl  kusl

根据冻结系数法o如果系统矩阵的特征值在任一时

刻都处于复平面的单位圆内o则该系统是稳定的q对

于kt|lo这一条件可表达为

°¤¬
s[ κ[ Ν p t

Θ¾≈Ι n t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p tΑkκl À � t

kutl

由 Θk# l[ + # + o得到较强的稳定性条件

°¤¬
s[ κ[ Ν p t

+ ≈Ι n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p tΑkκl+

[ °¤¬
s[ κ[ Ν

+ ≈Ι n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n

tl p t+ Ø+ Αkκl+ � t kuul

同理o比kzl较强的收敛条件可表达为

°¤¬
s[ κ[ Ν p t

+ ≈Ι n
t

Τ
ΒkκlΓkκlΧkκ n tl p t+ � t

kuvl

比较kuul和kuvl式可知o由kul!kwl表达的学习控制

系统其稳定性条件与其收敛性条件是相容的q如果

控制对象不稳定o即如果+ Αkκl+ ∴ to那么o通过选

择kuul中的 Γkκl使其稳定时o 收敛条件kuvl也自然

得到了满足q

5 实验 kΕξπεριμ εντl

作者在一实验用三关节机器人上对提出的方法

进行了实验研究q实验中采用了两种不同轨迹和不

同负载来考察方法的有效性和鲁棒性q学习增益 Φ

和 Γ 按照上面的讨论根据稳定的要求加以选择o并

在整个实验中保持恒定k见表 tlq采样周期为 v°¶q

实验结果见图 t到图 v 及表 u 表 vq其中o第 ι次学

习关节位置误差kxl的最大值定义为°¤¬ι� °¤¬
t[ κ[ Ν

ÞΗι
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kκlÞo平均关节位置误差 � √ªι�
t

Ν
Ε
Ν

κ� t
Þ ΗιkκlÞ图 t!

图 u示出了关节 u在不同实验条件下角度误差的收

敛情况q

表 1 实验中采用的学习增益

Ταβq1 Λεαρνινγ γαινσ ιν εξπεριμ εντ

关节 t 关节 u 关节 v

Φ vqsss uqxss wqss

Γ tusqs {xqss xxqss

图 t 矩形o关节 uot®ª负载

ƒ¬ªqt ≥ ∏́¤µ̈o ­²¬±·uo t®ª ²̄¤§

图 u 圆形o关节 uot1x®ª负载

ƒ¬ªqu ≤¬µ¦̄ ö ­²¬±·uo tqx®ª ²̄¤§

图 v 矩形o关节 vos®ª负载

ƒ¬ªqv ≥ ∏́¤µ̈o­²¬±·vo s®ª ²̄¤§

  实验中采用的矩形轨迹在拐角处速度是不连续

的o这造成了关节 t 和关节 v 的速度在这些点上的

不连续q由此产生的影响可从图 v上看到q各种情况

下的实测数据见表 t和表 uq

表 2 圆形轨迹

Ταβq2  Χιρχλε τραϕεχτορψ

关节 t 关节 u 关节 v

s®ª tqx®ª s®ª tqx®ª s®ª tqx®ª

°¤¬s tqs|vy tqys{x uqvxsx uqz{zs sq|wxt tqxytz

°¤¬u sqtyst sqsvvx sqtxtt squs{x sqtsx| sqxswy

°¤¬x sqtvws sqvtyz sqtts| sqtzv| sqsw|u sqtyxs

� √ªs sqwtw{ sqxvxu tqtsx| tqwtyw sqw|wy sq{syy

� √ªu sqsvwy sqtvzs sqswvv sqszys sqstzy sqsxzy

� √ªx sqsvvx sqtvx| sqsvxz sqsw|z sqstu| sqsv{{

表 3 矩形轨迹

Ταβq3 Σθυαρε τραϕεχτορψ

关节 t 关节 u 关节 v

s®ª tqx®ª s®ª tqx®ª s®ª tqx®ª

°¤¬s sqwzty sqxu|t tq|wz| uqustz sqyxu{ sq{{{v

°¤¬u sqszsu sqsztv sqtzy| sqt{yv sqtvu{ sqtvvu

°¤¬x sqsyux sq|y|z sqsy{{ sqsz{w sqtv{z sqs|u{

� √ªs sqvwuy squxws tqvvys tqxzxs sqv|wx sqxxww

� √ªu sqsts| sqstuy sqstww sqsuyz sqssz{ sqstww

� √ªx sqss|{ sqsttx sqss{w sqsttz sqssx| sqss{z

6 结论 kΧονχλυσιονσl

本文提出了一种迭代学习控制策略并进行了理

论分析和实验研究q所需存储空间较小和学习增益

选择比较方便是这个方法的两个主要特点q

参考文献 kΡ εφερενχεσl

t ≥∏ª∏µ∏ � µ¬°²·²q � ¤·«̈ °¤·¬¦¤̄ × «̈ ²µ¼ ²©�̈ ¤µ±¬±ª º¬·« � ³³̄¬2

¦¤·¬²±¶·² � ²¥²·≤²±2·µ²̄ q �± °µ²¦²© w·« ≠ ¤̄¨ • ²µ®2¶«²³ ²±

� ³³̄¬¦¤·¬²±¶ ²© � §¤³·¬√¨ ≥¼¶·̈°¶q � º̈ � ¤√ ±̈o ≤ ²±± ¦̈·¬¦∏·o

� ¤¼ t|{xq vz|p v{{

u  × ¶² ≥ �o � ≠ ÷ � ¤q ⁄¬¶¦µ̈·̈ �̈ ¤µ±¬±ª ≤²±·µ²̄ ©²µ� ²¥²·¶}

≥·µ¤·̈ª¼o ≤²±√ µ̈ª̈ ±¦̈ ¤±§ � ²¥∏·± ¶̈¶q ��× �≤ ²±·µ²̄ o t||vo57

kul} uzvp u|t

v � º¤±ª⁄2� o �¬̈± �o � «≥ � q �·̈µ¤·¬√¨�̈ ¤µ±¬±ª≤ ²±·µ²̄ � ·̈«²§

©²µ⁄¬¶¦µ̈·̈·¬°¨⁄¼±¤°¬¦≥¼¶·̈° q �∞∞ °µ²¦q2⁄o t||to138kul}

tv|p tww

w 杨凤翔o 陆君良q 数值分析q t|{x年第一版q 天津大学出版社

x  � ²ª̈ µ� � ²µ±o ≤«¤µ̄¨̄¶ � q �²«±¶²±o � ¤·µ¬¬ � ±¤̄¼¶¬¶o ≤¤° 2

¥µ¬§ª̈ � ±¬√ µ̈¶¬·¼ °µ̈¶¶o t||soyu

y ƒµ¬̈§µ¬¦«�¤±ª̈ o � µ̈«¤µ§� ¬µ½¬±ª̈ µq �̈ ¤µ±¬±ªƒ²µ¦̈ ≤ ²±·µ²̄ º¬·«

°²¶¬·¬²± ≤²±·µ²̄ ¯̈ § � ²¥²·¶q �∞∞∞ �±·≤²±© � ± � ²¥²·¬¦¶ ¤±§

� ∏·²°¤·¬²±o t||yq uu{up uu{{

z �¬∏¶̈³³̈ � µ¬²̄ ²o ≥·̈©¤±² °¤±½¬̈µ¬o �¬²√¤±±¬� ¬̄√¬q � ± �·̈µ¤·¬√¨

�̈ ¤µ±¬±ª ≤ ²±·µ²̄ ¯̈ µ©²µ�²±«²̄ ²±²°¬¦� ²¥²·¶q �∞∞∞ �±·≤²±©� ±

� ²¥²·¬¦¶¤±§� ∏·²°¤·¬²±o t||yq uyzyp uy{t

作者简介}

 安  刚 kt|xw2lo男o工学项士q研究领域}机器人运动学o

多机器人协调控制q

|v第 uv卷第 t期 安 刚等} 一种机器人轨迹跟踪控制的迭代学习方法


