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1  引言(Ιντροδυχτιον)

近年来 o已经有大量的关于柔性机械臂的研

究≈u  q相对于刚性机械臂 o柔性机械臂系统是非常复

杂的动力学系统 o由于其结构的柔性而带来的非线

性 !强耦合性 o以及执行过程中的振动问题 o使得实

现柔性机械臂的高精度有效控制提出更高要求 q

关于柔性机械臂的动力学建模 o主要有利用拉

格朗日方程的假设模态法 !有限元法 !有限段法 o也

有利用牛顿 ) 欧拉方程的牛顿 ) 欧拉法 o甚至神经

网络建模法等等≈u  q

国内外的学者针对柔性机械臂的控制问题 o主

要是抑制振动 o提出了许多不同的控制策略 o包括加

速度反馈控制 o被动阻尼控制 o力反馈控制 o经典 °�⁄

控制 o变结构控制 o鲁棒和自适应控制 o智能控制 o非

线性反馈控制等等≈u  q

绝大多数的研究集中在对柔性机械臂控制规律

上 o主要是将其作为均匀梁进行研究 o很少涉及到对

柔性机械臂本身结构的研究以及结构对控制效果的

影响 q根据文献≈t 的研究结果 o单连杆柔性机械臂

的结构与控制效果之间有密切关系 q因此 o本文采用

了同时设计 !整体优化的思想设计柔性机械臂控制

系统 q首先建立了包含柔性机械臂结构参数 !传感器

参数和控制器参数的系统模型 o然后采用遗传算法

同时优化结构 !传感器和控制器三者的参数 q性能指

标可以选择 �≥∞准则或 �≥×∞准则 o以及考虑防止控

制量过大的改进的性能指标 q

系统的复杂性以及来自结构和控制上的多重约

束增大了优化设计的难度 o为此 o本文对遗传算法进

行了改进 o并采用罚函数法将约束问题转化为无约

束问题求解 q

2  柔性机械臂系统的动力学建模(Δψναμιχ

μ οδελλινγ οφ φλεξιβλε μανιπυλατορ σψστεμ )

2 .1  Ευλερ2Βερνουλι梁模型

考虑一个单连杆柔性机械臂 o如图 t所示 o由直
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流电机及减速器驱动 o在平面内绕中心 Ο 水平转

动 o因其梁长较横截面大很多 o可以视为 ∞∏̄ µ̈2

�̈ µ±²∏̄¬梁k忽略轴向变形l o设电机与梁为刚性连

接 q先设梁为均匀矩形截面梁k其后将优化梁的形

状 o可能成为非均匀截面梁l o梁长 Λ,矩形截面宽

Β ,高 Η ,梁的端部有质量为 ΜΠ的负载 .

图 t  单连杆柔性机械臂
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柔性机械臂的水平转动可以视为大范围刚性转

动和小范围梁的弹性变形的叠加 ,定义其总位移 ψ

为 :

ψ = ξΗ(τ) + υ(ξ , τ) (t)

其中 , Η为其刚性转角 , υ为弹性变形 .

∞∏̄ µ̈2�̈ µ±²∏̄¬梁的振动方程为 }

ΕΙ(ξ)
5wψ
5 ξw + ΘΣ(ξ)

5uψ
5 τu

= s    (u)

边界条件为 :

ΕΙ(ξ)
5uψ
5 ξu ξ = s

− ΙΗ Η
. .

+ Σ = s (v)

ψξ = s = s ,  ψχ
ξ = s = Η (w)

ΕΙ(ξ)
5uψ
5 ξu ξ = Λ

+ ϑπ
5 ψ

. .

5 ξ ξ = Λ
= s (x)

ΕΙ(ξ)
5vψ
5 ξv ξ = Λ

= Μπ
5uψ
5 τu ξ = Λ

(y)

式中 : Ε 是梁的体弹模量 , Ι 是梁的转动惯量 , ΕΙ 是

梁的抗弯刚度 , Θ是梁单位长度的质量密度 , Σ是梁

截面面积 ,对于均匀梁来说 , Ι 和 Σ 是常数 ,而对于

非均匀截面梁 ,它们也将是变量 ξ(转动中心至梁上

某点的沿梁方向的距离)的函数 . ΙΗ 是梁固定端转

盘的转动惯量 , Μπ !ϑπ 和 αχ 分别是端部负载的质量 !

转动惯量和负载质心相对于梁顶端的 ξ 轴坐标 . Σ

是输入转矩 .这里(χ)代表对 ξ 的偏导 ,(#)代表对时

间 τ的偏导 .

2 .2  柔性机械臂的有限段差分近似模型

根据文献[ t] ,可以采用有限差分法将式(u)(y)

转化成结构振动方程形式 ,进而转化成便于求解的

一阶微分方程组 .将柔性机械臂梁沿长度方向均匀

分成 ν 段 ,每段长 ∃ξ �
Λ
ν
, ι � s ,t ,u , , , ν . 定义 :

ξι � ι# ∃ξ , ψι � ψ(ι∃ξ , τ) , Βι � Β(ι∃ξ) � ΕΙ(ι∃ξ) ,

Σι � Σ(ι∃ξ) . 用差商代替微分 ,见文献[ {] ,由式(u)

可得 :

ψ−t = − ∃ξΗ, ψχ
s = Η (z)

式(v)可以近似表示为 :

Ιη Η
. .

− Βs
t

( ∃ξ)u
(ψt − ∃ξΗ) = Σ ({)

式(u)可以近似表示为 :

ι � t时 :

 
t

u( ∃ξ)w
[ (Βu n uΒt p Βs) ψv p w(vΒt p Βs) ψu

 p w(Βu p xΒt p Βs) ψt n w(Βu p vΒt) ψs

 p (Βu p uΒt p Βs) ψp t] n ΘΣt ψ
. .

t � s (|)

ι � u时 :

 
t

u( ∃ξ)w
[ (Βv n uΒu p Βt) ψw p w(vΒu p Βt) ψv

 p w(Βv p xΒu p Βt) ψu n w(Βv p vΒu) ψt

 p (Βv p uΒu p Βt) ψs] n ΘΣu ψ
. .

u � s (ts)

ι � v , , , ν p u时 :

 
t

u(∃ξ)w
[(Βι nt nuΒι p Βι pt)ψι nu pw(vΒι p Βι pt)ψι nt

 pw(Βι nt pxΒι p Βι pt)ψι nw(Βι nt pvΒι)ψι pt

 p(Βι nt puΒι p Βι pt)ψι pu] n ΘΣι ψ
. .

ι �s (tt)

ι � ν pt时 :

t

(∃ξ)u
(Βνψ

δ
ν − uΒν−tψ

δ
ν−t + Βν−uψ

δ
ν−u)   

+ ΘΣν−t ψ
. .

ν−t = s (tu)

式(x)可以近似表示为 :

Βνψ
δ
ν =

ϑπ
∃ξ

ψ
. .

ν−t − (
ϑΠ
∃ξ + αχΜπ) ψ

. .

ν (tv)

式(y)可以近似表示为 :

Βνψ
δ
ν − Βν−tψ

δ
ν−t = Μπ[(∃ξ + αχ) ψ

. .

ν − αχ ψ
. .

ν−t] (tw)

将式(tv)分别带入式(tu)和式(tw) ,并且继续用差商代替

微分 ,得到 :

 (
ϑπ

(∃ξ)v
n ΘΣν pt)ψ

. .

ν pt p
t

(∃ξ)u
(
ϑπ
∃ξ

n αχΜπ)ψ
. .

ν

 p
t

(∃ξ)w
[uΒν ptψν p(wΒν pt n Βν pu)ψν pt

… n(uΒν pt nuΒν pu)ψν pu p Βν puψν pv] �s (tx)

 (
ϑπ
∃ξ

n αχΜπ)ψ
. .

ν pt p [(
ϑπ
∃ξ

n αχΜπ) n Μπ(∃ξ n αχ)] ψ
. .

ν

 p Βν p t
( ∃ξ)u

(ψν p uψν p t n ψν p u) � s (ty)
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综合式({)(tt)及式(tx) ,式(ty)可以写成矩阵形式

的振动方程 :

[ Μ] ψ
. .

+ [ Κ] ψ = [ Β] Σ (tz)

其中 , Μ!Κ分别是结构的质量矩阵和刚度矩阵 , Β

是输入矩阵 , Σ是输入转矩 .将式(tz)转化为一阶微

分方程组时 ,不可避免地要进行矩阵求逆[ Μ] p t ,这

样可能增加产生舍入误差的机会 ,因此本文并没有

将以上方程组写成振动方程形式 ,对方程组的处理

见 u .w节 .

2 .3  直流电机 !减速器及测速电机转速反馈的模型

考虑直流电机及减速器的动态方程 ,有 :

(ϑμ + ϑΛ) Η
. .

μ + ( Βμ +
ΚΣΚε
Ρ

) Η
.

μ =
ΚΣ
Ρ
ςχ − ρΣ

Ημ =
Η
ρ

(t{)

其中 , ϑμ 和 ϑΛ分别为电机转子转动惯量和减速器侧

的转动惯量 , Βμ 为阻尼系数 , ΚΣ 是电机转矩系数 ,

Κε 为电动势常数 , Ρ 是电枢电阻 , ρ是减速比 , Ημ 和

Η分别是电机驱动轴角位移和负载轴角位移 .

若考虑安装测速电机实时测量输出转速来加入

电机轴速度负反馈 ,则动态方程为 :

… (ϑμ + ϑΛ) Η
. .

+ ( Βμ +
ΚΣ( Κε + ΚΩΚt)

Ρ
) Η

.

= ρ
ΚΣΚΗ
Ρ

ςχ − ρu Σ (t|)

将式(t|)与式({)联立 ,得 :

 (ϑμ + ϑΛ + ρuΙη) Η
. .

+ (Βμ +
ΚΣ(Κε + ΚΩΚt)

Ρ
) Η

.

+
ρΒs
∃ξ

=
ρΚΣΚΗ
Ρ

ςχ +
ρu

( ∃ξ)u
ψt (us)

2 .4  系统状态方程模型

考虑以柔性机械臂的末端位置为输出 ,则输出

矩阵可以定义为 :

ζ = ψν (ut)

对于已经获得的方程组 ,首先将式(tx)和(ty)进行

解耦 ,然后联立式(|) ∗ (tt) ,式(us)和(ut) ,定义 :

θs � [ Ηψt ψu ,ψν]χ ,取状态变量为 θ �
θs

θ
.

s

,可以直

接写出状态方程 ,而避免进行矩阵求逆[ Μ…< p t .

θ
.

= Αθ + Βυ ,  Ζ = Χθ (uu)

式中 , Α �
Αtt Αtu

Αut Αuu
, Β �

ρΚΣΚΗ
Ρ

,输入量 υ 定义为

ςχ , Χ� [ s ,t ,s ,s] .

这里 , Αtt � [ s] ( ν n t) ≅ (ν n t) , Αtu � Ι(ν n t) ≅ (ν n t) ,

Αuu � [ s] ( ν n t) ≅ (ν n t) , Αut由式(|) ∗ (tt)及式(tx)和

(ty)解耦后的方程式求得 ,这里不详述 .

式(ut)描述的系统模型包含了柔性机械臂结构

参数和传感器参数 .

3  控制策略及系统总体模型(Χοντρολ στρατε2

γψ ανδ σψστεμ οϖεραλλ μοδελ)

3 .1  确定控制策略

对于柔性机械臂的控制 o主要目的是抑制振动 o

已有许多学者提出了各种控制算法≈u  o基于线性状

态方程模型的控制算法有基于状态反馈极点配置的

方法 !奇异摄动法 !卡尔曼滤波算法 !模型参考自适

应算法等等 q这些算法几乎都是将柔性机械臂当作

均匀截面梁 o采用假设模态法建模 o截取前 u ∗ v 阶

模态 q这种方法建立的状态方程k状态变量l数量相

对较少 o方法简单 o具有系统性和效率高的特点 o但

缺点是难于对非均匀截面量进行建模与控制 o而且

对于柔性机械臂的振动抑制主要依赖于控制算法的

有效性 o因而存储造成算法复杂 o算法计算量较大 o

不便于工程实现 q

本文建立了直流电机加减速器驱动柔性机械臂

的线性状态方程 o可以方便地处理均匀和非均匀截

面梁的建模和相应的控制算法 o因而灵活性很大 q虽

然模型的状态变量都有明确的物理意义 o可测量 o但

是随着梁分段数 ν 的增加 ,状态变量数量(uν n u

个l也大量增加 o因此基于状体变量反馈的控制算法

无论从经济角度还是从工程实际角度都是不可行

的 q根据文献≈t 可以确定柔性机械臂的形状结构与

控制参数的整体优化 q本文在此基础上 o力图发挥结

构与控制同时设计 !整体优化对柔性机械臂的振动

抑制作用 o相应地减少系统性能对控制算法的依赖 o

或者降低控制算法的复杂性 q本文采用简单的基于

梁末端位置的 °⁄控制器 o通过同时优化设计梁的形

状结构 !根部速度反馈增益以及 °⁄控制器的参数 o

达到抑制振动的目的 o算法也易于工程实现 q参数的

优化设计和调整通过遗传算法k��l来完成 q

在实际应用中 o不可能也没有必要实现纯微分

动作 o可以采用一个带滞后的一阶环节近似微分动

作 o构造近似的 °⁄控制器≈x  o经过拉普拉斯变换后

为 }

Χ(σ) = Κπ t +
σΤδ

t + σΤδ/ Ν
Ε(σ) (uv)

  其中 , Κπ 为比例系数 , Τδ 为微分时间常数 , Ε是

误差 , Ν是以为较大的数值 ,当 Ν ψ ] 时 ,将趋近于
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理论的微分动作 .

3 .2  系统总体模型

式(uu) ,包含直流电机 !减速器和测速电机以及

分段均匀的柔性机械臂的数学模型为 Ε s( Α, Β , Χ) ,

式(uv) , °⁄ 控制器的模型为 Ε t ( Κπ , Τδ ) � Κπ

t n
σΤδ

t n σΤδ/ Ν
Ε(σ) , Ε 是理想输入与柔性机械臂

实际末端位置的误差 .则包含柔性机械臂结构参数 !

传感器参数和控制器参数的系统总体模型定义为 :

Ε Τ
= Ε s

(Α, Β , Χ) Ε t
( Κπ , Τδ) (uv)

系统框图如图 u所示 .

图 u  系统框图
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4  基于遗传算法的优化设计(Οπτιμιζατιον

δεσιγν βασεδ ον γενετιχ αλγοριτημ )

4 .1  遗传算法简介

遗传算法是一种高效的随机搜索与优化方法 ,

与其他优化方法相比 ,遗传算法仅利用适应度值进

行优化计算 ,无需函数导数等其它辅助信息 ,而且它

具有全局优化能力和隐含的并行性 ,因而在函数优

化 !结构优化 !工业调度 !并行计算等诸多领域得到

广泛应用[ y ,z] .

标准的遗传算法包括 v个基本操作 :选择 !交叉

和变异 .通过遗传操作 ,在解空间内并行地 !随机地

搜索使适应度值最大的个体 ,并通过一代又一代的

进化 ,最终找到最优个体和最优解 .

在优化设计中 ,设计变量 !目标函数(性能指标)

的选取 !约束条件处理是三个重要的因素 .通过合理

的编码 ,将设计变量转化为适合于群体进化的表达

形式 .对于目标函数(性能指标)进行处理 ,使其转化

为单调的适应度函数 ,这样 ,在群体进化过程中 ,适

应度值就可以反映优化模型的目标函数 ,并通过判

别适应度值来确定最优解 .约束条件的处理对于遗

传算法的成功运用起到至关重要的作用 .

4 .2  变量的设计和性能指标的选取

本文将柔性机械臂的结构优化(或最优形状)设

计问题 ,转化为机械臂梁的总质量不变的情况下优

化梁的刚度( ΕΙ)分布 .这里考虑的矩形截面梁具有

均匀高度 ,待优化的结构参数是各段的宽度 β( βt ,

βu , , , βν) ,因此优化后的梁是变截面的 ,而不是通

常的均匀截面梁 .此外 ,待优化的参数还包括电机轴

(手臂根部)速度反馈增益 Κt !°⁄控制器的参数 !Κπ
(比例系数) !Τδ(微分时间常数) .定义待优化参数向

量 Ξ � [ βt , βu , , , βν , Κπ , Τδ , Κt] .

鉴于实数编码在解决工程优化问题中的优

势[ z] ,本文采用实数编码 .

  采用�≥∞(误差平方积分)准则函数 ϑ( Ξ) � Θ ]
s

εu(τ)§τ作为性能指标 ,其中 ε 为参考输入和实际输

出间的误差 .为了防止控制量过大 , 在性能指标中

加入控制输入的平方项 ,性能指标函数为 ϑ( Ξ) �

Θ ]
s ( ωt ε

u(τ) n ωu υ
u(τ))§τ ,其中 , υ(τ)为控制输

入 , ωt !ωu 为权值 .

4 .3  约束条件的处理

无约束设计可能导致不可接收的结果 ,如零截

面或者截面很大 ,因此建立约束才能使问题的求解

有实际意义 .目前为止 ,还没有找到一种能够处理各

种约束条件的一般方法 ,只能针对具体应用问题及

约束条件的特征 ,选用不同的处理方法[ w] .目前关于

遗传算法处理约束问题 ,一般有抛弃不可行解法 !修

复不可行解法 !罚函数法 !修改遗传因子法等等 .本

文涉及到三方面的约束问题 .

首先是结构的刚度约束 .优化后的梁必须满足

刚度的要求 ,通过预先的校核 ,可以确定梁宽度极限

值 ,并且以上 !下限约束的形式给出 ,保证刚度要求 .

系统稳定约束比较复杂 .由于系统是动态响应

系统 ,对于每一个待优化参数都存在这样的约束 ,要

求使得系统稳定 .但是对于这个有多种类和多个优

化参数的系统 ,要想解析地求得系统稳定性与各个

参数间的关系 ,从而得到各参数的约束 ,这非常困

难 .这种约束为隐性约束 ,为此我们采用了抛弃不可

行解法 .另外 ,在交叉和变异操作过程中 ,为了减少

产生大量不可行个体(系统不稳定)的可能性 ,我们

对遗传操作也进行了改进 ,即在交叉操作中 , 尝试

采用了时变交叉概率策略 ,交叉概率为 : ¦µ²¶¶p ³µ²¥

�t p¶·̈³r·²·¤̄ p ¶·̈³¶o¶·̈³是当前迭代数 o·²·¤̄ p ¶·̈³¶

是总的迭代数 q在迭代初期 o希望交叉概率较高 o不

致于过早收敛 o而随着迭代数的增加 o个体的进化逐

步趋近最优解 o交叉反而易产生不可行个体 o因此希

望减小交叉概率 q交叉操作采用算术交叉 q在变异操
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作中 o采用非均匀变异 o变异幅度也随着迭代数的增

加而减小 o从而也可以减少在迭代后期产生过多不

可行个体的问题 q

第三方面的约束来自于本文对优化设计后梁结

构的要求 o即梁的总质量不变 q经过转化 o对于梁的

各段宽度 βι( � t ,u , , , ν)有 : Ε
ν

ι � t
βι � νβ ,其中 β为均

匀梁的宽度 .

定义 : γ( βι) � Ε
ν

ι � t
βι p νβ .对于等式约束 ,本

文采用罚函数法 ,将约束条件以罚函数的形式 ,包含

到适应度函数中 ,将约束问题转化为无约束问题 .考

虑到数值计算很难满达到等式的精度 ,给出等式约

束一个微小的允许域 Ε(约束精度) .因此构造罚函

数 : 5( Ξ) � ϑ( Ξ) n ωγγχ(βι)
u ,其中 , ϑ( Ξ)为性能

指标函数 , ωγ 是罚因子 .

γχ(βι) �
s

γ(βι)
 
γ(βι) Φ Ε ,满足约束

γ(βι) Ε Ε ,不满足约束

因此 ,定义适应度函数为 :

φ� φ°¤¬ p 5( Ξ)

这里 , φ°¤¬取足够大数 ,保证适应度值 φ恒大于

s .

5  仿真(Σιμ υλατιον)

为了验证本方法的有效性 o本文对某单连杆柔性

机械臂系统进行数值仿真 q直流电机驱动单连杆柔性

机械臂在平面内水平转动 o柔性机械臂的参数为 }手

臂梁长度 Λ� s q|wz°o梁截面高 Η � s qszyu°o梁平均

截面宽 β � s qssyw°o梁的弹性模量 Ε � z qs ≅ tsts�r

°u o梁固定端转动惯量 Ιη � u qv ≅ tspw®ª°u ~梁端部载

荷参数 }端部质量 Μπ � s qvv®ªo端部质量载荷对梁端

部的距离 αχ � s qsvx米 o端部质量载荷的转动惯量 ϑπ

�t qx ≅ tsp w®ª°u ~直流电机参数 }电枢电阻 Ρ � t q

v|8 o转子转动惯量 ϑμ � s qstv{w ≅ tsp w®ª°u o电机转

矩常数 ΚΕ � s quw�°r� o电机反电动势常数 Κβ � s q

uw∂rkµ¤§r¶l o测速电机常数 Κω � s qsyy{x∂rkµ¤§r¶l q

改进的遗传算法的控制参数是 }种群规模为 ys o

最大进化代数 ws ~遗传算法的策略为 }实数编码 o轮

盘赌选择 o时变交叉概率的整体算术交叉 o非均匀变

异 o并采用了改进的方向算子策略≈v  q

图 v图 x是柔性机械臂系统梁分段数为 y 段 !

截面宽度的变化范围是≈s qzsβ ,t .vsβ 时的仿真结

果 o采用 �≥∞性能指标 q图 v中曲线 t为均匀梁末端

位置的 °⁄控制阶跃响应 o曲线 u为经过优化设计后

的手臂梁末端位置的 °⁄控制阶跃响应 q整体优化设

图 v  端部位置的阶跃响应

ƒ¬ªqv  ≥·̈³µ̈¶³²±¶̈¶²©·«̈ ·¬³³²¶¬·¬²±

图 w  遗传算法寻优过程

ƒ¬ªqw  ∞√²̄∏·¬²±¤µ¼ ³µ²¦̈¶¶²©·«̈ ��

图 x  梁的优化形状ky段l

ƒ¬ªqx  �³·¬°¬½̈ §¶«¤³̈ ²©·«̈ ¥̈¤° ky ¶̈ª° ±̈·¶l
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计后 o手臂的末端振动有较好的抑制 o且为分段均匀

的变截面梁结构 q

对将柔性机械臂梁分为 w段或者 ts段k ν � w或

ν � tsl的系统也进行了数值仿真 o仿真结果具有一

定的相似性 o但从工程实际出发 o分段数量不宜过

多 q

6  结论(Χονχλυσιον)

本文采用同时设计的思想 o整体优化柔性机械

臂系统的结构 !传感器和控制器参数 o达到控制系统

的全局优化 q仿真结果显示 o通过合理选择遗传操作

方式以及罚函数的系数 o被优化设计的系统比仅仅

采用优化控制的均匀梁柔性机械臂系统 o有更好的

响应性能和振动抑制效果 o而且控制器很简单k°⁄

控制器l q实际上 o对于不同的设计目标 o可以采用不

同的性能指标 !控制算法甚至优化策略 q此外 o对于

优化设计过程中 o遗传操作的概率 !罚函数的权重系

数等的优化也将在以后的工作中进行 q
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