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位置工作空间的解析求解方法
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摘 要 本文研究基于 ∏ ≤ ⁄ 平台的六自由度并联机器人在姿态给定情况下工作空间 即位

置工作空间 的几何确定方法 该方法以机器人的运动学反解为基础 得出 ≥ 并联机器人和 2

× ≥ 并联机器人位置工作空间的边界方程 从而得出 ≥ 并联机器人的位置工作空间是 个球

体的交集 2 × ≥ 并联机器人在姿态给定时其工作空间是 个相同的规则曲面体的交集 基于 ∏ 2

≤ ⁄ 平台 其交集以及交集的容积可以很容易的得出 该方法是确定六自由度并联机器人工作空间

的一种简单!有效方法
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1 引言

从结构上看 并联机器人的运动平台通过相互关联的多个运动链与下平台相联接 这使并

联机器人具有高的刚性!承载能力和精度等特性 从而使之成为国内外研究热点 年

≤ 和 °
≈ 建议把一并联装置用于装配线上 年 ∏

≈ 系统地考查了各种并

联机器人的可能运动 提出了并联装置的各种新结构形式 之后 这些并联结构得到了详细地

的研究 如 ≠ 和 ≈ ! 与 ⁄∏
≈ ! ƒ

≈ ! ≈ 以及 ∏
≈ 分别研

究了空间六自由度并联机器人的运动学!力控制和动力学 和 ≈ 讨论了平

面!球面三自由度并联机器人的优化设计问题 和 ≥
≈ 研究了一空间三自由度并联机

器人的设计 另一方面 ∏
≈ 在平行四边形机构的基础上 提出一种六自由度并联机器人

一般来说 同串联机器人相比 并联机器人的运动学和几何特性要复杂的多 并联机器人

的奇异性和工作空间的确定也是一个具有挑战性的方向 而工作空间在机器人的设计和轨迹

规划方面是不可缺少的 从优化设计的角度出发 对于给定的机器人机构参数 能够预测其工

作空间的大小和形状是很重要的 对于并联机器人特别是并联六自由度机器人工作空间的研

究工作大多集中在数值分析方法≈ 而采用几何方法的并不多见≈

本文采用几何方法在 ∏ ≤ ⁄ 平台上得出了六自由度并联机器人定姿态的工作空间及

其截面 六自由度并联机器人的工作空间存在一六维空间内 因此我们很难来表达它 本文研

究并联机器人的位置工作空间 也就是在姿态给定情况下机器人的三维工作区域 只要是姿态

给定 我们都可以采用该几何方法在 ∏ ≤ ⁄ 平台上确定六自由度并联机器人如 ≥
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并联机器人和 2 × ≥ 并联机器人的工作空间及其截面 首先 本文介绍了这两种并联机器人

的运动学反解问题 位置工作空间及其截面的几何法是以该运动学反解为基础的 后 在

∏ ≤ ⁄ 平台上具体分析了一 2 × ≥ 并联机器人的位置工作空间 并对六自由度并联机器

人的可达工作空间依赖于位置解的结果≈ 做出了解析

2 六自由度并联机器人的运动学反解

2 1 Στεωαρτ并联机器人

≥ 并联机器人如图 所示 它以作为飞行模拟器!数控加工中心的本体机构而闻

名 该机器人的上平台通过六个相同的分支与下平台相联接 每个分支有一个移动副!两个球

面副 为了分析该并联机器人的运动学反解 建立如图 所示的坐标系 Ρ ο2ξψζ 坐标系固

定在下平台 定平台 上 坐标系 Ρ χ οχ2ξ χψχζχ建立在上平台 运动平台 上 联接上平台的球铰

记为 Πι ι , 该点的坐标向量用≈π ι 来表示 联接下平台的球铰记为 Βι 其坐标向量定

义为≈βι 上平台的位置向量定义为≈ρ Ρ 即

≈ρ Ρ ≈ξ ψ ζ Τ

上平台对下平台的姿态用三个欧拉角 Υ Υ Υ 表示 其方向余弦矩阵为

Θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

其中

θ Υ Υ Υ Υ Υ

θ Υ Υ Υ Υ Υ

θ Υ Υ

θ Υ Υ Υ Υ Υ

θ Υ Υ Υ Υ Υ

θ Υ Υ

θ Υ Υ

θ Υ Υ

θ Υ

则 Πι 点在定坐标系 Ρ 中的坐标可以由以下向量确定

≈Πι Ρ ≈ρ Ρ Θ≈π ι Ρ χ  ι ,

式中

≈π ι Ρ χ ≈ξ πι ψπι ζπι
Τ   ι ,

Βι 点在定坐标系 Ρ 中的坐标向量为

≈βι Ρ ≈ξ βι ψβι ζβι
Τ   ι ,

≥ 并联机器人的运动学反解可以写为

+ ≈π ι βι Ρ + Θι   ι ,

2 2 6−Ρ ΤΣ并联机器人

2 × ≥ 并联机器人如图 所示 该机器人上平台也是通过 个相同的运动链与下平台相
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图  ≥ 并联机器人及其结构参数

联接 每个运动链含有一个转动副!两个球面副 为了避免自转运动 很多设计者往往用万向铰

来代替其中之一的球铰 如与连架杆相联接的球铰 这组成了一 2 × ≥ 结构系统 联接上平

台的铰链为球铰 记为 Πι ι , 与连架杆联接的铰链为万向铰 记为 Βι ι ,

则该并联机器人的结构参数为 ΟχΠι ρ ΠιΒι ρ ΟΒι ρ 以及如图 所示的 Υ角 采用

                   

图  2 × ≥ 并联机器人及其结构参数

与 ≥ 并联机器人类似的坐标系及坐标向量定义 则 Πι 点在定坐标系 Ρ 中的坐标可以由

以下向量确定

≈π ι Ρ ≈ρ Ρ Θ≈π ι Ρ χ

式中
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≈π ι Ρ χ

ρ Γι

ρ Γι

其中

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Υ

Π

Π Υ

Π

Υ Π

由图 可得各向量≈βι Ρ

≈βι Ρ

ρ Ηι

ρ Ηι   ι ,

式中 Ηι 为各原动件 ΟΒι ι , 的输入角度 则该机器人的运动学反解可由下式得出

+ ≈π ι βι Ρ + ρ  ι ,

即

+ ≈ρ Ρ Θ≈π ι Ρ χ ≈βι Ρ + ρ  ι ,

3 六自由度并联机器人位置工作空间的解析求解

3 1 Στεωαρτ并联机器人

所谓机器人的位置工作空间是指机器人在姿态给定情况下的工作空间 下面我们具体分

析 ≥ 并联机器人的位置工作空间的几何确定方法 由式 ∗ 得

ξ ξ ι ψ ψι ζ ζι Θι  ι ,

式中

ξ ι ξ βι θ ξ πι θ ψπι θ ζπι

ψι ψβι θ ξ πι θ ψπι θ ζπι

ζι ζβι θ ξ πι θ ψπι θ ζπι

事实上式 是六簇球面的方程 其半径为 Θι 球心为 Οι ξ ι ψι ζι 该球心坐标由方向余弦矩

阵 Θ 以及坐标向量≈π ι Ρ χ和≈βι Ρ 确定 而坐标向量≈π ι Ρ χ和≈βι Ρ 与 ≥ 并联机器人结构

参数有关 给定该机器人的结构参数 坐标向量≈π ι Ρ χ和≈βι Ρ 确定 那么球面方程只与上平台

对于下平台的姿态即方向余弦矩阵 Θ 有关 如果假设电机的驱动范围为

Θι Θι Θι ¬  ι ,

那么 如果给定 ≥ 并联机器人的一个姿态 则式 表示的是六簇无穷个球心为 Οι ξ ι

ψι ζι 的球面 这无穷个球面组成一内径为 Θι 外径为 Θι ¬的空心球体 因此 ≥ 并联机器

人的位置工作空间是六个相同的内径为 Θι 外径为 Θι ¬的空心球体的交集≈ 这六个空心球

体的参数为

# 球心 Οι ξ ι ψι ζι
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# 内径 ρ Θι

# 外径 Ρ Θι ¬

球心坐标与机器人的结构参数有关 只要给出 ≥ 并联机器人的结构参数和电机的驱动

范围 我们就可以确定这六个空心球体 从而得出这六个空心球体的交集 该交集即为 ≥ 2
并联机器人的位置工作空间 该交集可以用 ∏ ≤ ⁄ 平台很方便的得到 其截面也可以

很容易的得出

3 2 6−Ρ ΤΣ并联机器人

用几何法确定该机器人的工作空间非常困难 但当该机器人的结构参数和姿态给定时可

以用几何的方法确定其工作空间 当机器人的姿态给定时 式 确定 式 可以改写为

ξ ξ ι ψ ψι ζ ζι ρ  ι ,

式中

ξ ι ρ Ηι θ ρ Γι θ ρ Γι

ψι ρ Ηι θ ρ Γι θ ρ Γι

ζι θ ρ Γι θ ρ Γι
由式 可知 该方程在三维空间内表示的是六簇半径为 ρ 的球面 其球心坐标为 Οι ξ ι ψι

ζι 注意到式 和 我们可以看出 ξ ι 和 ψι 是随着 Ηι 的变化而改变的 由式 和

得

ρθ Ηι ξ ι ξ οι

ρθ Ηι ψι ψοι

由于 Ηι 是任意的 所以有

ξ ι ξ οι ψι ψοι ρ

式中

ξ οι θ ρ Γι θ ρ Γι

ψοι θ ρ Γι θ ρ Γι

  ξ οι!ψοι仅仅与各个分支的角度参数 Γι 有关 当 Γι 已知 式 所表示的圆就可以确定 该

圆的圆心为 ΟΟι ξ οι ψοι 半径为 ρ 因此对于单个分支来说 式 所表示的一簇球面的

球心坐标是在高度为 ζι!半径为 ρι!圆心为 ΟΟι ξ οι ψοι 的圆周上 由式 知 当该并联机

器人的姿态给定时 ζι 可以确定 因此对于单个分支来说

图  ρ ∴ ρ 时 每个分支工作空间是一个圆环体

!当 ρ ∴ ρ 时 式 表达的事实上是一

个圆环体 如图 所示 而 2 × ≥ 并联机器人

的姿态给定时 其可达工作空间就是 个圆环

体的交集 该圆环体的确定参数为

# 中心坐标 Οτι ξ οι ψοι ζι

# 外径 Ρ οι ρ ρ

# 内径 Ρ ιι ρ ρ

!当 ρ ρ 时 式 表达的事实上是一

个如图 所示的封闭圆弧 αβχδ 绕 Ζδ轴旋转

形成的曲面体 图 为剖开的二分之一该曲
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面体 而 2 × ≥ 并联机器人的姿态给定时 其可达工作空间就是 个曲面体的交集 该曲面体

的确定参数为

# 旋转中心坐标 Οτι ξ οι ψοι ζι

# ρ !ρ 以及 ζχ ρ ρ ζι

借助于 ∏ ≤ ⁄ 平台 当 2Ρ ΤΣ 并联机器人的结构参数 ρ !ρ !ρ 以及 Υ和姿态 个欧

拉角 Υ Υ Υ 给定时 其工作空间及其体积可以很容易的得出

图  ρ ρ 时每个分支工作空间是一个封闭圆弧 αβχδ 绕 Ζχ轴旋转形成的曲面体

4 举例

这一部分 我们仅仅以一 2 × ≥ 并联机器人为例 说明六自由度并联机器人位置工作空

间的在 ∏ ≤ ⁄ 平台上的几何确定方法

由 的分析可知 2 × ≥ 并联机器人在姿态给定情况下 其工作空间是 个规则曲面

体的交集 下面我们以一个 2 × ≥ 并联机器人为例 在 ∏ ≤ ⁄ 平台上具体分析其位置工

作空间 其 个无量纲结构参数为

ρ  ρ  ρ

角度参数为 Υ 分析的姿态为上平台平行于下平台的姿态 即

Υ  Υ  Υ

由于 ρ ρ 所以该姿态下 2 × ≥ 并联机器人的工作空间是 个曲面体的交集 由于 Υ
个曲面体两两重合 所以该姿态下 2 × ≥ 并联机器人的工作空间是 个曲面体的交集 中

心坐标分别为

Οτ   

Οτ   

Οτ   

如图 所示 第五!第六分支的工作空间即为封闭圆弧 αβχδ 绕 Ζδ轴旋转形成的曲面体 该姿态

下 2 × ≥ 并联机器人的工作空间就是这样 个曲面体的交集 如图 所示 图 为该机

器人 ζ 时位置工作空间的截面 其体积和可由 ∏ ≤ ⁄ 的下拉菜单/ × ≥ 2

± ≠ ≥≥ ° °∞ × ∞≥0得到 体积为 ς 截面面积可由下拉菜单/ × ≥

± ≠ ∞ 0得到 为 Α
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图  2 × ≥ 并联机器人位置工作空间求解图例

由此可见 当 2 × ≥ 机器人

的结构参数给出后 用该几何方

法在 ∏ ≤ ⁄ 平台上求该机器

人定姿态下的工作空间很方便!

直观

≥ 并联机器人的位置

工作空间也可根据 所述的几

何法在 ∏ ≤ ⁄ 平台上直接得

到 而用不着在分析无数位置工

作空间的截面的基础上得出其位

置工作空间≈

我们来看一下六自由度并联

机器人的可达工作空间 对于 2

× ≥ 并联机器人 由式 !

图  2 × ≥ 并联机器人的位置工作空间及其截面

和 得

ξ οι ψοι ζι ρ

这是一个球面的方程 这意味着点 Οτι ξ οι ψοι ζι 分布在以原点 Ο 为球心以 ρ 为半径的球

面上 该球面的大小和位置与 Γι 或 Υ无关 但由于 个欧拉角 Υ Υ Υ 不能任意取值 即该并

联机器人的姿态不能是任意的 所以点 Οτι ξ οι ψοι ζι 的轨迹是球面的子集 该子集与该

并联机器人的姿态有关 由于我们不考虑杆件之间的相互干涉并且假设 Ηι 是任意 由该并联

机器人的结构特性可知 该子集或该机器人的姿态与 Γι 或 Υ无关 所以 2 × ≥ 并联机器人的

可达工作空间与 Γι 或 Υ无关 由于点 Οτι ξ οι ψοι ζι 的轨迹或决定 2 × ≥ 并联机器人的

可达工作空间的球面子集的大小取决于该并联机器人的姿态 而姿态取决于该机器人位置反

解的结果 所以 2 × ≥ 并联机器人的可达工作空间取决于该机器人位置反解的结果 采用几

何法很难得出 我们能够得出的结果是 2 × ≥ 并联机器人的可达工作空间是其任何一个位
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置工作空间以以原点 Ο 为球心 ρ 为半径的部分球面为基面的包络

对于 ≥ 并联机器人也有相同的结果 因此六自由度并联机器人的可达工作空间取

决于位置反解的结果 很难用几何法来求解

5 结论

本文在 ∏ ≤ ⁄ 平台上研究了六自由度并联机器人在姿态给定情况下的工作空间的几

何确定方法 该方法以并联机器人的运动学反解为基础 得出 ≥ 并联机器人在姿态给定

时的工作空间是六个实心或空心球体的交集 2 × ≥ 并联机器人的位置工作空间是 个相同

的曲面体的交集 该交集或其截面以及其容积可以在 ∏ ≤ ⁄ 平台上很方便地得到 该方法

是确定 自由度并联机器人位置工作空间的一种简单!有效方法
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