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基于扩散原理的冗余机器人逆运动学的学习方法
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摘 要} 本文介绍一种基于扩散原理的机器人逆运动学学习方法q首先运用偏微分扩散方程o只需少量的试验

运动即可求解在有限作业空间上拥有同样拓扑关系的机器人逆运动学变换q然后应用反馈误差学习法修正学习误

差q在此基础上o提出一种并行分布结构用于冗余机器人逆运动学计算q分析与仿真结果表明o该方法不仅算法简

单!精度高o而且可获得连续的逆运动学映射q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

求解机器人的逆运动学对于机器人的控制是至

关重要的q常用的求解方法分为三类o一是以手臂的

精确的几何模型为前提研究求解运动学方程的方

法q该法只能用于特定结构的机器人q作为新一代机

器人的自治型机器人o要求能够在变化的环境中自

己进行判断决策o采取正确的行动以完成给定的目

标任务q对于这种机器人o为了适应环境的变化或避

开障碍物等o使得它具有高度的灵活性o在设计上往

往考虑增加关节数o使它具有像人手臂一样的关节

数和灵活性o在这种场合冗余性是十分必要的q然而

对于冗余机器人应用一般的建立机器人几何模型求

解运动学方程的方法是十分困难的q第二类方法通

常在假设机器人的雅可比矩阵已知的前提下o利用

其逆矩阵来求解逆运动学q对于冗余机器人o往往可

用雅可比矩阵的转置或广义逆矩阵或通过增加约束

条件使雅可比矩阵变为方阵后再来计算q但这类算

法存在的问题是}≠ 解法的前提是已知机器人的雅

可比阵o这对较复杂的机器人是难以做到的~� 雅可

比阵及其广义逆需要进行数值计算o而数值计算可

能出现不收敛≈t q为了求解冗余机器人的逆运动学o

出现了第三类求解方法o即智能求解方法q典型的有

基于学习的算法和神经网络算法q神经网络方法存

在收敛性问题o局部最优问题qt|{| 年以来o德国的

• ¤̄·̈µ和 � ¬··̈µ等人≈u 将芬兰神经网络理论专家

�²«²± ±̈ 于 t|{u 年提出的拓扑守恒的自组织学习
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算法推广到机器人的逆运动学变换求解q这种方法

不需要事先知道任何有关机器人的运动关系q它首

先在作业空间上随机地提出一系列位置目标o然后

使用机器人的视觉测出目标位置和当前实际位置的

差距q在此基础上o让机器人执行试验运动o然后用

自学习算法算出与作业空间保持同样拓扑关系的机

器人的相应关节角度q该方法的缺点在于它需要机

器人在学习过程中执行大量的试验运动q在还没有

完全组织好逆运动学变换时就进行试验运动可能会

给机器人带来很大危险q

�∏²和 �·²
≈v t||y 年综合分析了有教师学习和

自学习各方式的利弊后o提出了基于扩散方程的学

习算法用于组织机器人的手2眼协调q该法1t2首先使

用有教师学习法来求得从机器人关节空间到作业空

间的运动学关系q然后运用偏微分扩散方程o在不要

求机器人的试验运动的条件下求得在有限作业空间

上具有同样拓扑关系的机器人的逆运动学变换q但

该法学得的结果经常会出现不连续的映射q

本文针对冗余机器人k对一般机器人亦适用l的

逆运动学求解问题o对基于扩散原理的方法进行了

深入分析研究并对算法加以改进o提出了新的误差

修正算法o克服了不连续问题o并且提出了一种并行

分布结构用于冗余机器人逆运动学计算q

与一般的神经网络学习方法相比o本方法在学

习各点的值时只需其相邻结点的信息而不必考虑整

个空间内的各结点信息o大大简化了计算q为了用上

述并行分布式方法计算实际冗余机器人的高精度的

非线性运动学逆映射o本文还研究了与之相应的计

算机结构q

本文将首先介绍基于扩散方程的学习算法o然

后再介绍并行分布式计算方法及相应的计算机结

构q最后o通过仿真探讨并证明了其有效性q

2 基本原理 kΒασιχ πρινχιπλεl

本节首先将讨论冗余机器人逆运动学求解的目

标o由此给出相应的目标函数q再由目标函数导出基

于扩散方程的求解运动学逆变换的计算公式并加以

讨论q

2q 1 目标函数

作为求解目标o不仅要求该算法对任一给定直

角空间的末端位置能得到相应的关节角o而且要求

在机器人的整个工作空间内该运动学逆变换在任一

点上都是连续的o也就是具有拓扑守恒性质q为了实

现这一目标o考虑如下的目标函数

ςkΗl �
t

uΘΣ
¾Αkτlτρk

5ΗΤ

5ξ
5Η
5ξ l n

Βkτl+ Αkξ p φkΗll+ uÀ§ξ ktl

  其中 Σ 表示机器人的工作空间oΑkτl和 Βkτl分别

为加权因子o反映了第一!二项的权重o后面将会提

到 Αkτl和 Βkτl的选取问题qΞ 为机器人末端直角坐

标oΗ为相应的关节角oφkΗl为运动学正变换oΑ 为雅

可比矩阵的逆oτρk l为矩阵的迹q式ktl右端第一项反

映 ξψ Η映射的连续性o而第二项则反映了逆变换的

计算误差o从而目标函数 ςkΗl完全包含了上述两个

要求q理想的运动学逆变换应使 ςkΗl最小q

2q2 求解运动学逆变换的偏微分方程式

下面将导出使 ςkΗl趋向最小的运动学逆变换的

优化解q为此引入变分方法o设 ΔΗ为 Η的变分oΕ为正

的无穷小量o则对于微小增量 ΕΔΗo在略去高阶微量

后可得到相应的运动学正解为

φkΗn ΕΔΗl Υ φkΗl n Ε5φ5ΗΔΗ

� φkΗl n ΕϑΔΗ kul

将式kul代入式ktlo可得

ςkΗn ΕΔΗl�

t

u
ΑkτlΘΣ

τρ¾k
5kΗn ΕΔΗl

5ξ lΤ 5kΗn ΕΔΗl
5ξ À§ξ

n
t

u
ΒkτlΘΣ

+ ΑkΞ p φkΗn ΕΔΗll+ u§ξ

Υ
t

u
ΑkτlΘσ

τρ¾k≈
5Η
5ξ  

Τ n Ε≈ΕΔΗ5ξ  Τlk
5Η
5ξ n ΕΕΔΗ5ξ lÀ§ξ

n
t

u
ΒkτlΘΣ

+ Αkξ p φkΗl p ΕϑΔΗl+ u§ξ

�
t

u
ΑkτlΘΣ

¾τρ≈k
5Η
5ξ l

Τ 5Η
5ξ   n uΕτρ≈k

5Η
5ξ l

Τ ΕΔΗ
5ξ   n

Εuτρ≈k
ΕΔΗ
5ξ lΤ ΕΔΗ

5ξ  À§ξ n
t

u
ΒkτlΘΣ

k+ Αkξ p φkΗll+ u

p uΕ3Αkξ p φkΗlloΔΗ4 n Εu+ ΔΗ+ ul§ξ kvl

式中� � 为求两矢量内积的符号q假设在机器人工

作空间的边界无关节误差o即满足边界条件 ΔΗ� so

则可以证明}

ΘΣ
τρ≈k

5Η
5ξ l

Τ 5ΔΗ
5ξ  §ξ � p ΘΣ

3� uΗoΔΗ4§ξ kwl

式中� uΗ表示 §¬√kªµ¤§kΗllo其中 §¬√k l表示散度o

ªµ¤§k l表示梯度q将上式代入式kvlo得

ςkΗn ΕΔΗl � ςkΗl p ΕΘΣ
≈Αkτl3� uΗoΔΗ4 n

Βkτl3Αkξ p φkτlloΔΗ4 §ξ

n
t

u
ΕuΘΣ

kΑkτlτρ≈k
5ΔΗ
5ξ lΤ 5ΔΗ

5ξ   n

Βkτl+ ΔΗ+ ul§ξ kxl
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由上式可得

5ςkΗl
5Ε � ¬̄°

Εψ s

ςkΗn ΕΔΗl p ςkΗl
Ε

� p ΘΣ
3Αkτl� uΗn ΒkτlΑkξ p φkΗlloΔΗ4§ξ

kyl

由上式可见o为了使目标函数趋于最小o可取

ΔΗ� Αkτl� uΗn ΒkτlΑkξ p φkΗll kzl

这就是求取运动学逆变换的优化解o下面以此偏微

分方程式为基础o讨论相应算法q

2q3 扩散方程式

式kzl右端第一项即为扩散项o第二项为误差修

正项q扩散方程式由下式给出

� u
ξΗ� s k{l

其中oΗ为机器人的关节角oξ 表示机器人的作业空

间q首先将机器人连续的工作空间离散化o从作业空

间中只需选择少量的点作为样本点o通过相应的试

验运动获得样本点的关节角o再以各样本点为中心o

运用扩散方程向四周扩散o即可得到连续分布的空

间构形和各结点的关节值q式k{l可改写成如下的离

散形式

Ηιn t
ιoϕ �

t

w
¾Ητιp toϕ n Ητιn toϕ n Ητιoϕp t n Ητιoϕn tÀ k|l

  其中oτ表示学习的步数oι oϕ表示某个方格在作

业空间中的位置q然而o上述的扩散过程只不过是线

性的空间插补而已o即使 τ趋于无穷大o只能接近目

标值而不能达到目标值o必须要进行下述的误差修

正q

2q 4 学习计算公式

基于式k|l表示的扩散方程o式kzl可改写为如

下的学习计算公式

Ητn t
ιoϕ �

Αkτn tl

w
¾Ητιp toϕ n Ητιn toϕ n Ητιoϕp t n Ητιoϕn tÀ n

Βkτn tlΑτ
ιoϕ≈ξ ιoϕ p φkΗτιoϕl  ktsl

式中右端第一项即为扩散项o第二项即为误差修正

项qΑkτl可取为时间 τ的 Σ 函数或双曲正切函数o而 Β

kτl� tp Αkτlqτ� s时 Αksl� toΒksl� s而 τψ ] 时o

Αk] l� soΒk] l� to设 Αkτl�
t

u
时 τ� τβo则当 τ� τβ

时学习过程表现为扩散过程o而当 τ� τβ 时学习过程

表现为误差修正过程q

2q5 误差修正

在误差修正项中oΑτ
ιoϕ在学习过程中应随 Ητιoϕ的变

化而变化q仿真表明oΑτ
ιoϕ的不同学习计算方法对运

动学逆变换的连续性有很大影响q本文提出如下的

方法

选取如下的目标函数

Ε ιoϕ �
t

u
+ ∃Ητιoϕ p Ατ

ιoϕ∃ξ τ
ιoϕ+ u kttl

其中

∃Ητιoϕ � Ητιoϕ p Ητp t
ιoϕ

∃ξ τ
ιoϕ � ξ τ

ιoϕ p ξ τp t
ιoϕ

则有

Ατn t
ιoϕ � Ατ

ιoϕ n αιoϕρ
τ
ιoϕ ktul

其中 ρτιoϕ为 Ε ιoϕ在Ατ
ιoϕ处的负梯度方向单位矢量oαιoϕ为

步长因子q显然有

ρτιoϕ � p
5Ε ιoϕ

5Ατ
ιoϕ

� k∃Ητιoϕ p Ατ
ιoϕ∃ ξ τ

ιoϕlk∃ ξ τ
ιoϕl

Τ ktvl

故

Ατn t
ιoϕ � Ατ

ιoϕ n αιoϕk∃Ητιoϕ p Ατ
ιoϕ∃ ξ τ

ιoϕlk∃ξ τ
ιoϕl

Τ

ktwl

  可用黄金分割法求最优步长因子 α3
ιoϕq为简化计

算o此处用外推法确定 Ατn t
ιoϕ 的优化区间o用 sqyt{法

进行 x 次迭代计算o将极小点所在区间长度缩小到

原优化区间的十分之一o并取该区间中点作为 Ατn t
ιoϕ

的近似优化解q仿真表明o本方法在保证较高精度的

同时也保证了运动学逆变换的连续性q

2q6 学习计算步骤

为方便起见o本文以图 t所示的 v自由度操作手

为例进行讨论o其运动学方程如下}

ξ t � λt¦²¶Ηt n λu¦²¶kΗt n Ηul n

λv¦²¶kΗt n Ηu n Ηvl

ξ u � λt¶¬±Ηt n λu¶¬±kΗt n Ηul n

λv¶¬±kΗt n Ηu n Ηvl ktxl

其中o关节角矢量 Η� ≈ΗtoΗuoΗv Τ Ι Ρ vo末端位置矢量

ξ� ≈ξ toξ u 
Τ Ι Ρ uo上式可写成下列的非线性运动学

关系

ξ � φkΗl ktyl

  由于 v� uo故该操纵手具有冗余性q设工作空间

为一方形o根据计算精度要求将它分成若干个等间

隔的小方格o此处为 y≅ y个方格k如图 t所示lq现将

组合方法归纳如下}

ktl 给出在工作空间四个顶点kιsoϕslokιsoϕylo

kιyoϕslokιyoϕylo的关节角 Η的教师信息q

kul 按式ktsl进行学习计算o由于 τ� τβoΑΥ toΒ

Υ s o 故此时的实际过程是按扩散方程式k|lo以教

师信息为起点沿时间轴将关节角向四周扩散q随着

各结点关节角的变化o根据上小节所述方法更新雅

可比矩阵的逆 Αιoϕo反复进行本操作直至 τΥ τβo此时

uxx     机 器 人 usst年 tt月



关节角随时间几乎不再变化q此阶段为教师信息扩

散阶段q

当 τ� τβ 时oΑΥ soΑΥ to此时学习过程主要处于

误差修正阶段q重复本操作直至各结点的关节角度

精度达到给定指标为止q

图 t 三自由度平面操作手及其工作空间

ƒ¬ªqt � v2§̈ ªµ̈¨²©©µ̈ §̈²° ¶¦¤̄¨

°¤±¬³∏̄¤·²µ¤±§¬·¶º ²µ®¬±ª¶³¤¦̈

上述方法具有以下特点}

ktl 据扩散方程式o只需相邻结点的信息即可学

习各结点的关节角度q

kul 在教师信息扩散的同时o学习雅可比矩阵的

逆 Αιoϕq

kvl 在获得较高的学习精度的同时保持了运动

学逆变换的连续性q

3  并 行 分 布 式 计 算 结 构 kΧαλχυλατεδ

αρχηιτεχτυρε ωιτη παραλλελδιστριβυτιονl

对于上一节所讨论的运动学逆映射学习算法要

得到高精度高密度的映射就需要花费很长的计算时

间o或者需要较多的处理器q因此o为了能够进行高

速处理o下面讨论相应的并行分布式算法和有关的

并行分布式计算机系统结构q

3q1 并行分布式结构的选择

由上一节介绍的逆运动学映射学习算法的扩散

方程可知o离散生成映射上各结点的关节角度时只

需该结点的相邻结点的关节角度信息q由此可见o与

多个处理器访问同一个存储器区域相比o各个处理

器频繁存取各自特定的存储器区域的情形是主要

的o因此本文采用分布式存储器类型的硬件结构q

3q2 高密度映射的并行分布式计算

下面探讨应用分布式存储器型的硬件结构进行

高密度逆运动学映射的方法q

这里首先对学习区域进行分割o对每个区域的

多个结点用同一个处理器进行学习计算o而区域四

周结点的关节角由主处理器学习并作为该区域的教

师信号通过通信送入该区域的处理器q这样o在计算

本区域内的各结点时处理器只许访问本地的存储

器o只有计算外围的结点时才需要相互间的通信o这

种方法充分利用了分布式存储器的优点q图 u 表示

了扩散式学习过程o开始时学习区域顶点的关节角o

然后将所得结果作为新的教师信号生成各区域内的

各结点关节角q

图 u 扩散式学习过程
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这种方法用较少的处理器就可快速有效地进行

高密度的逆运动学计算o处理器间的通信时间也大

大缩短q

4  仿真结果及其分析 kΣιμ υλατιον ρεσυλτσ

ανδ ιτσαναλψζινγl

以图 t所示的平面 v自由度操作手为对象o对本

文所提方案进行了模拟仿真q各杆件的长度均为

t° o手臂的工作空间设为 sqx° [ ξ t[ u° o sqx° [

ξ u[ u° qq此处取工作空间的结点数为 wt≅ wto相应

的结点距离为 vzqx°° q利用学习所得结果控制机器

人末端在该平面工作空间上的以圆心为kξ tsoξ usl�

ktqux° otqux° lo半径为 sqy° 的圆形轨道上运动q

考察两种情形}第一种为不分割即 wt≅ wt个结点作

为整体区域进行计算的情形~第二种为将工作空间

分割成 w≅ w� ty个区域o各区域顶点构成 x≅ x个结

点阵列o首先计算该结点阵列的关节角o其结果作为

教师信号再计算各区域的 tt≅ tt个结点阵列o最后

将各区域的结果组合在一起构成全空间的运动学逆

映射q通过对两者的比较可知o两者的运行轨迹几乎

一样q k下转第 xzw页l
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