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摘 要! 为满足在数字信号处理器-./’4565789:56;89<=>?@::>=)上进行离散分数阶傅里叶变换

-ABAC’45:?=@7@D=8?75>;89D>E=5@=7=8;:D>=F)实时计算的要求0通过对多种-ABAC计算方法进
行比较0选择GH8I78:提出的-ABAC快速算法进行基于-./的详细实现处理J在对该快速算法进
行理论分析的基础上0将快速算法的计算过程进行优化配置0并给出完整的计算量统计结果J在保
证精度要求的情况下0提出的详细实现方法将快速算法的实数乘法计算量减至最小J工程实际应
用表明!该方法满足-./运算精度和实时性要求J
关键词! 分数阶傅里叶变换2离散分数阶傅里叶变换2快速傅里叶变换2-./
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引言

分数阶傅里叶变换’D=8?75>;89A>E=5@=7=8;%

:D>=F0ABAC)作为傅里叶变换的广义形式0可以

应用于光学信号处理0调频声信号检测{时频分析

在内的多个信号处理领域J各种离散分数阶傅里叶

变换-ABAC算法的发展进一步促进了分数阶傅

里叶变换在这些领域中的发展J对于连续函数0其

阶连续ABAC变换|"}表达式如下!
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式中 .&"345在一些文献中定义为旋转角度6
7879变换的核函数-.#$/0%定义为
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式中J
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分数阶傅里叶变换的几个重要特性Q5RJ
2%周期性 (NSB"!#$%&("!#$%/公式中S为整

数6
5%可逆性和酉性 #("%,2&(,"&#("%B/其

中TBU代表核函数-.#$/0%共轭变量转置V

P%交换性和叠加性 ("2("5&("5("2&

("2B"5V
N%"&W/("!#$%&!#$%V"&2/("!#$%&

79#!#$%%V"&5/("!#$%&!#,$%V"&P/("!#$%
&X79#!#$%%6
为了处理离散信号/必须采用离散形式的分

数阶傅里叶变换78796各种Y7879算法的出现
促进了分数阶傅里叶变换在数字信号处理领域的

应用6
Z[LA\[L[]等人QPR利用标准Y79矩阵(的指

数项线性组合来计算Y7879/缺点是计算结果与
连续变换误差较大6其表达式为

(.&EW#.%(WBE2#.%(2BE5#.%(5BEP#.%(P

#N%
式中J

EW#.%& 25#2B;
>.%?@C.

E2#.%& 25#2,>;
>.%CML.

E5#.%& 25#2B;
>.%?@C.

EP#.%& 25#,2,>;
>.%?@C.

计算Y7879方法的一个重要分支就是采用
基于Y79矩阵特征分解的方法Q5/NR6该类型的算法
虽然运算量不是最小的/但能满足一定的精度要
求/并且还出现了一些优化算法QNR来减小计算量6

_̂[‘A[C等人QaR提出的快速算法/是通过数学
推导将时连续7879运算的离散采样巧妙地转化
为调制后离散信号与?\Mb=信号时域卷积的形式/

从而有效地利用779#c[CA7@dbM;bAb[LCc@b]%运算
来减小运算量6虽然该快速算法也存在一定缺点/
例如/由于核函数-.#$/0%不是一个带限函数/对其
采样会存在频带混叠/但仍是公认的一种高效算
法6本文在对该快速算法进行理论分析的基础上/
给出了可以直接应用于数字信号处理器 YZe上

Y7879计算的详细实现6

2 快速算法的理论基础
快速算法对应到频域为频谱相乘形式/这样就

可以通过779运算减小运算量6快速算法要求通
过量纲归一化#1M];LCM@L[fL@b][fM_[AM@L%将信号
的 时域和频域转换成无量纲量#1M];LCM@Lf;CC
gd[LAMAh%/其理论分析如下6
理论上/除零信号外任何信号的时域和频域不

可能同时具有紧凑性#?@]=[?AL;CC%/但实际处理
中可以近似认为信号同时具有紧凑性/在时域限定
为Q,i$45/i$45R/频域限定为Q,ij45/ij45R6定
义 信 号 !#$%的 时 宽 带 宽 积 #AM];kl[L1mM1A\
=b@1d?A%n & i$ij/选 择 尺 度 因 子 #C?[fMLK

=[b[];A;b%o p& i$4ij定义新的尺度化坐标q&$4
o和r&jo/从而实现无量纲化的新坐标系#q/s%/
将信号tMKL;b分布限定在以原点为中心/半径iq

p& n的范围内6对归一化后的信号以24iq的间
隔进行采样/以保证采样后信号的tMKL;b分布#即
信号的能量%限定在这个范围内6为了得到7879
后信号 !"#$%的 tMKL;b分布情况/引入 78u9和

tMKL;b分布的重要关系式QvRJ

wx"#$/j%&w!#$?@C.,jCML./$CML.Bj?@C.% #a%

式中J.&"345为旋转角度V!"#$%为信号!#$%的"
阶傅里叶变换/信号 !#$%的 tMKL;b分布函数V

w!#$/j%&*!#$B y45%!z#$, y45%;,>53jy1yV

wx"#$/j%为!"#$%的tMKL;b分布函数6该表达式的

物理含义为信号 "阶连续分数阶傅里叶变换 !"#$%
的 tMKL;b分布相当于信号 tMKL;b分布进行角度
为 .& "345的旋转变化6因此量纲归一化可确保
分数阶傅里叶变换后信号的能量也限定在以原点

为中心/半径 piq& n 的范围内6
在实际处理中/对于观测时间为{和采样率为

j!的离散观测信号/直接取 i$& {/ij& j!/因此

采样点数 n& i$ij& {j!等于观测点数6由于在
采样前要求对信号进行归一化处理/所以对于实际
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应用中得到的离散观测信号!"#$"其中#%&’"(
) *$$直接用于 +,-,.运算/

0 快速算法的详细实现
经过数学推导后1快速算法的核心表达式"即

&234 5654 *23时1连续 ,-,.运算的离散采
样$为
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式中 A% MNO;1 B% MPM;1H% :;
0<=1I*"F$%

>?@"A)B$"
F
0<=$

0
1I0"F$% >?@B"

F
0<=$

0
1IJ"F$% I*"F$!G"F$1

!G"F$%!G"F0<=$
为离散观测信号!"#$"#%&’"(

) *$的插值信号/从"L$式可以看出1快速算法的
核心就是利用 ,,.运算完成 IJ"F$和 I0"F$的卷
积运算1并将计算量从Q"E0$降低到Q"ERNS0E$/
算法流程如下T

*$阶数处理/由于表达式"L$的数学推导是基
于&2345654*23的范围1所以1对于变换阶数6
不在该范围的+,-,.计算可以根据前述,-,.的
周期性U叠加性以及在特殊阶数上的变换特性1利
用,,.1反,,.和数据翻转来完成数据的预处理1
最终将变换阶数6限制在V&231*23W范围内1具体
流程见图*所示/需要注意利用,,.和反,,.对
数据进行预处理时的移位问题/虽然原始观测信号
的范围为V&1K1()*W1但在分数阶变换处理中!
"#$是作为V)EX01K1EX0W的索引VLW存放的/由
于,,.和反,,.处理的信号索引范围为V)EX01
K1EX0W1而分数阶变换处理的信号索引范围为

V)EX01K1EX0W1因此在,,.处理前要将数据从

V)EX01K1EX0W形式转换成V&1K1E)*W1在

,,.和反 ,,.处理后再将数据搬移回V)EX01
K1EX0W形式/如果观测信号长度(为偶数1处理
前将后面的V(X01K1()*W点数据搬移到前面1
处理后将这段信号又放回原位Y如果观测信号长度

(为奇数1对V"(Z*$X01K1()*W点数据作相同
处理/

图* 阶数处理流程图

[\]2* [̂_‘abcde_f_dghdijklhdmd_ahnn\i]

0$插值处理/实际应用中1输入信号为(点
离散观测信号!"#$"其中#%&’"()*$$1可认为

其满足量纲归一化条件1则有!"#$%!"#<=$/
对输入

信号!"#$进行插值处理后返回"0()*$点的插值

信号为!G"F$%!G"F0<=$1
其中F%)E1K1)*1&1*1

K1E"取E%()*$/不论输入信号!"#$长度为奇

数点还是偶数点1经过插值处理后得到"0EZ*$点

插值信号为!G"F$/本文采用拉格朗日方法VoW对信

号!"#$进行插值处理/对于(点信号1要在信号中

间插入"()*$个点1插值后信号的表达式为

pG"F$%

!"#$1F%)E1)EZ01K1E)01EY#%"FZE$X0
V3!"&$Z*3!"*$)3!"0$Z!"J$WX*L1F%)EZ*
V)!"#)*$Zq!"#$Zq!"#Z*$)!"#Z0$WX*L1F%)EZJ1)EZ31K1E)JY#%"FZE)*$X0
V!"()r$)3!"()J$Z*3!"()0$Z3!"()*$WX*L1F%

s

t

u E)*W

"o$

J$卷积处理/"0EZ*$点插值后信号!G"F$与

I*"F$相乘可构成"0EZ*$点IJ"F$1计算IJ"F$和
I0"F$卷积结果1计算范围为C%)E1K1E/选取I0
"F$的最短长度为"rEZ*$1示意图如图0所示/
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图! 卷积处理示意图

"#$%! &#’$(’))’*#+,-.*+/01+023045*#026(0+.,,#2$
采用778运算完成9:;<=和9!;<=卷积计算>卷

积结果的长度为;?@AB=>所以778长度C为大于

;?@AB=的!的整数次幂>即CD!EFG;HIJ!;?KAB==ABL对

两组 778数据相乘结果进行反 778运算>取反

778运算的前;?@AB=值作为卷积结果L
M=抽取处理L在;?@AB=点的卷积结果中选

取NDO@>P>@的数据>对应的存放位置为Q!@
AB>M@ABRL同时考虑到输出结果要从;!@AB=
点中抽取>所以取;!@AB=S!S;M@AB=点的T
D@AB点数据L

U=系数处理L对抽取出的TD@AB点数据根
据;?=式乘以对应的系数V和9B;N=>可得到最终的离
散分数阶傅里叶变换结果WX;Y=>YDZ>P>TOBL
整个算法详细实现处理的系统流程如图:所示L

图: 快速算法详细实现流程图

"#$%: "40[+/’(*011’,*’4$0(#*/)\,].*’#4.]#)64.).2*’#*02

: 快速算法详细实现的计算量分析
笔者对快速算法详细实现的计算量分析只针

对X在QZ%U>B%UR范围内>并且输入信号为复数信
号这种情况L此外9B;<=>9!;<=>V和 _̂等向量和系

数的计算量不考虑>因为在‘ab处理中这些辅助
量在运算前已计算完成并存放在缓存里L对于T
点输入信号>定义 @DTOB>CD!EFG;HIJ!;?@AB==ABL
笔者分析计算量要求限制X在QZ%U>B%UR范围内的
原因是因为对于T为非!整数次幂的情况下>778
运算量与T有很大关系>很难确定实际计算量L当
去周期后X在QZ%U>B%UR范围内>各步骤的计算量
统计见表BL
表B 快速算法各处理步骤实数乘法计算量统计结果

c’d4.B e.’4)54*#64#+’#*#02’)052*\,,*’*#,*#+’4(.,54*01

1’,*’4$0(#*/)\,.3.(f6(0+.]5(.,*.6

处理步骤 实数乘法计算量分析

;B=阶数处理 Z

;!=插值处理 g@

;:=卷积处理 MCHIJ!CAM;CA!@AB=

;M=抽取处理 Z

;U=系数处理 MT

表B中卷积处理的实数乘法计算量分析h对于

长度为C的778运算>其复数乘法量为C!HIJ!Ci

一次复数乘法要进行M次实数乘法运算L卷积计算
要进行 B次;!@AB=点的乘法>!次C点778运
算>B次C点的复数乘法和B次C点反778运算L
由于在‘ab计算中>9!;<=的778可以预先计算>
最终卷积计算的实数乘法计算量为MCHIJ!CAM;C
A!@AB=L
综上所述>X在QZ%U>B%UR范围内>对输入信号

为T点复数信号情况>快速算法详细实现的总实数
乘法计算量为;MCHIJ!CAMCAB?@AMTAM=L

M 结论
在对‘7j78快速算法理论分析的基础上>给

出了可以直接应用于‘ab处理的快速算法详细实
现的步骤>并给出了该详细实现的计算量分析L在
保证精度要求的条件下>提出的详细实现处理方法
将快速算法的实数乘法计算量减至最小L该详细实
现方法已在工程实际项目中得到应用>满足了在

‘ab上运行处理的精度和实时性要求L
对于分数阶傅里叶变换这一数学工具>可以应

用于光学k声学和通信在内的多个领域L例如>对于

lmMBl应用光学 !ZZn>!g;!= 陈 鹏h离散分数阶傅里叶变换快速算法的‘ab详细实现



常用的信号检测和波束形成算法!"#$可以采用分数
阶傅里叶变换达到更高的精度%随着离散分数阶傅
里叶变换算法的发展$分数阶傅里叶变换的应用将
会更加广泛%
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以色列研发新一代海上F\I.系统

LMMZ年底$以色列拉法尔军械发展管理有限公司公布了其正在开发的先进海上红外凝视跟踪O7@=;>9
;568<>;5>@6<;>:e$F\I.Q系统的详细情况%这种名为f海上观察员gOI5>IW?<<5;Q的系统可定位从水平面
到高空的水面和机载目标h超音速或低速目标h舰艇上空及周围的小型目标%

f海上观察员g系统采用L个ORiPQjD中波红外锑化铟凝视焦平面阵列传感器$并利用图像处理算法
分析目标运动并确定探测到的是否是敌方目标%系统的实现以两项专利为基础$第一项是在高帧频下几个
望远镜之间的分时$另外一项则涉及中央闭环冷却系统%

f海上观察员g可以说是上一代的红外搜索跟踪OO7@=;>9;5685>;:4>@6<;>:e$F\I.QQ系统的升级版%
前后两代系统的名称缩写虽然相同$但从全称中则可以看出两种系统的细微差别%新一代F\I.是通过连
续 性监视传感器实现舰艇周围的威胁和目标的自动探测$而上一代的F\I.则是通过搜索或扫描才能够
完成%据拉斐尔公司称$与上一代F\I.系统相比$新一代虚警率大大降低$达到了每LN4才有’次的水平%

f海上观察员g目前尚处于研制中期$按计划将于LMMT年进行首次系统测试%据称$f海上观察员g适用
于所有的海军舰艇%f世界上许多国家的海军都发现了新的F\I.系统的优势$它不发射任何信号$能够使
舰艇在不被敌人发现的情况下k看见l对方g$拉斐尔公司已经向若干国家的海军推介了f海上观察员g%
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