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13 C∗− 0�� 1 ∈ B 
 A 9�0�� ϕ : A −→ B 
)�h1�u! (A,ϕ) 
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∀b0, b1, . . . ,∈ B,! µa(b0Xb1X · · ·Xbn)
 a9�.�� ΣB := {µ|µ : B〈X〉 −→ B
)�h1}.�R 2.2 K [n] := {1, 2, . . . , n}, π = {V1, V2, . . . , Vp} !2 [n] 9zU�~ Vi F
 [n] 9S5��� ⋃p

i=1 Vi = [n], oy�=��
π = {V1, . . . , Vp} !2S��zU�~ ∀i, j = 1, 2, . . . , p; Vi = {v1, v2, . . . , vn}, (v1 < · · · <

vn);Vj = {ω1, . . . , ωm}, (ω1 < · · · < ωm), f
ωk < v1 < ωk+1 ⇐⇒ ωk < vn < ωk+1, k = 1, 2, . . . ,m− 1.�9T[	R"}
���fT[ Vi 
 [n] �q� (� Vi lr�m [n] �ZEA��9�fA),o π\{Vi} 
 [n]\Vi 9S��zU� [n] 9S��zU9t%�2 NC(n).

π = {V1, . . . , Vp} ∈ NC(n), Vi !2 π 98� ∀π, σ ∈ NC(n), 7U� π ≤ σ, 
�wr π 9T[8 Vi, F+s σ 98 Wj � Vi ⊆Wj .

I2 := {η|η
⋃
n∈N(NC(n) × NC(n))�9V�n�oQ�η(π, σ) = 0,3π 6≤ σ�}.I2 �9#N ∗ : I2 × I2 −→ I2:

(θ ∗ η)(π, σ) =
∑

ν∈NC(n)
π≤ν≤σ

θ(π, ν)η(ν, σ),j� θ, η ∈ I2, π, σ ∈ NC(n). (I2, ∗) !2-�0��
I2 �913m
 δ n�� δ(π, σ)

{
1, π = σ

0, j� ;T[	Rn�
 ζ n�� ζ(π, σ) =

{
1, π ≤ σ

0, j� .�9Pn�!2 Mobius n���2 µ, �,	�4; [3].8W℄$���4#n�9Xb��R 2.3 � M 
 B-B- �Y� f (n) : M⊗Bn −→ B, n ∈ N 
T�<F�Ya��D[�UH`94#n� f̂ :

f̂ = (f (n))n∈N :

∞⋃

n=1

(NC(n) ×M⊗n
B ) −→ B.

f̂(π)[a1 ⊗ · · · ⊗ an] |8D[�di π ∈ NC(n), d4U 2 π = π1

⋃
1V , j� V = [k, l] 
q�� 1V = {{k, k + 1, . . . , l}}.

f̂(π)[a1 ⊗ · · · ⊗ an] : = f̂(π1)[a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1f
(l−k+1)(ak ⊗ · · · ⊗ al) ⊗ al+1 ⊗ · · · ⊗ an]

= f̂(π1)[a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ f (l−k+1)(ak ⊗ · · · ⊗ al)al+1 ⊗ · · · ⊗ an]oK f̂(∅)(b) := b, (b ∈ B = M⊗0
B ).℄ d�	4W2D f̂(π), 
^2 π1 x
S��zU�d π1 h4U 2 π1

⋃
1V ′ , V ′ 
q��{P-4W
�$ f̂(π)(a1 ⊗ · · · ⊗ an). :uf f (n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = f̂(1n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an).4#n�9t%�2 I(M,B). f̂ ∈ I(M,B), η ∈ I2, 4� f̂ ∗ η :

∞⋃
n=1

(NC(n) ×M⊗Bn) −→ B,

(f̂ ∗ η)(π)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) :=
∑

υ≤π

f̂(υ)(a1 ⊗ · · · ⊗ an)η(υ, π).



2i V�����*�Æe���G 341�R 2.4 ϕ̂ = (ϕ(n))n∈N ∈ I(A,B) !2.n��~f�
ϕ̂(π)[a1 ⊗ · · · ⊗ apap+1 ⊗ · · · an] = ϕ̂(σ)(a1 ⊗ · · · ap ⊗ ap+1 ⊗ · · · ⊗ an),j� σ |8D[� σ|p=p+1 = π, p ∼σ P + 1.

p ∼σ p+ 1 �� p, p+ 1 s σ 9,T[8��
σ|p=p+1 ��� p, p+13"T[m����749zU��3 p ∼σ p+1��-sC p+1;3 p 6∼σ p+1��-�mf p98jmf p+198vtsTk (� p, p+13"T[m�).B|

σ = {(1, 2), (3, 5), (4, 6)} ∈ NC(6), K p = 3, u σ|p=p+1 = {(1, 2), (3, 5, 6)} ∼= {(1, 2), (4, 5, 6)} ∈

NC(5)..n�9t%�2 Im(A,B).�R 2.5 Ĉ ∈ I(A,B) !2;�n��~�Q��
ĉ(π)(a1 ⊗ · · · ⊗ apap+1 ⊗ · · · ⊗ an) =

∑

σ∈NC(n)
σ|p=p+1=π

ĉ(a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ ap+1 ⊗ · · · ⊗ an);�n�9t%�2 Ic(A,B).;G 2.6
[3] � ϕ̂, ĉ ∈ I(A,B) o ϕ̂ = ĉ∗ ζ � ĉ = ϕ̂∗µ, u ϕ̂ 
.n� ⇐⇒ ĉ
;�n��� ϕ : A −→ B 
)�h1�u4
t.n� ϕ̂ = (ϕ(n))n∈N :

ϕ(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) := ϕ(a1a2 · · · an), (n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A),*J-f;�n� ĉ := ϕ̂ ∗ µ. {P749 ϕ̂, ĉ U�!2 ϕ 9.n�s;�n��
3 H,`T)�
d (�!2 c- 
d) 
d R.Speicher #$9 [2]. 7U�{TXb/g4���9pD��b;�n�9fA℄$T[;�D[��R 3.1 � (A,ϕ) 
 B- �S�|XL5�� ψ : A −→ B 
)�h1� {Ai}i∈I 
 A 9T��0��oW B 2�0��r ak ∈ Aik

, k = 1, 2, . . . , n o i1 6= i2 6= · · · 6= in, ψ(ak) = 0. ~f ψ(a1a2 · · · an) = 0 s ϕ(a1a2 · · ·an) = ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an), u! {Ai}i∈I 
)�
d9� ψ
d9�2H_$;�D[�7U9:D[)�;�n��
A,ϕ, ψ ,��D[ (ϕ, ψ) 9)�;�n� R̂ = (R(n))n∈N , �j ϕ, ψ Ffe�+l8W9�/a	74�
ϕ(a1a2 · · · an) = ϕ(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an)

=

n−1∑

k=0

∑

1<ι(1)<···<ι(k)≤n

R(k+1)[a1ψ
(ι(1)−2)(a2 ⊗ · · · ⊗ aι(1)−1)⊗

aι(1)ψ
(ι(2)−ι(1)−1)(aι(1)+1 ⊗ · · · ⊗ aι(2)−1) ⊗ · · · ⊗ aι(k)ϕ

(n−ι(k))(aι(k)+1 ⊗ · · · ⊗ an)],j� (ϕ(n)), (ψ(n)) U�
 ϕ, ψ 9.n��



342 � J N + k e O 271�/9Z�
�3 n = 1, 
�7 ϕ(1) = R(1), � R(1)(a) 0}a	�47 R(2)(a1 ⊗ a2), {P8s�-474 R(k)(a1 ⊗ · · · ⊗ ak), ∀k ∈ N, a1 · · ·ak ∈ A.

3.2 �R (A,ϕ), ψ, {Ai}i∈I ,�TD[9)��� ϕi := ϕ|Ai
, ψi := ψ|Ai

, (ϕi, ψi)9)�;�n��2 R̂i = (R
(n)
i ), i = 1, 2, . . . , n.ψi 9.n�s;�n��2 ψ̂ = (ψ

(n)
i ), r̂i = (r

(n)
i ), i =

1, 2, . . . , n.(ϕ, ψ) 9)�;�n��2 R̂ = (R(n)), ψ 9;�n��2 r̂ = (r(n)). ~f
r(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
r
(n)
j (a1 ⊗ · · · ⊗ an), ∃j, a1, . . . , an ∈ Aj

0, j�� ;

R(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
R

(1)
j (a1)R

(1)
j (a2) · · ·R

(1)
j (an), ∃j, a1, . . . , an ∈ Aj

0, j�,u! {Ai}i∈I 
)�
d9��6 3.3 D[ 3.1 jD[ 3.2 
;�9�Y: �3 ak ∈ Ain
, ψ(ak) = 0, k = 1, 2, . . . , n, ι1 6= · · · 6= ιn ��

ψ(a1a2 · · · an) = 0, ϕ(a1a2 · · · an) = ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an).

∀a1, a2, . . . , an ∈ A, K ̂̃r = (r̃(n)) D[2
r̃(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
r
(n)
j (a1 ⊗ · · · ⊗ an), ∃j, a1, . . . , an ∈ Aj

0, j�.K ̂̃
R = (R̃(n)), D[2

R̃(n) =

{
R

(1)
k (a1)R

(1)
k (a2) · · ·R

(1)
k (an), ∃j, a1, . . . , an ∈ Aj

0, j�.7U:�X ̂̃r, ̂̃R, U�
 ψ, (ϕ, ψ) 9;�n�s)�;�n���R~8WE	"C�
ψ(a1 · · ·an) =

n−1∑

k=0

∑

1<ι(1)<···<ι(k)≤n

r̃(k+1)(a1 ⊗ aι(1) ⊗ · · · ⊗ aι(k))ψ
(ι(1)−2)(a2 ⊗ · · · ⊗ aι(1)−1) · · ·

ψ(ι(k)−ι(k−1)−1)(aι(k−1)+1 ⊗ · · · ⊗ aι(k)−1)ψ
(n−ι(k))(aι(k)+1 ⊗ · · · ⊗ an); (3.1)

ϕ(a1a2 · · ·an) =

n−1∑

k=0

∑

1<ι(1)<···<ι(k)≤n

R̃(k+1)[a1ψ
(ι(1)−2)(a2 ⊗ · · · ⊗ aι(1)−1)⊗

aι(1)ψ
(ι(2)−ι(1)−1)(aι(1)+1 ⊗ · · · ⊗ aι(2)−1) ⊗ · · · ⊗

aι(k)ϕ
(n−ι(k))(aι(k)+1 ⊗ · · · ⊗ an)] (3.2)di ai 4A2 ψ(ai)1+a◦i , a
◦
i ∈ kerψi9D	�̂ )�R� a1 , a2, . . . anQ��ak ∈ Aik

, i1 6=

· · · 6= in o ψ(ak) = 0. {P (3.1)	g�s	��2J9>GQ��ι(1) = 2, ι(2) = 3, . . . , ι(k) =

n, � (3.2.1) 	g� =r̃(n)(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an). 2 i1 6= i2 6= · · · 6= in, �W (3.2.1) g� =0, J
ψ(a1 · · · an) = 0. d (3.1) "C�



2i V�����*�Æe���G 343R~ (3.2), 7UH n $Ei℄�3 n = 1 ��:u"C���H n− 1 9p9��N"C�\S (3.2) g��2J9>G
W8pD� ι(1) = 2, . . . , ι(k) = k+ 1, ι(k+ 1) = k + 2, . . . . �W
(3.2) g�`2 n−1∑

k=0

R̃(k+1)(a1 ⊗ · · · ⊗ ak+1ϕ(ak+2 · · · an)). 23 k ≥ 1 ��d R̃(k+1) 9D[��{�>2J�Hi k = 0 9>�di℄���
(3.2)g� = R̃(1)(a1)ϕ(a2 · · · an)

= R̃(1)(a1)R̃
(1)(a2)ϕ(a3 · · ·an) = · · · = R̃(1)(a1) · · · R̃

(1)(an)

= ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an) = ϕ(a1 · · ·an).Pl:���
r(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
r
(n)
j (a1 ⊗ · · · ⊗ an), a1, . . . , an�iZ[Aj

0, j�;

R(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

{
R

(1)
k (a1) · · ·R

(1)
k (an), a1, . . . , an�iZ[Ak

0, j�7U:~�
ψ(a1a2 · · · an) = 0, ϕ(a1a2 · · · an) = ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an). (3.3)7U�6 ψ(a1 · · · an) = ψ(n)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

∑
π∈NC(n)

r̃(π)(a1 ⊗ · · · ⊗ an).∀π ∈ NC(n), f��
π = π1

⋃
1[k,l], d

r̃(π) = r̃(π1)(a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1r
(ι−k+1)(ak ⊗ · · · ⊗ aι) ⊗ aι+1 ⊗ · · · ⊗ an),J ik 6= · · · 6= iι, �W r(ι−k)(ak ⊗ · · · ⊗ aι) = 0, ψ(a1a2 · · · an) = 0.

ϕ(a1a2 · · ·an) =
n−1∑

k=0

∑

1<ι(1)<···<ι(k)≤n

R(k+1)[a1ψ
(ι(1)−2)(a2 ⊗ · · · ⊗ aι(1)−1) ⊗ · · · ⊗

aι(k−1)ψ
(ι(k)−ι(k−1)−1) ⊗ aι(k)ϕ

(n−ι(k))(aι(k)+1 ⊗ · · · ⊗ an)].H n $Ei℄�3 n = 1 �� (3.3) :u"C���?i n− 1 9pD (3.3) "C�\S�
ϕ(a1a2 · · · an) = R(1)(a1ϕ(a2 · · · an)) = ϕ(a1)ϕ(a2 · · · an) = ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an).

4 )�1(!��bD= 3.3 7UuzX=74�N0�a	��R 4.1 � µ1, ν1, µ2, ν2 ∈ ΣB, u+s B-S�||XL5� (A,ϕ) s)�h1 ψ : A −→

B, � a, b ∈ A, � a, b 
 ψ- 
d9� a, b s (A,ϕ) �9U�
 µ1, µ2; a, b s (A,ϕ) �9U�
 ν1, ν2 o a, b s (A,ψ) �

d9�K y = a+ b, u� µ := µ1 ⊕c µ2, j� µ 
 y s (A,ϕ)�9U��� ν := ν1 ⊕ ν2, ν 
 y s (A,ψ) �9U��! (µ, ν) := (µ1, ν1)⊕ (µ2, ν2) 2 (µ1, ν1)j (µ2, ν2) 9)�
d0��



344 � J N + k e O 271sS�|XL5� (A,ψ) �9���F a 9;�F�2 (ξ
(a)
n )n∈N0

, N0 = N
⋃
{0}, D[2�

ξ(a)
n : B × · · · ×B −→ B, ξ(a)

n (b1, . . . , bn) = r(n+1)(a⊗ b1a⊗ · · · ⊗ bna),

(r(n)) 
 ψ 9;�n��
(A,ϕ) 
 B- �S�|XL5�� ψ : A −→ B 
)�h1� R̃ = (R(n)) 
 (ϕ, ψ) 9)�;�n�� a ∈ (A,ϕ), D[ a 9)�;�F (η

(a)
n )n∈N0

:

η(a)
n : B × · · · ×B −→ B, η(a)

n (b1, . . . , bn) = R(n+1)(a⊗ b1a⊗ · · · ⊗ bna).7US4WD[L[U�9;�F� µ, ν ∈ ΣB, 4x4 A,ϕ, ψ s a ∈ A, � a s (A,ϕ)�9U�2 µ, s (A,ψ) 89U�2 ν, uD[ (µ, ν) 9)�;�F-
 a 9)�;�F��2
(η

(µ,ν)
n )n∈N0

.�6 4.2 ~ (µ, ν) = (µ1, ν1) ⊕ (µ2, ν2), u
ξ(ν1⊕ν2)
n = ξ(ν1)

n + ξ(ν2)
n , η(µ1⊕µ2)

n = η(µ1)
n + η(µ2)

n , n ∈ N0.j� η
(µi)
n := η

(µi,νi)
n , i = 1, 2, η

(µ1⊕µ2)
n := η

(µ1⊕µ2,ν1⊕ν2)
n .Y: � a, b ∈ (A,ϕ) 
 ψ- 
d9�U�U�
 µ1, µ2,a, b s (A,ψ) �

d9�U�U�
 ν1, ν2, u

ξ(ν1⊕ν2)
n (b1, . . . , bn) = ξ(ν1)

n (b1, . . . , bn) + ξ(ν2)
n (b1, . . . , bn).

η(µ1⊕µ2)
n (b1, . . . , bn) = R(n+1)((a+ b) ⊗ b1(a+ b) ⊗ · · · ⊗ bn(a+ b))

= R(n+1)(a⊗ b1a⊗ · · · ⊗ bnb) +R(n+1)(b ⊗ b1b ⊗ · · · ⊗ bnb)

= η(µ1)
n (b1, . . . , bn) + η(µ2)

n (b1, . . . , bn),j� a, b ∈ A, b1, . . . , bn ∈ B.�2LN�
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Operator-Valued Conditionally Free Random Variables

Meng Bin
(College of Science, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Jiangsu 210016, China )

Abstract: We extend R.Speicher’s conditional freeness to operator-valued noncommutative probability
space and obtain an equivalent definition by cummulant function. Then we get the fomula of additional
convolution product for conditionally free random variables.

Key words: operator-valued noncommutative probability space; conditional freeness; additional con-
volution


