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实现近似直线轨迹的λ形机构综合方法

钱卫香 韩建友

【摘要】 采用解析法对实现近似直线轨迹的λ形机构进行综合，建立了通用数学模型，并给出方程中关键参

数的求解方法。通过改变独立设计变量，可得到无限多的设计方案，但很难从中选取满意的机构。为避免机构综

合过程中设计参数选取的盲目性，利用数值计算方法和图形技术将独立设计变量的可取值域绘制成三维图像。对

于综合得到的一系列可行机构的直线近似度、最大杆长、机构类型等性能参数进行了比较和分析，据此设计者可以

很容易选取综合性能优越的机构。综合示例和性能分析结果验证了模型与方法的正确性和可行性。
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引言

关于实现近似直线轨迹的连杆机构综合问题，

国内外学者已进行了大量研究，但对于有限分离与

无限接近混合的λ形近似直线机构（在初始的直线

点，两连架杆平行，连杆处于瞬时平动位置，此时外

形似“λ”，故称λ形机构
［１］。）的综合问题公开发表

的文献很少。λ形机构生成的连杆曲线可以是对称

曲线，也可以是一般曲线。设计要求中的３个分离

点可以是等距的（犔犘
１
犘
２
＝犔犘

２
犘
３
），也可以是非等距

的（犔犘
１
犘
２
≠犔犘

２
犘
３
）。以往文献如文献［１～２］分别用

几何法和解析法讨论了对称连杆曲线λ形机构在

分离点等距时的综合方法，文献［３］尝试推导分离点

等距时一般曲线λ形机构综合公式，而对于非等距

非对称连杆曲线λ形机构综合方法过去均未提及。

另外对综合过程中涉及到的一些关键问题缺乏系统

研究，尚未形成完整的理论体系，如设计变量取值范

围，对于解析法得到的无限多近似直线机构中哪些

机构直线度好、是否满足机构杆长及类型要求、连杆

曲线轮廓以及机构优选等问题都是设计者在综合过

程中必须考虑的。
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为此本文在对各种情况综合考虑的基础上，给



出λ形机构的通用综合公式，同时绘制设计参数空

间三维可行域和机构性能分析曲线，使设计者能够

在可行域内有针对性地选取性能优越的λ形机构。

１ 通用综合公式的推导

设计条件：已知给定直线上３个有限分离位置

点犘１（狓１，狔１）、犘２（狓２，狔２）和犘３（狓３，狔３），要求设计

λ形机构，使连杆上的点犘依次通过以上分离点，

且在起点犘１和终点犘３处速度方向相同，都在给定

直线方向上。

１１ 建立数学模型

综合机构待求的量为两连架杆的定铰点

犃０（狓０，狔０）（称为圆心）和动铰点犃犮（狓犮，狔犮）（称为

圆点）。建立如图１所示直角坐标系。在初始的直

线点犘１，使机构两连架杆平行（犃０犃犮∥犅０犅犮）且垂

直于给定的直线方向，狓０＝狓犮，从而保证了犘１点的

速度要求。列出经过３个分离点的２个方程和犘３
点时的无限接近位置方程。

犃犼１（狓
２
０＋狔０狔犮）＋犃犼２（狔０－狔犮）狓０＋

（犃犼３＋犃犼５）狓０＋犃犼６狔犮＋犃犼７＝０

（犼＝２，３，４） （１）

图１ 机构综合坐标系

犉犻犵．１ 犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿狋狅犱犲犱狌犮犲狊狔狀狋犺犲狊犻狊犳狅狉犿狌犾犪狊

设（狓０１，狔０１，狔犮１）是方程组的一组解，解方程式（１）得

到另外２个圆心点的狓坐标

狓０２，３＝
－犫１± 犫２１－４犪１犮槡 １

２犪１
（２）

相应的狔０和狔犮表达式为

狔０＝
犛狓２０＋犜狓０＋犝

犚狓０

狔犮＝
犛狓０＋犞

烅

烄

烆 犚

（３）

式（１）～（３）中各系数的表达式及具体的求解过程参

看文献［２～３］。解方程将得到３组圆心、圆点，两两

组合后构成一组３个机构。

１２ 关键参数的确定

求解综合式（１）时涉及到θ１２、θ１３、θ
·

１３、狓
·

３、狔
·

３的

求解，其中θ１２＝α２－α１，θ１３＝α３－α１，而由设计条

件，狔
·

３＝０，θ
·

１３取任意不为零的值，因此只要求用

狓０１、狔０１、狔犮１表示的θ１２、θ１３和狓
·

３的数学表达式即

可。位置转角α１、α２、α３及第三点时的速度瞬心纵

坐标狔狆的求解是问题的关键所在。

（１）位置转角α１、α２、α３的求解

为避免角度变换的麻烦，可采用犆＋＋类库中

提供的函数，即α１＝犪狋犪狀２（狔犮１，狓０１），该函数直接返

回一个［－π，π］之间的角度。

求解α２首先要确定与犘２点对应的动铰点位

置犃犮２，犃犮２是以犘２点为圆心、以犘１犃犮１为半径的圆

和以犃０点为圆心、以犃０犃犮１为半径的圆的两交点

之一。选取哪个交点要看犘犃犮是否在连架杆犃０犃犮
的同一侧，取同一侧交点时连杆曲线直线性能好。

这样α２即可确定，α２＝犪狋犪狀２（狔犃犮２，狓犃犮２）。

用同样方法求解α３，相应地可得到连杆相对其

第一位置的转角θ１２＝α２－α１，θ１３＝α３－α１。

（２）第３点时速度瞬心纵坐标狔狆的求解

在图１的坐标系中，第３位置的速度瞬心是过

犘３点狓轴的垂线与犃０犃犮３延长线的交点犅，其位置

坐标为犅（狓３，狔狆）。犃犮３点在求解α３时已经确定，

位置坐标为犃犮３（狓犱，狔犱）。

则直线犃０犃犮３的方程为

狔＝
狔犱－狔０１
狓犱－狓０１

狓＋
狔０１狓犱－狔犱狓０１
狓犱－狓０１

（４）

将犅点的横坐标狓３代入式（４）得

狔狆＝
狔犱－狔０１
狓犱－狓０１

狓３＋
狔０１狓犱－狔犱狓０１
狓犱－狓０１

（５）

因狓
·

３是犘３点的位移速度，则狓
·

３＝θ
·

１３狔狆。

２ 可行域分析

在机构综合过程中，独立设计变量狓０１、狔０１和

狔犮１的取值要以不违反设计条件为前提，同时保证方

程式（１）有解。经分析，设计变量要满足以下约束条

件。

约束条件１：设计要求连杆平面上的点要能够

通过给定的３个重要分离点犘１、犘２、犘３。通过犘２
时的约束方程为

｜狔犮１－狔０１｜＋ 狓２０１＋狔
２
犮槡 １≥ （狓２－狓０１）

２＋狔２０槡 １

（６）

｜｜狔犮１－狔０１｜－ 狓２０１＋狔
２
犮槡 １｜≤ （狓２－狓０１）

２＋狔２０槡 １

（７）

通过犘３时的约束方程为

｜狔犮１－狔０１｜＋ 狓２０１＋狔
２
犮槡 １≥ （狓３－狓０１）

２＋狔２０槡 １

（８）
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｜｜狔犮１－狔０１｜－ 狓２０１＋狔
２
犮槡 １｜≤ （狓３－狓０１）

２＋狔２０槡 １（９）

约束条件２：在满足设计约束的有效区间内求

解方程式（２）时，有

犫２１－４犪１犮１≥０ （１０）

式中，犪１、犫１、犮１ 是设计变量狓０１、狔０１和狔犮１的函

数［２］。联立式（６）～（１０）构成不等式方程组，并将

各方程统一为犳犻（狓０１，狔０１，狔犮１）≥０（犻＝１，２，…５）的

形式。

为直观反映独立设计变量取值范围，本文用

犗狆犲狀犌犔编程绘制其空间可行域。算法基本思想是

不等式方程组中每一个方程都可以确定一个空间区

域，关于狓０１、狔０１和狔犮１的空间可行域是由上述５个

不等式方程所构成空间区域的交集。首先令狓０１、

狔０１和狔犮１中有任意２个变量（如狓０１，狔０１）取定值，则

犳犻（狓０１，狔０１，狔犮１）≥０（犻＝１，２，…，５）为一元方程；然

后采用离散犖犲狑狋狅狀迭代法解方程犳犻≥０，计算第３

个变量（狔犮１）的可行区段集合（需要先分别计算５个

不等式方程确定的可行区段集合，集合由若干个满

足不等式方程的可行区段组成，之后将５个可行区

段集合取交集构成第３个变量最终的可行区段集

合）。当狓０１和狔０１按一定间隔不断离散取值时，这

些可行区段集合形成一个立体的可行域。算法流程

如图２所示。需要指出的是，因为牛顿迭代法存在

收敛性问题，因此可以设定一个最大迭代次数限制，

如果计算过程中迭代次数超过此限值，则认为计算

不成功，改用收敛速度较慢，但不存在收敛性问题的

对分区间法重新计算。

图２ 计算空间可行域算法流程图

犉犻犵．２ 犇犻犪犵狉犪犿狅犳狊狆犪狋犻犪犾犳犲犪狊犻犫犾犲犪狉犲犪狊犪犾犵狅狉犻狋犺犿

图３犪所示空间实体为设计条件为犘１（０，０），

犘２（１０，０），犘３＝（４０，０）满足上述两约束的设计变量

三维可行域（－１００≤狓０１，狔０１，狔犮１≤１００）。当狓０１、

狔０１和狔犮１中有一个变量为已知时，变量可行域为二

维剖面图（如图３犫，狔０１＝－３０）。

图３ 设计变量可行域

犉犻犵．３ 犉犲犪狊犻犫犾犲犪狉犲犪狊狅犳犱犲狊犻犵狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

（犪）空间可行域 （犫）狔０１＝－３０时的横断面

３ 综合示例

设犘１（０，０），犘２（１０，０），犘３（４０，０）。

（１）当狔犮１＝－５时，按上述方法计算其余设计

参数狓０１、狔０１的平面可行域（如图４犪阴影区域），其

中深色区域表示犃０点在此区域取值最多只能得到

一个满足最大杆长要求的机构。在可行域内任意选

定一点犃０（狓０１，狔０１）后可得到一组３个机构，如当

狓０１＝３０，狔０１＝－２３时，与曲线１对应的机构为

犃０犃犮犅０１犅犮１犘１，与曲线２、３对应的机构分别为

犃０犃犮犅０２犅犮２犘１和犅０１犅犮１犅０２犅犮２犘１。

（２）当狔０１＝３０时，机构参数可行域如图４犫阴

影区域。可行域内选定一点犃犮（狓０１，狔犮１）如狓０１＝

－１５，狔犮１＝－２５时综合所得机构如图４犫所示。

图４ 机构综合示例

犉犻犵．４ 犛狔狀狋犺犲狊犻狊犲狓犪犿狆犾犲狊

（犪）狔犮１＝－５ （犫）狔０１＝－３０

４ 机构性能分析

在实际机构设计中，设计者除了要考虑综合机

构连杆曲线直线近似度，综合机构最大杆长、机构类

型、连杆曲线轮廓等性能参数也要兼顾。为阐述方

便，首先对与机构性能有关的一些参数进行定义。

以图５所示非对称连杆曲线为例，直线最大距

离差Δ犺指连杆曲线上犘１点和犘３点之间与理想直

线偏离最大的点犈的纵向距离。找出犈点关于狓

轴的对称点犈′，分别过犈点、犈′点作平行于狓轴的
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直线犾和犾′，直线犾与其对称线犾′所夹阴影区域连杆

曲线的最大长度｜犉１犉２｜即为近似直线长度，用犔

表示。定义直线近似度犇＝
Δ犺
犔
，表示与理想直线的

近似程度，犇值越小直线度越好。连杆曲线宽度和

高度分别用犔犪和犔犫表示，综合机构最大杆长用

图５ 连杆曲线性能参数

犉犻犵．５ 犘狉狅狆犲狉狋狔狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲犮狅狌狆犾犲狉犮狌狉狏犲

犔犿犪狓表示。

当３个独立设计变量中有２个变量给定（如

狔犮１＝－１０，狓０１＝２２）时，改变第３个变量（狔０１）将得

到一系列性能不同的λ形近似直线机构。通过图６

所示性能曲线（其中横坐标为狔０１或φ０，φ０＝犪狉犮狋犪狀

（狓０１／狔０１），当狓０１一定时，φ０与狔０１一一对应）可得

出以下结论：

（１）由直线近似度
Δ犺
犔
－φ０（狔０１）曲线（图６犪）可

知，机构２连杆曲线直线近似度在整个取值范围内

都要好于机构１和机构３。

（２）由高度犔犫－φ０（狔０１）曲线（图６犫）可分析出

机构在取值范围内类型的变化情况（表１）。

图６ 机构性能分析图

犉犻犵．６ 犃狀犪犾狔狊犻狊犵狉犪狆犺狊狅犳犿犲犮犺犪狀犻狊犿狆狉狅狆犲狉狋狔
（犪）Δ犺／犔－φ０（狔０１） （犫）犔犫－φ０（狔０１） （犮）犔犿犪狓－φ０（狔０１） （犱）机构１性能曲线

表１ 机构类型变化情况

犜犪犫．１ 犕犲犮犺犪狀犻狊犿狋狔狆犲

机构１

－５５１９０°（－１５２９６）→

点犃：－１６０８４°（－７６３０１）

曲柄摇杆机构

点犃：－１６０８４°（－７６３０１）→－０°（－∞）∪

２１１９９°（５６７２２）→点犅：４６９４９°（２０５５２）

双摇杆机构

点犅：４６９４９°（２０５５２）→

７５３０４°（５７７０）

曲柄摇杆机构

机构２ 双摇杆机构（无类型转变）

机构３

－３７６１８°（－２９０１８）→

点犆：－３１００４°（－３６６０８）

曲柄摇杆机构

点犆：－３１００４°（－３６６０８）→－０°（－∞）∪

２１１９９°（５６７２２）→点犇：５４４６３°（１５７１４）

双摇杆机构

点犇：５４４６３°（１５７１４）→

６１６９１°（１１８５０）

曲柄摇杆机构

注：表中数值为φ０和狔０１，其中括号内为狔０１值
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（３）结合最大杆长犔犿犪狓－φ０（狔０１）曲线（图６犮）

和直线近似度曲线可知，在特征点 犉（狔０１＝

－６２３２），狔０２＝∞，机构２、３最大杆长趋向无穷，直

线近似度为零，两机构由双摇杆机构演化为摇杆滑

块机构；在特征点犌（狔０１＝５７７），狔犮２＝∞，机构２

中出现杆长为无穷大构件，直线近似度也很大，在此

点附近不可用。

（４）通过分析直线近似度曲线、最大杆长曲线

和高度曲线（图６犱）可知，当综合考虑直线近似度、

最大杆长和曲柄存在条件时，在特征点犈（机构１

狔０１＝－５０１９）附近是可取的。

５ 结束语

采用解析法建立了实现近似直线轨迹λ形机

构综合的通用数学模型。通过改变独立设计变量

狓０１、狔０１和狔犮１，可得到无限多的设计方案，为避免机

构综合过程中设计参数选取的盲目性，利用数值计

算方法确定了模型求解过程中涉及到的３个独立设

计变量的取值范围，运用犗狆犲狀犌犔编程绘制机构参

数空间可行域。对于综合得到的一系列可行机构的

性能参数进行了比较和分析，据此设计者很容易选

取满意的机构。同时给出综合示例和性能分析结果

验证了模型、方法的正确性和可行性。
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