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考虑关节耗散的平面两自由度五杆机构动力学建模

李仁军 刘宏昭 李鹏飞

【摘要】 将摩擦力视为外部非保守力，提出了包含耗散函数的犃狆狆犲犾犾方程。应用运动影响系数法进行机构的

运动学分析；构建了机构系统的路里叶耗散函数，推导出广义耗散力。建立了包含耗散函数的平面闭链五杆机构

的动力学模型，并提出了解算方法。逆动力学计算结果验证了动力学模型的正确性，仿真结果表明关节摩擦对机

构运动的影响显著。
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引言

具有２个自由度的平面闭链五杆机构是一种典

型的并联机构，不但具有刚性好、累积误差小的优

点，且具有一定的运动柔性，因而受到国内外研究者

的广泛关注，成为机构学研究的热点。近年来，以该

类机构为基础取得了许多研究成果［１～４］，但目前有

关该机构动力学建模的文献中，很少考虑关节摩擦

因素的影响。实际上，在机构运动过程中，关节摩擦

总是存在的，并且其对机构的运动有显著影响。有

研究表明大约２０％的能量消耗在克服机械手的关

节摩擦阻力上［５］。还有研究表明采用适当的控制

方法进行补偿可改善摩擦的影响［６～７］。在对机构

进行动力学建模时考虑关节摩擦是为了最大程度地

减少摩擦所带来的不利影响，提高机构的动力学性

能和运行精度，具有重要的理论与实际意义。

将摩擦视为外部非保守力，提出包含耗散函数

的犃狆狆犲犾犾



方程。建立机构关节摩擦的数学模型，将



关节接触面间的作用力转换为理想约束力与摩擦力

矩。构建机构系统的路里叶耗散函数，推导广义耗

散力。应用运动影响系数法进行机构的运动学分

析，建立包含耗散函数的平面闭链五杆机构的动力

学模型，并提出解算方法。

１ 包含耗散函数的犃狆狆犲犾犾方程

１１ 犃狆狆犲犾犾方程简介

现有的各种动力学的建模方法，如拉格朗日法、

犃狆狆犲犾犾方法、牛顿 欧拉法和犓犪狀犲方法等在本质上

是等价的，只是形式不同，因而侧重点和应用领域有

所不同［８］。犃狆狆犲犾犾方程可描述为：系统的加速度能

犛对准加速度θ
··

犿 的一阶偏导数等于作用于系统上

相应于准坐标的广义力（犙犿＋犙犝犿），其表达式为

犛

θ
··

犿

＝犙犿＋犙犝犿 （犿＝１，２，…，犾） （１）

式中 犿———第犿 个广义坐标

犾———系统的自由度数

犙犿———非有势力的广义力

犙犝犿———有势力的广义力

１２ 考虑摩擦的犃狆狆犲犾犾方程

考虑系统中摩擦时，可将摩擦力视为外部非保

守力，此时系统仍然满足犃狆狆犲犾犾方程，其表达式为

犛

θ
··

犿

＝犙犿＋犙犝犿＋犙犳犿 （犿＝１，２，…，犾）（２）

其中 犙犳犿＝－
Φ

θ
·

犿

式中 犙犳犿———耗散函数对应的广义耗散力

Φ———系统的耗散函数

图１ 机构示意图

犉犻犵．１ 犛犽犲狋犮犺狅犳狆犾犪狀犪狉５犚犿犲犮犺犪狀犻狊犿

２ 考虑关节摩擦的机构动力学模型

以图１所示平面５犚机构为对象。构件１、２为

原动件，构件０为机架，已知工作阻力犕３和犉，机

构的结构参数（犾犻，犾狆，狉犻，α犻），各构件的质量犿犻、绕

各自质心的转动惯量犑犮犻（犻＝１，２，…，４），驱动力矩

（犕１、犕２），要求建立包含关节摩擦的动力学模型，

进一步确定机构的运动参数。（注：狉犻，α犻分别为各

构件质心的偏距与偏角）

２１ 机构关节摩擦力矩

本文机构中各构件（犻、犼＝０，１，…，４）共组成５

个关节，用犽表示（犽＝１，…，５，犻犼＝０１时犽＝１；犻犼＝

１３时犽＝２；犻犼＝３４时犽＝３；犻犼＝４２时犽＝４；犻犼＝０２

时犽＝５）。关节犽处的正压力记为犖犽，相对运动速

度记为θ
·

犽＝θ
·

犼－θ
·

犻，则机构中各关节的摩擦力矩可

表示为

犕犳犽＝犖犽犳（θ
·

犽）狉犽 （３）

式中 犳（θ
·

犽）———摩擦模型，表示摩擦因数与构件

相对速度的关系

２２ 机构运动分析

选θ犿（犿＝１，２）为机构的准坐标，则相应地将

θ
·

犿、θ
··

犿 定义为准速度和准加速度。应用运动影响系

数法进行运动分析。

２２１ 求θ３、θ４
由图１可得机构的几何约束方程

犾１犮狅狊θ１＋犾３犮狅狊θ３＝犾２犮狅狊θ２＋犾４犮狅狊θ４＋犾０

犾１狊犻狀θ１＋犾３狊犻狀θ３＝犾２狊犻狀θ２＋犾４狊犻狀θ
烅
烄

烆 ４

（４）

对式（４）进行三角运算可得

θ３＝犪狉犮狋犪狀（犃／犆）－β

θ４＝犪狉犮狋犪狀（（犫＋犾３狊犻狀θ３）／（犪＋犾３犮狅狊θ３））

其中 犪＝犾１犮狅狊θ１－犾２犮狅狊θ２－犾０

犫＝犾１狊犻狀θ１－犾２狊犻狀θ２

犃＝犾２４－（犪
２＋犫２－犾２３）

犆＝２犾３ 犪２＋犫槡 ２
β＝犪狉犮狋犪狀（犪／犫）

２２２ 求θ
·

３、θ
··

３、θ
·

４、θ
··

４

式（４）两端分别对θ犿（犿＝１，２）求一阶偏导数，

进行代数运算可得

θ３
θ１
＝－
犾１狊犻狀（θ４－θ１）

犾３狊犻狀（θ４－θ３）
θ４
θ１
＝－
犾１狊犻狀（θ３－θ１）

犾４狊犻狀（θ４－θ３）

θ３
θ２
＝－
犾２狊犻狀（θ２－θ４）

犾３狊犻狀（θ４－θ３）
θ４
θ２
＝－
犾２狊犻狀（θ２－θ３）

犾４狊犻狀（θ４－θ３）

对以上各式分别对θ犿 再求一次偏导数，则可得到

θ３、θ４的二阶偏导数。

θ１、θ２为系统的准速度，所以θ３的一阶影响系

数矩阵为

犌３ ［＝ θ３
θ１

θ３
θ］２

二阶影响系数矩阵为

犎３＝

２θ３
θ２１

２θ３
θ１θ２

２θ３
θ２θ１

２θ３
θ

熿

燀

燄

燅２
２
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同理可得到θ４相应的影响系数矩阵犌４和犎４，构

件３质心（狓犮３、狔犮３）构件４质心（狓犮４，狔犮４）和外力作

用点（狓狆，狔狆）相应的影响系数矩阵犌狓犮３、犌狓犮４、犌狔犮３、

犌狔犮４、犎狓犮４、犎狓犮３、犎狔犮４、犎狔犮３，犌狓狆、犌狔狆。

令θ＝［θ１ θ２］、θ
·

＝［θ
·

１ θ
·

２］、θ
··

＝［θ
··

１ θ
··

２］，

则有：θ
·

３＝犌３θ
·
犜，θ

·

４＝犌４θ
·
犜，θ
··

４＝θ
·

犎４θ
·
犜
＋犌４θ

··
犜，

θ
··

３＝θ
·

犎３θ
·
犜＋犌３θ

··
犜，同理可得狓

··

犮３、狔
··

犮３、狓
··

犮４、狔
··

犮４、

狓
·

狆
、狔
·

狆
用影响系数矩阵表示的表达式。

３ 包含机构关节摩擦的犃狆狆犲犾犾方程

３１ 加速度能犛

系统各构件的加速度能表示为：犛犻（犻＝１，…，

４）。构件１、２为定轴转动刚体，构件３、４为平面运

动刚体，所以

犛１，２＝０５（犑犮１，２＋犿１，２狉
２
１，２）（θ

··
２
１，２＋θ

·
４
１，２）

犛３，４＝０５［犿３，４（狓
··２
犮３，４＋狔

··２
犮３，４）＋犑犮３，４θ

··
２
３，４］

则系统的总加速度能为

犛＝∑
４

犻＝１

犛犻 （５）

３２ 广义耗散力犙犳犿
机构系统的耗散函数Φ为

Φ＝∑
５

犽＝１

狉犽犖犽∫
θ
·

犽

０
犳（狌）犱狌 （６）

则广义耗散力犙犳犿可表示为

犙犳犿＝－
Φ

θ
·

犿

＝－∑
５

犽＝１

狉犽犖犽
（∫
θ
·

犽

０
犳（狌）犱 ）狌
θ
·

犿

由微积分基本公式和机构运动分析可得

犙犳犿＝－∑
５

犽＝１

狉犽犖犽犳（θ
·

犽）
θ犽
θ犿

（７）

３３ 有势力的广义力犙犝犿

系统的势能犝＝∑
４

犻＝１

犿犻犵狔犮犻，则

犙犝犿＝－
犝
θ犿

（８）

３４ 除耗散力外非有势力的广义力犕犱
根据虚功原理可得

犕犱＝
犕１

犕
［ ］

２

＋犕３犌
犜
３＋［犌

犜
３ 犌犜４］

犉狓

犉
［ ］
狔

（９）

其中 犉狓＝犉犮狅狊（α－θ３） 犉狔＝犉狊犻狀（α－θ３）

将式（５）～（９）代入式（２）并整理可得包含关节

摩擦的五杆机构动力学方程为

犃θ
··
犜＋θ

·

犘θ
·
犜＝τ （１０）

其中 犃＝
犑犮１＋犿１狉

２
１ ０

０ 犑犮２＋犿２狉

熿

燀

燄

燅２２
＋

犿
烄

烆
３

犌狓犮３（犑犮３＋１） ０

０ 犌狓犮３（犑犮３＋１
［ ］

）
犌狓犮３＋

犌狔犮３（犑犮３＋１） ０

０ 犌狔犮３（犑犮３＋１
［ ］

）
犌狔犮
烌

烎
３ ＋

犿
烄

烆
４

犌狓犮４（犑犮４＋１） ０

０ 犌狓犮４（犑犮４＋１
［ ］

）
犌狓犮４＋

犌狔犮４（犑犮４＋１） ０

０ 犌狔犮４（犑犮４＋１
［ ］

）
犌狔犮
烌

烎
４

犘＝犿
烄

烆
３

犎狓犮３ ０

０ 犎狓犮
［ ］

３

犌狓犮３＋
犎狔犮３ ０

０ 犎狔犮
［ ］

３

犌狔犮
烌

烎
３ ＋

犿
烄

烆
４

犎狓犮４ ０

０ 犎狓犮
［ ］

４

犌狓犮４＋
犎狔犮４ ０

０ 犎狔犮
［ ］

４

犌狔犮
烌

烎
４

τ＝犙犝＋犙犳＋犕犱

４ 包含关节摩擦的机构动力学方程求解

由于式（１０）右端包含关节的摩擦力矩，而摩擦

力矩由构件关节间的约束力所决定。因此要求解该

动力学方程首先必须求各关节的约束反力，进而求

出各关节的摩擦力矩，然后才可求解包含有关节摩

擦力矩的动力学微分方程。本文解算考虑关节摩擦

的动力学模型的方法如下：

步骤１：首先建立不含关节摩擦的机构正动力

学模型，并根据给定的机构结构参数、输入驱动和工

作阻力和初始条件求解得出机构的运动参数。

步骤２：建立不含关节摩擦的机构逆动力学模

型，根据步骤１中得到的运动学参数求解各关节的

约束力。

步骤３：建立包含关节摩擦的机构逆动力学模

型，将步骤２中求出的约束力作为初值犖０，并根据

给定的摩擦模型计算各关节的摩擦力矩，将其作为

常数代入该逆动力学模型中，求解关节的约束力并

与上一次求得的结果相比较，若｜犖犻－犖犻－１｜＜ε，则

停止迭代，且犖＝犖犻，否则犖犻＋１＝犖犻，继续下一步

迭代。

步骤４：根据步骤３所求的关节约束力犖 和给

定的摩擦模型确定各关节的摩擦力矩，代入含关节

摩擦的动力学模型中，采用数值法即可实现该动力

学模型的求解。

５ 仿真计算与结果分析

机构的结构参数为：犾１＝００８犿，犾２＝００５犿，

犾３＝０２５犿，犾４＝０２５犿，犾０＝０２９犿，犾狆＝０２０犿，

狉１＝００５犿，狉２＝００３犿，狉３＝０２０犿，狉４＝０１５犿，

狉＝００１犿，α＝π／２，α犻＝０。
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构件质量和绕各自质心的转动惯量为：犿１＝

犿２＝犿３＝犿４＝１犽犵，犑犮１＝犑犮２＝犑犮３＝犑犮４＝０１犽犵·犿
２；

输入力矩和工作阻力为：犕１＝２＋５狊犻狀（８π狋）犖·犿，

犕２＝３＋５犮狅狊（π狋）犖·犿，犕３＝６犖·犿，犉狆＝５０犖。

选用摩擦模型为。

犳（θ
·

犽）＝０１２狊犻犵狀（θ
·

犽）＋００２θ
·

犽

应用本文所述的方法对考虑机构关节摩擦和不

考虑机构关节摩擦２种情况进行计算比较，仿真结

果如图２～６所示。从图２～４中可看出关节摩擦力

矩对机构的运动产生了很大影响，各构件的角位移、

角速度和角加速度与不计关节摩擦时相比均有较大

差异，由于累计误差的影响，这种差异会越来越大，

图２ 有、无摩擦时各构件角位移对比曲线

犉犻犵．２ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅狀犪狀犵狌犾犪狉犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狅犳犲犪犮犺犫犪狉

犫犲狋狑犲犲狀犻狀犮犾狌犱犻狀犵犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犪狀犱犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犳狉犲犲

（犪）构件１ （犫）构件２ （犮）构件３ （犱）构件４

图３ 有、无摩擦时各构件角速度对比曲线

犉犻犵．３ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅狀犪狀犵狌犾犪狉狏犲犾狅犮犻狋狔狅犳犲犪犮犺犫犪狉犫犲狋狑犲犲狀

犻狀犮犾狌犱犻狀犵犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犪狀犱犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犳狉犲犲

（犪）构件１ （犫）构件２ （犮）构件３ （犱）构件４

因此在实际应用中要考虑机构关节摩擦的补偿。

图５为逆动力学计算结果，从图可看出逆动力学计

算平衡力矩与输入力矩基本吻合，证明本文所建立

的含关节摩擦的机构动力学模型是正确的。图６为

各关节摩擦力矩，从图中发现当接触面相对速度反

向时，关节的摩擦力矩有突变，因此在进行关节摩擦

补偿时要特别关注相对速度反向区域附近摩擦力矩

突变的影响。

图４ 有、无摩擦时各构件角加速度对比曲线

犉犻犵．４ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅狀犪狀犵狌犾犪狉犪犮犮犲犾犲狉犪狋犻狅狀狅犳犲犪犮犺犫犪狉

犫犲狋狑犲犲狀犻狀犮犾狌犱犻狀犵犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犪狀犱犼狅犻狀狋犳狉犻犮狋犻狅狀犳狉犲犲

（犪）构件１ （犫）构件２ （犮）构件３ （犱）构件４

图５ 逆动力学计算结果

犉犻犵．５ 犚犲狊狌犾狋狊狅犳犻狀狏犲狉狊犲犱狔狀犪犿犻犮狊

（犪）驱动力矩犕１ （犫）驱动力矩犕２

６ 结束语

提出了包含耗散函数的犃狆狆犲犾犾方程。构建了

机构系统的路里叶耗散函数，推导出广义耗散力。

应用运动影响系数法进行机构的运动学分析，建立

了包含关节摩擦的平面闭链五杆机构的动力学模

型，并给出了解算方法。逆动力学计算结果验证了

模型的正确性，仿真结果表明关节耗散对机构运动

的影响是显著的。
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图６ 各关节的摩擦力矩

犉犻犵．６ 犉狉犻犮狋犻狅狀犪犾狋狅狉狇狌犲狅犳犲犪犮犺犼狅犻狀狋

（犪）关节１ （犫）关节２ （犮）关节３ （犱）关节４ （犲）关节５
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（３）按照国家颁布的方草捆压捆机试验方法和

方草捆压捆机打结器可靠性考核方法，经过打捆作

业试验，成结率为１００％，成捆率达到９６％，能够满

足实用要求。
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