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基于最大波动分析的稳健设计

许焕卫 孙 伟 张 旭

【摘要】 针对稳健设计中目标函数以及约束的稳健性两个方面，提出了一种基于最大波动分析的稳健设计优

化方法。通过分析不确定因素对目标函数以及约束的影响，计算目标函数以及约束的最大波动量，将约束的最大

波动值添加到原约束中以保证约束的稳健可行性；同时在原有优化模型上添加新约束保证目标函数的最大波动值

不超过设计者规定的范围，从而构造了两级稳健设计优化数学模型。顶级优化用来求解原有常规优化的数学模

型；次级优化用来判断目标函数以及约束的稳健性。最终实例结果证明该方法是可行的。
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引言

稳健设计是由犜犪犵狌犮犺犻教授提出的一种工程质

量优化方法［１］，该方法是研究在考虑不确定性因素

的前提下减少不确定性因素对工程质量的影响。稳

健设计涉及的内容可分为目标函数的稳健性和约束

的稳健可行性。目前，许多学者已提出了多种方法

来研究这两个方面的稳健性。方法可分为两类：

①非概率方法
［２～４］。这类方法大多要求优化问题

的目标函数和约束连续、可导、不确定性因素的波动

范围小等。②概率方法
［５～７］。这类方法大多要求



知道设计变量及设计参数的分布类型，目标函数或



约束的概率密度等。

本文提出一种稳健设计优化模型，该优化模型

分析目标函数及约束在不确定性因素影响下产生波

动的原因，提出利用最大波动法分析目标函数及约

束的稳健性，利用量化的最大波动值作为稳健分析

指标添加到常规工程优化问题的数学模型中，从而

建立稳健设计的两级优化数学模型。

１ 稳健设计分析

１１ 目标函数的稳健性分析

一般的工程优化问题可表述为

犿犻狀 犳（狓，狆） （１）

狊．狋．
犵犼（狓，狆）≤０ （犼＝１，２，…，犑）

狓犔≤狓≤狓
烅
烄

烆 犝

式中，狓是设计变量，狆是设计参数，当一个设计方

案确定时，其名义值是确定的。目标函数的稳健性

指的是如何确定设计变量狓的值，使由于狓、狆中不

确定性因素波动而产生的目标函数的变异Δ犳尽可

能的小。它们之间的关系可用图１表示。从图１中

可以清楚地看出，当狓＝狓１且在其容差范围内波动

时，目标函数的最大波动值为Δ犳１。当狓＝狓２且在

相同的容差范围内波动时，目标函数的最大波动值

为Δ犳２。显然Δ犳２＜Δ犳１。尽管设计方案狓２比设计

方案狓１的目标函数值要“劣”，但是在相同的容差

范围内其目标函数值更加稳健。

图１ 目标稳健性示意图
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假设已经确定了一个设计方案狓０，由于设计变

量以及设计参数在其名义值附近发生变化，目标函

数会发生波动Δ犳，则

Δ犳＝犳（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）－犳（狓０，狆０） （２）

式中，狓０，狆０是设计方案中设计变量与设计参数的

名义值，犳（狓０，狆０）为设计方案的名义目标值，犳（狓０＋

δ狓，狆０＋δ狆）为设计变量以及设计参数发生波动

δ狓，δ狆（其值可以为零，即没有波动）后的目标值，是

设计方案的实际取值。从式（２）可以看出，当δ狓，

δ狆在其容差范围（－Δ狓≤δ狓≤Δ狓，－Δ狆≤δ狆≤

Δ狆）内取不同值时，Δ犳也会相应取不同值。因此当

一个设计方案确定后，其目标函数的波动值不确定，

而要根据δ狓、δ狆的取值而定，然而δ狓、δ狆的取值

是随机的、不确定的，准确地计算出目标函数的波动

值是困难的。但是可以找出目标函数在不确定性因

素影响下的最大波动值。假设在不确定因素的影响

下，目标函数的最大波动一定会发生，则对于目标函

数犳来说，最稳健的设计方案应该是存在这样一个

或多个点（设计方案），该点在不确定因素的影响下，

目标函数的最大波动值最小

犿犻狀｛犿犪狓｛Δ犳＝

｜犳（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）－犳（狓０，狆０）｜｝｝

（－Δ狓≤δ狓≤Δ狓，－Δ狆≤δ狆≤Δ狆） （３）

目标函数的稳健优化可视为双目标优化［８］：即一方

面使目标值尽可能地达到期望值；另一方面使不确

定因素所引起的目标波动最小化。但是由于在实际

的工程设计中不是要寻求目标函数最稳健的设计方

案，而是要求目标函数在满足设计者规定的波动范

围内达到最优，因此可以把目标函数的稳健性指标

转换为约束添加到原有的优化问题中

犿犪狓｛Δ犳＝｜犳（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）－

犳（狓０，狆０）｜｝≤Δ犳０ （４）

式中 Δ犳０———设计者事先规定的一个波动值

１２ 约束的可行性分析

由于不确定性因素的存在，不仅目标函数会发

生波动，约束条件也会相应的发生变化。由于在常

规优化中，问题的最优解往往在约束条件的边界上，

因此这个常规最优解往往会违反变化了的约束条

件。约束的稳健可行性指的是在不确定性因素的影

响下使求出的设计解仍然满足变化后的约束条件。

求稳健可行优化解，关键是确定原约束在不确定因

素的影响下发生的变化量。文献［９］提出求此变化

量Δ犵，并把这个变化量添加到原约束中从而确定

新的约束，最终保证求出的最优解的稳健可行性

犵（狓，狆）＋Δ犵（狓，狆）≤０ （５）

首先以一个约束为例来推导约束的变化量。设有一

个约束条件：犵（狓，狆）≤０，则相应的约束变化量可

以表述为

Δ犵（狓０，狆０）＝犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）－犵（狓０，狆０）

（－Δ狓≤δ狓≤Δ狓，－Δ狆≤δ狆≤Δ狆） （６）

式中犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）为考虑不确定性因素变

化的约束，犵（狓０，狆０）为原约束。当一个设计方案

（狓０，狆０）确定后，犵（狓０，狆０）是一个定值，但是由于

δ狓、δ狆的随机性无法确定犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）的

值，犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）的值是围绕犵（狓０，狆０）的
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值上下波动的，从而无法确定Δ犵（狓０，狆０）的值。但

是同目标函数的稳健性分析一样可以找出约束在不

确定性因素影响下的最大波动值。把这个最大波动

值添加到原约束方程中以保证一个设计方案的可行

稳健性。所以式（５）可以改写为

犵（狓０，狆０）＋犿犪狓｛Δ犵｝≤０ （７）

把式（６）代入式（７）中得到

犵（狓０，狆０）＋犿犪狓｛犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）－

犵（狓０，狆０）｝≤０ （８）

进而得到

犿犪狓｛犵′（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）｝≤０ （９）

推广到多个约束，则式（９）变为

犿犪狓｛犵′１（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）｝≤０

犿犪狓｛犵′２（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）｝≤０



犿犪狓｛犵′犑（狓０＋δ狓，狆０＋δ狆）｝≤

烅

烄

烆 ０

（１０）

因此，可以用式（１０）作为指标来判断一个设计方案

的稳健可行性。

１３ 稳健设计优化模型

包含目标函数稳健以及约束稳健可行性的整体

稳健设计优化模型，如图２所示。

图２ 稳健设计优化模型示意图

犉犻犵．２ 犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾狅犳狉狅犫狌狊狋犱犲狊犻犵狀

从图２中可以看出，这是一个两级优化数学模

型。顶级优化是在原有常规优化的数学模型中添加

了目标函数以及约束的稳健性指标；次级优化用来

判断目标函数以及约束在不确定性因素影响下的最

大波动量。此优化模型首先由顶级优化任意确定一

个设计方案（狓０），将其值传递给次级优化问题；然

后在次级优化问题中，求出约束稳健可行性指标

犕、犖犼，并将其值传递回顶级优化（在次级优化问题

中，狓０是一个定值）；在考虑稳健性指标的前提下对

顶级优化重新求解，得到一个更好的设计方案再传

递到次级优化中，如此循环，直到顶级优化收敛到最

优解。

２ 实例分析

设计如图３所示焊接梁。设计变量分别为焊接

梁高度狋和宽度犫以及焊缝高度犺和长度犾。这４

个设计变量均为连续变量。目标函数是整个焊接梁

的造价最小。由于篇幅关系，在这里直接给出原优

化问题的数学模型，并对原问题进行了少许修改。

原优化问题的详细描述、计算中其余公式及数据可

参考文献［１０］。

图３ 焊接梁简图

犉犻犵．３ 犠犲犾犱犲犱犫犲犪犿

此焊接梁的常规优化数学模型为：

设计变量 狓＝［狓１，狓２，狓３，狓４］
犜
＝［狋，犫，犺，犾］

犜

目标函数 犿犻狀犉＝（１＋犮１）狓
２
３狓４＋犮２狓１狓２（犔＋狓４）

约束条件 犵１＝
τ
τ犱
－１≤０ 犵２＝

σ
σ犱
－１≤０

犵３＝
δ
６３５

－１≤０ 犵４＝
犉
犘犮
－１≤０

犵５＝狓３－狓２≤０ 犵６＝３１７５－狓３≤０

２５４≤狓１≤２５４ ２５４≤狓２≤５０８

２５４≤狓３≤５０８ ２５４≤狓４≤２５４

设其中犔、犮１包含不确定性因素且其容差为－３≤

Δ犮１≤３、－６３５≤Δ犔≤６３５。目标函数的波动范围

取为Δ犳≤１６。

分别利用提出的目标函数稳健性指标（仅考虑

目标函数的稳健性）、约束稳健可行性指标（仅考虑

约束的稳健可行性）、以及同时采用这两种指标（综

合稳健）对问题进行求解。其优化结果如表１所示。

同时为了证明本文的方法能够保证目标函数以及约

束的稳健性，在犔、犮１的容差范围内随机产生了

１５组数据，分别把这１５组数据代入目标函数以及原约

束中进行试验，其结果如表２、图４所示。在表２

中，√号表示求得的优化解满足约束条件，×号表示

违反了约束条件。括弧内的数字表示１５次试验中

违反约束的次数。从表１、２中可以看出，虽然常规

优化方法求得的解最好，但是当存在不确定性因素

时，其值极其容易违反约束，达到１０次之多。在要

求优化解严格满足约束条件的实际工程问题中这种

结果显然是无法接受的。相反，考虑约束稳健性的

２种方法都没有违反约束。从图４中也可以看出，
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在１５次试验中，常规优化解的目标波动有２次超过

了设计者设定的值，并且从总体上来说其目标函数

的波动值都要比本文提出的２种目标函数稳健性方

法的波动大。同时也可以看出，采用综合稳健方法

求得的稳健解对目标函数值的“牺牲”较大。因此，

在实际的工程优化中，要视具体的情况来选择稳健

性指标，如果仅仅是目标函数或者约束的稳健性比

较重要，可以仅采用一个稳健性指标，这样求得目标

函数会相对好些。

表１ 焊接梁结构稳健优化结果

犜犪犫．１ 犚狅犫狌狊狋狅狆狋犻犿犪犾狊狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳狋犺犲狑犲犾犱犲犱犫犲犪犿

参数 常规优化 目标函数稳健 约束稳健 综合稳健

目标值犳 １４５５６ １５００８ １４７５５ １４６４６

狋／犿犿 ２１０６０ ２１０６０ ２１１５２ ２１１５２

犫／犿犿 ６２１ ６２１ ６２６ ６２６

犺／犿犿 ６２１ ４６９ ６２６ ４４８

犾／犿犿 １５７９５ ２３２５３ １５７７６ ２５０００

３ 结束语

提出了一种基于最大波动分析的确定性分析方

表２ 可行稳健性比较

犜犪犫．２ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犳犲犪狊犻犫犻犾犻狋狔狉狅犫狌狊狋狀犲狊狊

方法 犵１ 犵２ 犵３ 犵４ 犵５ 犵６

常规优化 ×（１０） ×（１０） √ ×（１０） √ √

约束稳健 √ √ √ √ √ √

综合稳健 √ √ √ √ √ √

图４ 目标函数稳健性比较

犉犻犵．４ 犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狅犫犼犲犮狋犻狏犲犳狌狀犮狋犻狅狀狉狅犫狌狊狋狀犲狊狊

法，在该方法中采用两级优化的方法来确保设计解

的目标函数以及约束的稳健性。把所提方法应用到

一个实际的工程优化问题中，从而验证了考虑稳健

性的重要性以及所提方法的可行性。
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