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犑积分移动理论的单边径向裂纹轴校直行程算法

翟 华

【摘要】 依据弹塑性断裂理论和实验，研究了含裂纹轴中最危险的单边径向裂纹轴校直过程，提出了多步加

载条件下的犑积分移动理论和单边径向裂纹轴校直行程递推算法。含单边径向裂纹轴校直中，假设多步加载相互

独立，犑积分包括犑犲和犑狆两项，微小递增的弹塑性载荷导致裂纹钝化有助于犑犐犆增加，犑积分值在多次加载中可缓

慢向上移动。基于这一观点，结合校直行程递推算法，建立了单边径向裂纹轴的多步校直行程递推算法。对裂纹

为３犿犿的单边径向裂纹轴实验的结果表明了犑犐犆移动现象，并且在对实验轴４步校直后，初始０１３犿犿弯曲值可

以减少到００１犿犿，而裂纹嘴张开位移限制在０００８犿犿。
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引言

由于轴类零件表面不可避免存在各种缺陷、损

伤、微裂纹，这些缺陷或是材料夹渣引起，或是机械

加工刀痕引起，或是材料内部空位、位错在外力作用

下演变而成，或是类似于裂纹的零件表面设计要素，

如键槽、退刀槽等，在较大外载作用下将起裂、扩展，

导致零件报废，因此校直中必须考虑裂纹对轴类零

件影响。已有研究大多以传统强度理论作为依据，

而且不考虑裂纹的存在。文献［１］依据弹塑性强度

理论建立了校直行程经验公式。文献［２～３］假设轴

类零件材料由理想弹塑性材料构成，建立了校直载

荷和变形之间的方程。文献［４］根据实验假设轴类

零件由幂强化材料构成，建立了基于行程控制校直

行程计算公式。文献［５］讨论了异形薄壁管件的校



直工艺问题，表明需经多步校直才能实现工艺要求。



文献［６］研究了单边径向裂纹轴校直行程可行域问

题，但只涉及一步校直问题，多步校直过程没有讨

论。现有国外引进的自动校直设备中含有裂纹检测

装置，但仅对出现的裂纹进行检测并报警，并未考虑

裂纹对校直工艺的影响。

本文根据弹塑性断裂力学中犑积分理论和实

验，针对含裂纹轴中最危险的单边径向裂纹轴多步

校直过程进行研究，提出犑积分移动理论，并建立

含单边径向裂纹轴校直行程算法，经实验验证是有

效的。

１ 算法研究

１１ 含裂纹轴校直过程

轴类零件校直可简化为三点弯曲力学模型，如

图１所示，校直过程经历弹性变形、弹塑性变形、弹

性回复３个阶段，是非线性过程。根据反弯校直原

理［２］，当轴类零件弹性回复后的塑性残余变形量和

初始弯曲变形量相等时，零件能被校直。

图１ 单边径向裂纹轴校直力学模型
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１２ 裂纹控制参量犑积分移动理论

单边径向裂纹在校直过程中经历了大范围屈服

变形过程，因此可用犑积分作为裂纹尖端附近弹塑

性应力、应变控制参量。目前，圆轴单边径向裂纹的

犑积分计算尚未有理想结论。

犚犻犮犲、犘犪狉犻狊和犕犲狉犽犾犲
［７］讨论了如图２所示深裂

纹弯曲试件犑积分计算公式。

图２ 单边径向裂纹轴纯弯曲力学模型
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犇 ———圆轴直径 θ———转角

θ犲———加载点处弹性变形相对转角

θ狆———加载点处塑性变形相对转角

由于塑性变形的产生主要与无裂纹部分有关，

因此可以认为θ狆仅与非裂纹深度犮有关，由量纲分

析可得
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对图１所示中点作用集中力犉的三点弯试件，仿照

上述纯弯裂纹情况推导方法，可得犑积分和位移Δ

之间近似公式为
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式中 Δ犲———弹性位移 Δ狆———塑性位移

Δ＝Δ犲＋Δ狆
在线弹性状态下犑犲＝犌，犌为能量释放率，由犐狉狑犻狀

犓犻犲狊关系
［９］得

犌＝
犉２犮
２犾
犱犆
犱犪

（８）

式中 犆———试样柔度

犉犮———裂纹产生钝化的集中载荷值

又由文献［９］，得
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其中 δ狆（犪）＝
４狉（２犚犮－犪）

Δ狆犛
式中 狀———加工硬化系数

σ（犪）———裂纹顶端应力

δ狆（犪）———裂纹顶端张开位移的塑性部分

犚犮———裂纹尖端圆弧半径

狉———旋转因子，狉＝０４～０５

犛为图１中两支点跨距，式（７）可表示为

犑＝犌＋
１
狀＋１

σ（犪）δ狆（犪） （１０）
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由犑积分定义要求单调加载条件，对多次递增

小步长加载，实现大弯曲变形校直过程，犑积分使用

受到限制。但如果假设每次加载是相互独立的，则

每次加载过程所定义的犑积分都将符合式（１０）的

定义。由式（７）发现，犑积分值对应犑犲和犑狆两部分，

并且分别由Δ犲和Δ狆决定。当相邻两次间加载的变

形相差不大，由于加工硬化影响，可以将第犽次总

变形近似作为第犽＋１次总变形中的弹性变形部分，

即

Δ犽＋１＝Δ犽＋１犲 ＋Δ犽＋１狆 ＝Δ犽＋Δ犽＋１狆 （１１）

故对应的犑积分也有

犑犽＋１＝犑犽＋１犲 ＋犑犽＋１狆 ＝犑犽＋犑犽＋１狆 （１２）

从总体校直过程看，则可以认为犑积分值是随弯曲

变形减小的移动过程。

犅犲犵犾犲狔和犔犪狀犱犲狊
［８］根据实验提出犑积分断裂

准则，认为当

犑≥犑犐犆 （１３）

裂纹体发生失稳断裂，犑犐犆是起裂韧度。

根据式（７），犑犐犆对应位移为Δ
０，即第一次校直变

形狔１最大值。第２次校直变形狔２的最大值，则由

式（１２）确定的犑犐犆１求得相应的Δ
１。依此类推，直到

弯曲变形逐步消除。

１３ 校直行程递推算法

文献［４］建立了如图１所示无裂纹幂强化材料

轴的校直行程狔的计算公式

狔＝狔０＋
犉０犛

３

４８ ［犈犐 （１＋
４８狔０犈犐

犃犉０犛
）３
１

］狀 （１４）

式中 犃———材料特性系数

狔０———初始弯曲变形

犉０———最大弹性极限载荷

犈———弹性模量 犐———截面惯性模数

同样对含单边径向裂纹轴校直情况，犉０为屈服

材料屈服时对应的载荷值。当犉＝犉０，含裂纹轴进

入弹塑性变形。对递增小步长校直情形，其校直行

程递推算法为

狔犽＋１＝
Δ犽 （狔≥Δ犽）

Δ犽－１＋

Δ

狔犽 （狔＜Δ犽
烅
烄

烆 ）
（１５）

式中，狔为根据弯曲变形值计算求得的需要产生弹

塑性变形值，

Δ

狔犽为第犽＋１步时校直行程递增量，Δ

狔犽＝狔－狔犽，要求

Δ

狔犽＜Δ犽－Δ犽－１。Δ犽由式（１２）

确定的犑犐犆犽代入式（７）求得。

２ 实验研究

２１ 试件制备

采用试件材料为３５号钢制备圆轴试件，轴直径

犇＝１３犿犿，两支撑距离犛＝２１３犿犿，裂纹深度分别

为犪＝１、２、３、４犿犿。由线切割加工形成不同深度

裂纹，并经调质处理。

２２ 校直实验

将式（１）推广到图１所示中点作用集中力犉的

三点弯试件，则

犑＝∫
Δ

［
０
－
（犉／犛）


］犪 Δ
犱Δ （１６）

可根据式（１６），利用多个不同裂纹长度的试件实测

犉 Δ曲线，实验数据如表１所示，可以计算不同裂

纹深度的犑 Δ函数
［９］。

犑＝１４３６Δ２＋５２４４Δ－０３５８ （犪＝１犿犿）

（１７）

犑＝１４７６Δ２＋０８７５Δ－０１２９ （犪＝２犿犿）

（１８）

犑＝１０６５Δ２－０７４５Δ＋００４９９ （犪＝３犿犿）

（１９）

犑＝０４９５Δ２－０４２７Δ＋００４５５ （犪＝４犿犿）

（２０）

又由表１可计算出试样柔度拟合计算公式，犆＝

（０７３５＋１１
犪
２ ）犚

０５
，代入式（８）可计算试件犌值。

校直实验采用裂纹深３犿犿轴作试件，已知犾＝

１０９５犿犿，犃＝０５２，犉０＝２０５８４犖，狀＝２５０，

犉犮＝３０３８０犖，通过夹式引伸计判断裂纹是否起

裂［１０］。

表１ 不同裂纹深度轴犉 Δ数据

犜犪犫．１ 犉 Δ犱犪狋犪狅犳狊犺犪犳狋狑犻狋犺狏犪狉犻狅狌狊犱犲狆狋犺狊犻狀犵犾犲犲犱犵犲犱犮狉犪犮犽

犖

Δ
裂纹深度／犿犿

犪＝１ 犪＝２ 犪＝３ 犪＝４

１２ ２０９６２ １６９９３ １９３５５ １８４７３

１６ ２５６２７ ２３９６１ ２３５２０ ２２５１１

１８ ２７９９９ ２６０５８ ２５４０２ ２４４６８

２０ ２９９８８ ２９１１６ ２７４９９ １８２１７

２２ ３１７６２ ３１５９５ ２９４００ ２８０７７

２４ ３３１１４ ３２９８７ ３１２６２ ２９９１０

２６ ３４１３３ ３５２７０ ３２８５９ ３１５９５

２８ ３５０２５ ３７２８９ ３４４０８ ３３１６３

３０ ３５７５０ ３９０５３ ３５５９４ ３４５８４

３２ ３６９３６ ４０７４８ ３６４６６ ３５７４１

将犉０代入式（１４）计算校直行程下临界值
［６］

Δ犿犻狀＝１５犿犿。将犉犮代入式（８）可计算犑犐犆＝犌＝

２６６犽犵／犿犿，则将犑犐犆代入式（１９）计算校直行程上

临界值Δ犿犪狓＝１９５犿犿，则校直可行域是［１５犿犿，
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１９５犿犿］。轴初始弯曲量狔０＝０１３犿犿，由式（１４）

计算校直行程狔＝２３６犿犿，因此需用式（１５）进行

多步校直。每次移动犑积分结果犑犐犆、相应裂纹钝化

犉犮值，计算行程狔犽、校直行程狔′犽和校直后误差犲、裂

纹嘴残余变形δ等数据如表２所示。

由表２可见，按式（１５）多步加载校直，可以将较

大的弯曲变形分步校直，而裂纹不发生起裂现象。

３ 结束语

通过犑积分理论和实验研究，提出了犑积分移

动理论和适用于含单边径向裂纹轴校直的递推算

法。经对裂纹深３犿犿，初始弯曲变形为０１３犿犿

表２ 含裂纹轴多步校直实验数据

犜犪犫．２ 犛狋狉犪犻犵犺狋犲狀犻狀犵犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾狉犲狊狌犾狋狅犳狊犺犪犳狋狑犻狋犺

狊犻狀犵犾犲犲犱犵犲犱犮狉犪犮犽

次数
犑犐犆

／犽犵·犿犿－１

犉犮

／犖

狔犽

／犿犿

狔′犽

／犿犿

犲

／犿犿

δ

／犿犿

１ ２６６ ３０３８０ １９５ １９５ ０１０ ０

２ ３１８ ３３１２４ ２０９ ２１０ ００６ ０

３ ３８０ ３６２０１ ２２６ ２２６ ００３ ０

４ ４１０ ３７５９３ ２３３ ２３２ ００１ ０００８

的单边径向裂纹轴进行校直实验，结果表明该方法

是有效的。
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