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摘要：结合稀疏表示和投影正则化方法，提出了一种将图像分解为纹理和结构部分的新方法．该方法的

基本思想是用两个适当的字典：一个用来描述纹理部分———对偶树复小波变换，另一个用来描述结构部

分———基于投影正则化方法的二代曲线波变换，其中投影正则化方法可以很好地指引分解过程，减少

伪吉布斯现象．这两个字典本身是互不相关的，只对它们所描述的部分得到稀疏表示，对另外一部分得

不到稀疏表示．实验结果表明，该算法即节省了运算时间，又很好地将图像的纹理和结构分开，特别是

当图像含有噪声时，它可以很好地将纹理和噪声分开．
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图像处理的一个重要目的是从图像中提取有用的信息，这需要把图像分解成有意义的部分．近几年来，

基于全变分的结构———纹理分解模型得到了很好的发展．Ｍｅｙｅｒ
［１］建议用犌范数刻画纹理部分，但是该方

法比较难实现．ＶｅｓｅＯｓｈｅｒ
［２］提出了用ｄｉｖ（犔狆）范数逼近犌范数，ＯｓｈｅｒＳｏｌｅＶｅｓｅ

［３］建议使用 犎－１ 范数，

ＬｉｅｕＶｅｓｅ
［４］提出更一般的犎－狊范数，ＬｅＶｅｓｅ

［５］建议使用ｄｉｖ（ＢＭＯ）范数．此外，Ｓｔａｒｃｋ
［６］等人提出了一种基

于稀疏表示的图像分解方法，此方法称为形态学成分分析方法（ＭＣＡ）．笔者结合 ＭＣＡ方法，提出了一种新

的图像分解方法．选用两个适当的字典：一个用来描述纹理部分———对偶树复小波变换（ＤＴＣＷＴ），另一个

用来描述结构部分———基于投影正则化方法的第二代曲线波变换．实验表明，该方法比 ＭＣＡ方法能得到

更好的分解效果，且运算时间较短．

１　新 模 型

首先简单介绍一下 ＭＣＡ图像分解方法．假设输入图像的大小为犖×犖．将该图像重新排序为一个长度
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为犖２ 的一维矢量．对于任意一幅包含纹理、结构和噪声的图像犳，基跟踪方法
［７］用犾１ 范数解下面的优化

问题

｛α
ｏｐｔ
狋 ，α

ｏｐｔ
狀 ｝＝ａｒｇｍｉｎ

｛α狋
，α狀
｝
α狋 １＋ α狀 １＋λ犳－犜狋α狋－犜狀α狀

２
２　， （１）

其中犜狋，犜狀 为两个互不相关的字典，犜狋α狋为纹理部分，犜狀α狀 为结构部分．

为了使分解过程能很好地进行，通过对上面的优化问题施加外力，使犜狀α狀 和犜狋α狋很好地适应它们相对

应的部分．下面对式（１）施加一个全变差权，得到下面的优化问题

｛α
ｏｐｔ
狋 ，α

ｏｐｔ
狀 ｝＝ａｒｇｍｉｎ

｛α狋
，α狀
｝
α狋 １＋ α狀 １＋λ犳－犜狋α狋－犜狀α狀

２
２＋γ犜犞｛犜狀α狀｝　． （２）

假定犡狋和犡狀，定义犡狋＝犜狋α狋和犡狀 ＝犜狀α狀．通过α狋＝犜
＋
狋犡狋和α狀 ＝犜

＋
狀犡狀能恢复α狋和α狀，其中犜

＋
狋是犜狋

的逆变换．则式（２）可再次写为

｛犡ｏｐｔ狋 ，犡
ｏｐｔ
狀 ｝＝ａｒｇ ｍｉｎ

｛犡狋
，犡狀

｝
犜＋狋 犡狋 １＋ 犜＋狀犡狀 １＋λ犳－犡狋－犡狀

２
２＋γ犜犞｛犡狀｝　， （３）

为实现上述算法，应如何选择字典犜狀 和犜狋．在文［６］中，对结构部分选用一代曲线波变换；对纹理部分选用

离散余弦变换（ＤＣＴ）．笔者对结构部分，选用基于投影正则化方法的二代曲线波变换，很好地减少了伪吉布

斯现象，且算法相对简单，易实现；对纹理部分，选用ＤＴＣＷＴ，它比ＤＣＴ更稀疏，非常适合纹理部分的

描述．

１．１　表示结构部分的字典———二代曲线波变换

尽管一代曲线波有很好的性质，但是它也有许多缺点：它包含７个指标参考：尺度、位置、脊尺度、脊位

置、角尺度、角位置和一个记号．一代曲线波是基于块脊波的，应用受到限制．相比之下，二代曲线波
［８］只有３

个指标参数：尺度、方向和平移，形式上较容易实现．

假设狏是一个偶的、光滑的窗函数，它的支撑区间在［－π，π］．当θ∈ ［０，２π］，它满足

狏（θ）
２
＋ 狏（θ－π）

２
＝１　．

当犼≥０，犾＝０，１，…，２
?犼／２」－１时，定义狏犼，犾（θ）＝狏２

?犼／２」θ－π（ ）犾 ．假设狑是一个光滑的紧支撑函数，满足

狑０（狋）
２
＋∑

犼≥０

狑（２－犼狋）２
＝１　，　狋∈ＲＲ　，

其中狑０ 是一个支撑在原点邻域的光滑函数．当犼≥２，犾＝０，１，…，２
?犼／２」－１，令

犽犼，犾（ξ）＝狑（２
－犼
ξ ）（狏犼，犾（θ）＋狏犼，犾（θ＋π）），　ξ＝ ξｅｘｐ（ｉθ）　． （４）

　　假设犑＝ （犼，犾），犼≥０，犾＝０，１，…，２
?犼／２」－１，θ犑 ＝π犾２

－?犼／２」；μ＝（犼，犾，犽），犽＝（犽１，犽２），犽１，犽２ ∈ＺＺ．当

犼≥２时，狑（２
－犼
ξ ）狏２

?犼／２」（ ）θ 的支撑区间包含在一个矩形犚犼 ＝犐１犼×犐２犼里，

犐１犼 ＝ ｛ξ１，狋犼≤ξ１ ≤狋犼＋犔犼｝　，　犐２犼 ＝ ｛ξ２，２ξ２ ≤犾犼｝　，

其中犔犼 ＝δ１π２
犼，犾犼 ＝δ２２π２

犼／２．假设珘犐１犼 ＝±犐１犼，定义珟犚犼 ＝珘犐１犼×犐２犼，则犔２（珟犚犼）的正交基为

狌犼，犽（ξ１，ξ２）＝
２－３犼

／４

２π（δ１δ２）
１／２ｅｘｐ（ｉ（犽１＋１／２）２

－犼
ξ１／δ１）ｅｘｐ（ｉ犽２２

－犼／２
ξ２／δ２），　犽１，犽２ ∈ＺＺ　．

定义 γ^μ′（ξ）＝犽犑（ξ）狌犼，犽（犚
Ｔ
θ犑ξ）　， （５）

其中μ′∶＝ （犼，犾，犽）：犼≥２，犾＝－２
?犼／２」，…｛ ，２

?犼／２」－１，犽∈ＺＺ ｝２ ，犚θ犑 为角度θ犑 的旋转矩阵．令γ^μ１（ξ）＝

２π犽１（ξ）狌犽（ξ），其中μ１∶＝｛（１，０，犽）：犽∈ＺＺ ｝２ ，犽２１（ξ）＝狑
２
０（ξ ）＋狑

２（ξ ）＋狑
２

ξ／（ ）２ ，狌犽（ξ）＝（２πδ０）
－１·

ｅｘｐ（ｉ（犽１ξ１／δ０＋犽２ξ２／δ０）），δ０ ＞０为常数．

对任意函数犳∈犔２（ＲＲ
２），有等式：∑

μ

〈犳，γμ〉
２
＝ 犳

２
犔
２
（ＲＲ
２）成立，因此曲线波系统｛γμ｝μ是犔２（ＲＲ

２）上

的一个紧框架．利用Ｐａｒｓｅｖａｌ恒等式，得到曲线波系数为：犮μ（犳）∶＝〈犳，γμ〉，μ＝μ′∪μ１．

１．２　表示纹理部分的字典———对偶树复小波变换

尽管离散余弦变换可以作为纹理部分的稀疏表示，但是它也有一些缺点［９］．相比之下，ＤＴＣＷＴ有很好

的方向选择性，比ＤＣＴ能更好地保护边缘．此外，ＤＴＣＷＴ比ＤＣＴ更稀疏．

离散小波变换在分解过程的下采样可导致其失去平移不变性，而平移不变性对图像特征的检测、去噪等

领域有着非常重要的意义．许多小波技术，包括复小波变换，都被用来解决这个问题，但是他们或者有较高的

冗余计算成本，或者不能很好地重构［１０］．基于线性时不变系统的狕变换理论，Ｋｉｎｇｓｂｕｒｙ
［１１］提出了 ＤＴ
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ＣＷＴ．它有很好的性质，如近似平移不变性、较好的方向选择性和计算效率高，使得ＤＴＣＷＴ可以很好地表

达纹理部分．ＤＴＣＷＴ是由两颗平行的小波树组成，每颗树对应的滤波器是传统小波变换的双正交滤波器，

其中一颗树是奇数长的高通滤波器，其采样序列的中点偶对称；另一颗树是偶数长的高通滤波器，其采样序

列的中点奇对称，它们交替奇偶滤波得到的输出分别对应的是复小波变换的实部和虚部．如果将两颗小波树

的输出分别解释为经由复小波变换而得到的实部和虚部的系数，则它可看作是特殊的复小波变换．

１．３　结构部分基于投影正则化方法的二代曲线波变换

尽管二代曲线波变换有许多好的性质，如保护边缘和计算效率高等，但是它使得处理后的图像产生虚假

的吉布斯现象．在文［６］中，一个全变分权项加到了一代曲线波阈值上，减少了伪吉布斯假象，使得分解过程

能很好地进行．不同于上面的思想，笔者建议用基于投影正则化方法的二代曲线波变换处理结构部分，它能

在去除噪声的同时保护边缘，视觉效果较好．

软阈值函数τ定义如下 τ（狓）∶＝
ｓｇｎ（狓）·（狓 －δ）　， 狓 ≥δ　，

０　， 狓 ＜δ　
｛ ，

其中δ为阈值．

对函数犳的曲线波系数应用软阈值，将软阈值后的曲线波系数指标集定义为

Λ∶＝ ｛μ：犮μ（犳）≥δ｝　．

由于曲线波阈值会在不连续点附近产生虚假的吉布斯现象，为了减少这种现象，结合全变分和曲线波．定义

全变分函数：犜犞（犳）＝∫Ω
犳（狓）ｄ狓，为了减少计算过程中出现的分母为０的情况，引入小的正参数β＞０，

改写为

犜犞（犳）＝∫Ω

（犳（狓）
２
＋β

２）１／２ｄ狓　．

对下面的优化问题求解 ｍｉｎ
狌
犜犞（狌）　． （６）

定义犔２（Ω）上函数的线性子空间：犞∶＝ ｛狏：犮μ（狏）＝０，μ∈Λ｝，给定正序列 （狋犾）
∞
犾＝０
，其中：ｌｉｍ

犾→∞
狋犾 ＝０，

∑
∞

犾＝０

狋犾 ＝∞．则式（６）的基于投影正则化方法的曲线波阈值为

犳
（犾＋１）

＝犳
（犾）
－狋犾犘犞（犵犜犞（犳

（犾）））　， （７）

其中犵犜犞（犳
（犾））＝－（犵（犳

（犾） ）犳
（犾）），犵（狓）＝１／狓，犘犞（犵）为函数犵在空间犞上的投影．假设犜为曲线

波变换，犜－１ 为逆变换，则犘犞（犵）＝犜
－１
τ
－１犜（犵），其中τ

－１ 定义为逆阈值

τ
－１（狓）∶＝

０　， 狓 ≥δ　，

ｓｇｎ（狓）·（狓 －δ）　， 狓 ＜δ　
｛ ．

１．４　算　法

根据前面的描述，提出了一种新的图像分解模型

｛犡ｏｐｔ狋 ，犡
ｏｐｔ
狀 ｝＝ａｒｇ ｍｉｎ

｛犡狋
，犡狀

｝
犜＋狋 犡狋 １＋ 犘犞犜

＋
狀犡狀 １＋λ犳－犡狋－犡狀

２
２　， （８）

其中犜＋狋 为ＤＴＣＷＴ，犜
＋
狀 为二代曲线波变换，犘犞犜

＋
狀 为基于投影正则化方法的曲线波变换．

下面采用文献［１２］中的块坐标松弛方法，给出求解式（８）最小值的算法：

（１）选择参数：犔ｍａｘ，狋犾，迭代次数犾；初始化：犡狀 ＝犳，犡狋＝０；令阈值δ＝λ犔ｍａｘ．

（２）进行犾＝０，１，…，次迭代算法：

　Ａ：假设犡狋固定，求解犡狀：

　　① 计算残数犚＝犳－犡狋－犡狀．

　　② 假设犡狀：＝犡狀＋犚：

　　　（ａ）假设犵犜犞（犡狀）＝犵，计算犵，求出犘犞（犵）∶＝犜狀τ
－１犜＋狀（犵）．

　　　（ｂ）计算犡狀 ＝犡狀－狋犾犘犞（犵），得到犡狀．

　Ｂ：假设犡狀 固定，计算犡狋：

　　① 计算残数犚＝犳－犡狋－犡狀．
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　　② 计算犡狋＋犚的ＤＴＣＷＴ，得到α狋 ＝犜
＋
狋（犡狋＋犚）．

　　③ 用阈值δ对系数α狋软阈值，得到α^狋，通过犡狋＝犜狋^α狋，重构得到犡狋．

（３）上传阈值δ＝δ－λ．

（４）如果δ＞λ，返回到第（２）步．否则，退出循环．

２　实验结果

用 ＭＣＡ（３），新模型（８）和ＶｅｓｅＯｓｈｅｒ模型对给定的图像做分解和去噪，表明新模型的有效性．

为了计算简单，给定图像“Ｂａｒｂａｒａ”的一部分，如图１（ａ）所示．在做图像分解时，理想状态是只有桌子的

纹理和衣服的条纹被提取出来．在不加噪声的情况下，与 ＭＣＡ方法相比，新模型能较好地提取出纹理部分，

如图１（ｃ）和 （ｄ））所示．在图１（ｂ）中，为了比较３种模型的分解和去噪效果，对部分“Ｂａｒｂａｒａ”图像加上了

高斯噪声 （σ＝２０）．图１（ｅ），（ｆ）和 （ｇ）说明噪声的出现并不影响新模型的性质，它能较好地分离纹理和噪

声部分：与 ＭＣＡ方法相比，新模型提取出的结构部分含有较少的纹理；ＶｅｓｅＯｓｈｅｒ模型不能分离纹理和噪

声部分．表１给出了 ＭＣＡ方法和新模型的性能指标：峰值信噪比（ＰＳＮＲ），均方根误差 （ＲＭＳＥ）和运算时

间．这些结果都说明了新模型能在去除噪声的同时很好地分解图像，即能将图像分解为结构、纹理和噪声３

部分，且运算时间较低．

图１　图像分解和去噪的比较结果
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表１　ＰＳＮＲ，ＲＭＳＥ和运算时间的比较结果

Ｎｏｉｓｙ

Ｂａｒｂａｒａ

（ｐａｒｔ）

σ

噪声图像 新模型 （８） ＭＣＡ方法（３）

ＰＳＮＲ／ｄＢ ＲＭＳＥ／ｄＢ ＰＳＮＲ／ｄＢ ＲＭＳＥ／ｄＢ 时间／ｓ ＰＳＮＲ／ｄＢ ＲＭＳＥ／ｄＢ 时间／ｓ

１０ ２７．２０４ ９．７５６ ３０．９１８ ７．２５５ ２５．１４ ３０．２１６ ７．６６７ ３００．８６

２０ ２３．８１９ １７．８１２ ２６．５５５ １２．４２５ ３０．７５ ２５．８９８ １２．９３２ ３２１．７１

３　结 束 语

提出了一种新的图像分解方法．该方法结合基跟踪算法和全变差正则化方法，用两个字典分别描述结构

和纹理部分．在分解过程中，对结构部分选用基于投影正则化方法的二代曲线波变换，这可以很好地减少虚

假的吉布斯现象．对纹理部分，选用ＤＴＣＷＴ，它比ＤＣＴ能更稀疏地描述纹理．将新模型用于去除噪声，它

能在去噪的同时很好地分离纹理和噪声部分．下一步的工作是寻找一个刻画曲线波系数的空间来代替全变

差的权项，使得运算更为简单．
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