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摘要：提出了一类新的量子稳定子码的构造方法．寻找量子稳定子码的问题可以转化为寻找ＧＦ（４）上

迹内积自正交的经典码问题．根据这一关系，首先证明了ＧＦ（４）上经典卷积码迹内积自正交的充要条

件，然后寻找满足该条件的经典卷积码，再将找到的经典卷积码通过“咬尾”变换得到具有简单分组结构

的ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码，证明了该类ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码是迹内积自正交的，从而构造出对应的量子稳定子码．该类码

构造方法简单，码距接近理论上限．
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近几十年来，量子通信与量子计算的研究已经引起人们极大的关注．由于量子系统在操作时不可避免会

受到外界噪声的影响，必然导致量子状态发生错误，这已经成为量子信息领域的主要障碍之一．近年来发展

起来的量子纠错编码技术能够有效地解决这一难题．迄今为止，许多种量子纠错码以及相关理论已经被发现

和提出，其中以ＣＳＳ码
［１，２］和稳定子码［３，４］最为重要和成熟．笔者利用量子稳定子码与ＧＦ（４）上经典码的对

应关系［５］，给出了一种构造量子稳定子码的方法．

１　基础介绍

令犡，犢，犣表示ｐａｕｌｉ算子，集合犌＝｛犐，犡，犢，犣｝，ＧＦ（４）为｛０，１，α，珔α｝．若忽略相位的影响，犌中的乘法

２００８年４月

第３５卷　第２期
　

西安电子科技大学学报（自然科学版）
犑犗犝犚犖犃犔　犗犉　犡犐犇犐犃犖　犝犖犐犞犈犚犛犐犜犢

　
Ａｐｒ．２００８

Ｖｏｌ．３５　Ｎｏ．２



结构与ＧＦ（４）上的加法结构是相同的．因此可通过如下的函数犳（·）将集合犌与ＧＦ（４）上的元素对应起来．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　犌
犳（·
→
）
ＧＦ（４）

犐 ０

犡 α

犢 １

犣 珔α

给定ＧＦ（４）上两个狀长的向量犪＝ （犪０，犪１，…，犪狀－１），犫＝ （犫０，犫１，…，犫狀－１）．

定义１　厄米内积　 〈犪，犫〉＝∑
狀－１

犻＝０

珔犪犻犫犻，“－”表示元素的共轭．

定义２　迹内积　ｔｒ〈犪，犫〉＝ｔｒ∑
狀－１

犻＝０

珔犪犻犫犻 ＝∑
狀－１

犻＝０

ｔｒ（珔犪犻犫犻），

ｔｒ（０）＝ｔｒ（１）＝０，ｔｒ（α）＝ｔｒ（珔α）＝１．

根据定义２，可以通过下式来判断集合犌中的元素犌１，犌２是否对易：若ｔｒ〈犳（犌１），犳（犌２）〉＝０，算子犌１，

犌２ 对易；若ｔｒ〈犳（犌１），犳（犌２）〉＝１，算子犌１，犌２ 反对易．

犌１犌２ ＝ （－１）
ｔｒ〈犳（犌１

），犳（犌２
）〉

犌２犌１　．

一个ＧＦ（４）上的线性码迹内积自正交的充要条件为其也是厄米内积自正交的
［６］．因此，可以通过寻找ＧＦ

（４）上厄米内积自正交的线性码来构造相应的量子码．

定理１　假设犆是一个ＧＦ（４）上厄米内积自正交的线性码，参数为［犖，犓］，并且其对偶码犆⊥ 的距离为

犱，则由犆可构造出参数为［［犖，犖－２犓，犱］］的非简并量子稳定子码
［６］．

２　自正交经典码的构造

第１步，构造一个ＧＦ（４）上的线性卷积码犆，参数为［狀，犽，犿］，其中犿指编码存储．则犆的生成矩阵犌∞

如下式所示，迟延算子犇表示延时一个时间单位．

犌∞ ＝

犌

犇犌

犇２犌

熿

燀

燄

燅

＝

犌０ 犌１ … 犌犿－１ 犌犿

犌０ 犌１ … 犌犿－１ 犌犿

犌０ 犌１ … 犌犿－１ 犌犿

熿

燀

燄

燅   

　．

　　常见的厄米内积自正交卷积码的参数满足犽＝１或狀－犽＝１
［７］，若无特殊说明，下面讨论的均为ＧＦ（４）

上参数为犽＝１的厄米内积自正交卷积码．

为了方便，也可以用迟延算子犇表示犌∞：犵（犇）＝ ［犵１（犇），犵２（犇），…，犵狀（犇）］．

定理２　设犆是ＧＦ（４）上的线性卷积码，其生成矩阵为犵（犇）＝ ［犵１（犇），犵２（犇），…，犵狀（犇）］，则当且仅

当∑
狀

犼＝１

犵犼（犇）珚犵犼（犇
－１）＝０成立时，犆是厄米内积自正交的．

证明　对于犵（犇）＝ ［犵１（犇），犵２（犇），…，犵狀（犇）］，定义

犵犼（犇）＝∑
犻

犵犼，犻犇
犻
　，

犇犾犵犼（犇）＝∑
犻

犵犼，犻犇
犾＋犻
＝∑

犻

犵犼，犻－犾犇
犻
　，

〈犵（犇），犇
犾
犵（犇）〉＝∑

狀

犼＝１

〈犵犼（犇），犇
犾
犵犼（犇）〉＝∑

狀

犼＝１
∑
犻

珚犵犼，犻犵犼，犻－犾　，

则有 ∑
狀

犼＝１

犵犼（犇）珚犵犼（犇
－１）＝∑

狀

犼＝１

犵犼（犇）∑
犻

珚犵犼，犻犇
－犻
＝∑

狀

犼＝１
∑
犻

珚犵犼，犻犇
－犻
犵犼（犇）＝
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∑
狀

犼＝１
∑
犻

珚犵犼，犻犇
－犻

∑
犾

犵犼，犻－犾犇
犻－犾
＝∑

犾
∑
狀

犼＝１
∑
犻

珚犵犼，犻犵犼，犻－犾犇
－犻犇犻－犾 ＝

∑
犾
∑
狀

犼＝１
∑
犻

珚犵犼，犻犵犼，犻－犾犇
－犾
＝∑

犾

〈犵（犇），犇
犾
犵（犇）〉犇

－犾
　．

所以，∑
狀

犼＝１

犵犼（犇）珚犵犼（犇
－１）＝０当且仅当〈犵（犇），犇

犾
犵（犇）〉＝０，即犵（犇）与它所有的延时正交，也就是犆是厄

米内积自正交的．

同理，用相同的方法寻找犆的对偶码犆⊥，犆⊥ 为ＧＦ（４）上的参数为［狀，狀－１］的线性卷积码．令犆⊥ 的生

成矩阵为

犎（犇）＝

犺（１，１）（犇） 犺（１，２）（犇） … 犺（１，狀）（犇）

犺（２，１）（犇） 犺（２，２）（犇） … 犺（２，狀）（犇）

  

犺（狀－１，１）（犇） 犺（狀－１，２）（犇） … 犺（狀－１，狀）（犇

熿

燀

燄

燅）

　，

则犆与犆⊥ 必满足 ∑
狀

犼＝１

犺（犻，犼）（犇）珚犵犼（犇
－１）＝０　，　犻＝１，２，…，狀－１　．

　　例１　参数为［３，１，２］的线性卷积码犆，生成矩阵犵（犇）＝ ［１＋犇＋犇
２，１＋α犇＋犇

２，１＋犇］．

由定理２可知

∑
狀

犼＝１

犵犼（犇）珚犵犼（犇
－１）＝（１＋犇＋犇

２）（１＋犇－
１
＋犇

－２）＋

（１＋α犇＋犇
２）（１＋珔α犇－１

＋犇
－２）＋（１＋犇）（１＋犇－

１）＝０　，

所以犆是厄米内积自正交的．并根据∑
狀

犼＝１

犺（犻，犼）（犇）珚犵犼（犇
－１）＝０找到对偶码犆⊥，其生成矩阵为

犎（犇）＝
α犇 珔α犇 １＋犇

１ １＋珔α犇 １＋珔α
［ ］

犇
　．

　　第２步，由线性卷积码犆经过适当变换得到ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码犅
［８］．在经典编码理论中，ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码是一种

性能优异的线性分组码，其可以达到与卷积码相同的码率，同时具有简单的分组码结构，大大降低了编译码

器的复杂度．为了保持码率不变，犅的参数可以写为［狀（犔＋犿），犔＋犿］，犔取任意正整数．其生成矩阵可以表

示为

犌犅 ＝

犌０ 犌１ … 犌犿 ０ … … ０

０ 犌０ … 犌犿－１ 犌犿 ０ … ０

     

犌１ 犌２ … ０ … ０ … 犌

熿

燀

燄

燅０

　．

显然，若犆是厄米内积自正交的，则由其得到的犅也是厄米内积自正交的．犅⊥ 可由犆⊥ 用同样的方法得到，

其码参数为［狀（犔＋犿），（狀－１）（犔＋犿），犱］．

例２　例１中参数为［３，１，２］的线性卷积码犆，其生成矩阵为

犌∞ ＝

１ １ １ １ α １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ …

０ ０ ０ １ １ １ １ α １ １ １ ０ ０ ０ ０ …

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １ α １ １ １ ０ …































熿

燀

燄

燅… … … … … …

　．

令犔＝３，由犆可以得到一个参数为［１５，５］的犅，其生成矩阵犌犅 为

犌犅 ＝

１ １ １ １ α １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ １ １ α １ １ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １ α １ １ １ ０

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １ α １

１ α

































熿

燀

燄

燅１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １

　．
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在例１中已经证得犆是厄米内积自正交的，因此犅也是厄米内积自正交的．同理，由犆⊥ 可以得到参数为［１５，

１０，４］的犅⊥，其生成矩阵为

犌犅⊥ ＝

０ ０ １ α 珔α １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ １ ０ 珔α 珔α ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ α 珔α １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ １ ０ 珔α 珔α ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ α 珔α １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０ 珔α 珔α ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ α 珔α １

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ ０ 珔α 珔α

α 珔α １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

０ 珔α 珔α

































































熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １

　．

３　量子稳定子码的构造

上文已经找到了ＧＦ（４）上厄米内积自正交的线性码，根据定理１，可以构造出相应的量子稳定子码．将

犅的生成矩阵犌犅 中的每一行生成元分别乘以１和α，然后将得到的结果通过函数犳
－１（·）映射到集合犌中的

元素，这样就得到了相应量子码的稳定子生成元．显然，若犌犅 共有犔＋犿行，通过上述的计算，可以得到对应

的２（犔＋犿）个稳定子生成元，若其对偶码犅⊥ 的距离为犱，就得到了参数为［［狀（犔＋犿），（犔＋犿）（狀－２），犱］］

的量子码，这样的量子码最多可以纠正 犱－１ ／２位错误．

例３　已知例２中参数为［１５，５］的码犅，并且犅⊥ 的距离犱＝４．根据定理１，可以构造出参数为［［１５，５，

４］］的非简并量子稳定子码．其稳定子生成元如下所示，其中犕犻代表第犻个生成元．

犕１：犢 犢 犢 犢 犡 犢 犢 犢 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐

犕２：犐 犐 犐 犢 犢 犢 犢 犡 犢 犢 犢 犐 犐 犐 犐

犕３：犐 犐 犐 犐 犐 犐 犢 犢 犢 犢 犡 犢 犢 犢 犐

犕４：犢 犢 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犢 犢 犢 犢 犡 犢

犕５：犢 犡 犢 犢 犢 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犢 犢 犢

犕６：犡 犡 犡 犡 犣 犡 犡 犡 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐

犕７：犐 犐 犐 犡 犡 犡 犡 犣 犡 犡 犡 犐 犐 犐 犐

犕８：犐 犐 犐 犐 犐 犐 犡 犡 犡 犡 犣 犡 犡 犡 犐

犕９：犡 犡 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犡 犡 犡 犡 犣 犡

犕１０：犡 犣 犡 犡 犡 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犐 犡 犡 犡

表１　由ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码构造出的稳定子码

码率 犅 犅⊥ 稳定子码 犱ｏｐｔ 码率 犅 犅⊥ 稳定子码 犱ｏｐｔ

１／３ ［１５，５］ ［１５，１０，４］ ［［１５，５，４］］ ４ １／６ ［３０，５］ ［３０，２５，３］ ［［３０，２０，３］］ ４

１／３ ［２４，８］ ［２４，１６，５］ ［［２４，８，５］］ ５６ １／１０ ［４０，４］ ［４０，３６，３］ ［［４０，３２，３］］ ３

１／５ ［１５，３］ ［１５，１２，３］ ［［１５，９，３］］ ３ １／１６ ［８０，５］ ［８０，７５，３］ ［［８０，７０，３］］ ３４

　　表１列出了一些由犅构造出的稳定子码，其中犱ｏｐｔ为相同参数下码距的理论上界
［６］，根据以上所述的构

造方法得到的稳定子码基本都达到了上界值，因此是一类纠错能力良好的量子码．

４　结 束 语

根据量子稳定子码与ＧＦ（４）上经典码的对应关系，在ＧＦ（４）上找到了基于经典卷积码的ｔａｉｌｂｉｔｉｎｇ码，
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并满足迹内积自正交的条件，然后构造出了相应的量子稳定子码．这种稳定子码构造方法简单，并且码距基

本可以达到理论的上界值，具有较好的纠错能力．
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简　讯

?　２００７全国大学生电子设计竞赛陕西赛区颁奖典礼在我校举行　日前，由陕西

省教育厅主办、我校承办、惠普公司协办的２００７年全国大学生电子设计竞赛

陕西赛区（惠普杯）比赛圆满结束，２００８年１月４日在我校进行了颁奖典礼．本

届竞赛陕西赛区共有３５所高校的４００支队伍参赛．其中我校获得５个国家一

等奖，９个国家二等奖，获省级一等奖１７个，二等奖７个，三等奖３个．获奖数

在全国７６７所参赛高校中排名并列第三，在全省３５所参赛高校中排名第一．

摘自《西电科大报》２００８．１．１０
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