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摘要：采用一维归一化带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数模拟一维分形粗糙面，根据微扰法研究了粗糙面下方介质

２中的电磁散射，结合分形粗糙面的自相关函数和功率谱导出了不同极化状态下一维带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ

分形粗糙面透射波散射系数计算公式．通过数值计算得出了不同极化状态下一维带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ分形

粗糙面透射系数的分形特征、基本特征、分区特征和随频率变化特征．结果表明分维、粗糙面高度起伏均

方根和入射波频率对分形粗糙面透射波散射系数有显著影响，在其他条件不变的情况下，分维越大、粗

糙面高度起伏均方根越大、入射波频率越大，透射系数就越大．
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随机粗糙表面电磁散射的理论和实验研究近年来取得了一系列重要的进展，许多理论和工程上的问题

需要对粗糙面的电磁散射问题进行研究［１～５］，粗糙面散射理论在雷达目标成像、无线通讯、固体物理、遥感、

辐射定标、天文学、声学、光学散射等领域都有着广泛的应用．

在过去的粗糙面散射研究中，通常采用特定的周期函数或随机函数作为粗糙表面的数学模型．但在自然

界中粗糙面既非纯周期也非完全随机的，从统计意义上来讲，一般的一维随机粗糙面在一定的标度区间也都

存在着自相似性或自仿射性，它具有分形的特点［６，７］，随着一维粗糙面粗糙程度的加大，分维数从１向２增
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大．另外一般的粗糙面散射问题往往需要求解一些非线性微分方程，而且很难找到闭式解，以往的方法都是

通过寻找渐近解来替代真实解，而采用分形的方法有可能便于问题的简化．事实上，对于一个真实的粗糙表

图１　粗糙面透射问题几何示意图

面，如果它的统计规律同分形粗糙面相类似或相近，就可以采用

一定的数学处理，用模拟的分形粗糙面来替代真实的粗糙面，由

此得出的散射场也会符合实际的，这也是国内外众多的学者开

展分形粗糙面电磁散射研究的原因．

近年来有关粗糙面散射的研究较多，但在这些研究中，研究

粗糙面、包括分形粗糙面上方的介质（介质１）中的电磁散射居

多［８～１２］，而研究粗糙面下方介质（介质２）中的电磁散射则相对

较少，也有少量的研究［１３，１４］，研究分形粗糙面下方介质２中的电

磁散射则更少．笔者采用一维归一化带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数作为

粗糙表面的模型，利用微扰法研究该分形粗糙面透射系数的分

形特征、基本特征、分区特征与随频率变化的特征．

１　微扰法近似和分形粗糙面模型

如图１所示为粗糙面透射问题几何示意图．对于一个高斯

粗糙表面，当犽δ＜０．３２，２
１／２
δ／犾＜０．３，其中犽为入射电磁波波数，δ是粗糙面高度起伏均方根，犾是高度起伏

相关长度，根据微扰法理论［２］，在介质２中，水平极化入射波的透射系数为

σ
狋
狆狇 ＝８犽犽′δｃｏｓθｃｏｓθ狊α′狆狇

２

犠（犽狓＋犽ｓｉｎθ，犽狔）／η狉　， （１）

其中极化系数α′狆狇分别为

α′犺犺 ＝－｛（μ狉－１）［犽狕ｃｏｓ狊（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／２
＋（μ狉ε狉）

１／２ｓｉｎθｓｉｎθ狊］＋

μ狉（ε狉－１）ｃｏｓ狊｝× 犽狕＋
ｃｏｓθ狊

η
（ ）

狉

－１

× μ狉ｃｏｓθ＋（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／［ ］２ －１
　，

（２）

α′狏犺 ＝－［（μ狉－１）（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／２
＋μ狉（ε狉－１）犽狕］ｓｉｎ狊×

η狉（犽狕＋η狉ｃｏｓθ狊）
－１

μ狉ｃｏｓθ＋（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／［ ］２ －１
　．

（３）

在介质２中，垂直极化入射波的透射系数为

σ
狋
狆狇 ＝８η狉 犽犽′δｃｏｓθｃｏｓθ狊α′狆狇

２

犠（犽狓＋犽ｓｉｎθ，犽狔）　， （４）

其中极化系数α′狆狇 分别为

α′狏狏 ＝－｛（ε狉－１）［犽狕ｃｏｓ狊（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／２
＋（μ狉ε狉）

１／２ｓｉｎθｓｉｎθ狊］＋

ε狉（μ狉－１）ｃｏｓ狊｝×（犽狕＋η狉ｃｏｓθ狊）
－１
ε狉ｃｏｓθ＋（μ狉ε狉－ｓｉｎ

２
θ）

１／［ ］２ －１
　，

（５）

α′犺狏 ＝ ［（ε狉－１）（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／２
＋ε狉（μ狉－１）犽狕］ｓｉｎ狊×

１

η狉
犽狕＋

ｃｏｓθ狊

η
（ ）

狉

－１

ε狉ｃｏｓθ＋（μ狉ε狉－ｓｉｎ
２
θ）

１／［ ］２ －１
　．

（６）

　　以上各式中θ为入射角，θ狊和狊分别为透射波的散射角和方位角，ε狉和μ狉分别为介质２对介质１的相对

介电常数和相对磁导率，η狉为介质２对介质１的特性阻抗，犽′为电磁波在介质２中的波数，且

犽′＝犽（μ狉ε狉）
１／２
　， （７）

η狉 ＝ （μ狉／ε狉）
１／２
　， （８）

犽狓 ＝－犽′ｓｉｎθ狊ｃｏｓ狊　， （９）

犽狔 ＝－犽′ｓｉｎθ狊ｓｉｎ狊　， （１０）

犽狕 ＝ （１－μ狉ε狉ｓｉｎ
２
θ狊）

１／２
　． （１１）

　　已知重要的一维分形函数是带限 ＷｅｉｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数，它是从 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数衍生而来的，它

具有一定的内、外尺度，以保证在一定区间内保持分形的主要特征．一维带限 ＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ分形
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粗糙面［６，７］具有如下形式

犳（狓）＝
２１
／２
δ［１－犫

（２犇－４）］１／２

［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）］１／２∑

犖
２

狀＝犖１

犫
（犇－２）狀ｃｏｓ（２π狊犫

狀狓＋φ狀）　， （１２）

式中δ为粗糙面高度起伏均方根，犫为空间基频，犇为分维数（１＜犇＜２），狊为标度因子（狊＝犓／２π，犓为空间

波数），φ狀为（０，２π）上均匀分布的随机相位，该函数具有零均值．一般取犫＞１，犫为有理数时，犠（狓）表现为周

期函数；犫为无理数时，犠（狓）为准周期函数．标度因子狊决定频谱位置，犠（狓）的无标度区间一般取

（犓／（２π））犫
犖［ ］１ －１和 （犓／（２π））犫

犖［ ］２ －１，犖 ＝犖２－犖１＋１．随着犖的增加，越来越多的频率分量加到准周期

上．当分维犇增加时，高频分量比重加大，低频分量作用减小．由于自然界中实际的粗糙表面一般既不是纯

随机的也不是完全纯周期的，且经常是各向异性的，因此式（１２）所给的分形函数能较好地反映自然界中粗糙

面的物理特性，是较好的物理模型．

一维带限 ＷｅｉｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数的自相关函数可表示为

ρ（τ）＝＜犳（狓＋τ）犳（狓）＞＝
δ
２［１－犫

（２犇－４）］
［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）｛ ｝］∑

犖
２

狀＝犖１

犫
（２犇－４）狀ｃｏｓ（２π狊犫

狀
τ）　． （１３）

其功率谱密度是自相关函数的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，它可以表示为

犠（犓）＝
δ
２［１－犫

（２犇－４）］
［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）］∑

犖
２

狀＝犖１

δ（犓－狊犫
狀）

犫２
（犇－２）狀 　， （１４）

其中δ（犓－狊犫
狀）为Ｄｉｒａｃ函数，如令犓＝狊犫

狀，则功率谱是一个离散谱．当犫→１时，采用连续近似方法
［１５］，该

功率谱可写为

犠（犓）＝
δ
２［１－犫

（２犇－４）］（犓／（２π））－
（２犇－４）

２［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）］ｌｎ犫

犓２犇－５
　． （１５）

分形函数具有负幂律谱，所以凡具有负幂律谱的过程都可用分形函数来模拟．

如果粗糙表面高度起伏可以用式（１２）来表示，将式（１５）分别代入式（１）和式（４），则介质２中水平极化入

射波的透射系数可以表示为

σ
狋
狆狇 ＝８犽犽′δｃｏｓθｃｏｓθ狊α′狆狇

２δ
２［１－犫

（２犇－４）］（犓／（２π））－
（２犇－４）

２［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）］ｌｎ犫

·犓２犇－５ η狉　． （１６）

介质２中垂直极化入射波的透射系数可以表示为

σ
狋
狆狇 ＝８η狉 犽犽′δｃｏｓθｃｏｓθ狊α′狆狇

２δ
２［１－犫

（２犇－４）］（犓／（２π））－
（２犇－４）

２［犫
（２犇－４）犖１－犫

（２犇－４）（犖２＋１
）］ｌｎ犫

·犓２犇－５　． （１７）

根据微扰法近似，式（１６），（１７）中的犓 应为

犓 ＝－犽′ｓｉｎθ狊ｃｏｓ狊＋犽ｓｉｎθ　． （１８）

此时散射系数定义为 σ
０
＝１０ｌｏｇσ

狋
狆狇　． （１９）

由 式（１６）～（１９）可以看出，无论是哪种极化状态下的透射波，在入射频率犳、入射角θ一定的条件下，散射系

数σ
０随散射角θ狊、散射方位角狊的变化规律，既受分维犇及其他分形描述量的影响，同时又受介质介电常数

与粗糙面参数的影响．以下通过数值计算的方法得出结果并对透射系数的特征进行分析．

２　数值计算结果

主要利用式（１６）～（１９）讨论折射面内 （狊 ＝０）分维犇及其他分形描述量、介质参数与粗糙面参数对透

射系数的影响．此时，在透射介质中，由于交叉极化系数为０，所以交叉极化对应的透射系数为０，只存在同极

化的透射系数，以水平（ＨＨ）极化为例予以说明．

以下进行数值计算时，部分参数取值一定，它们分别是：入射频率犳＝１０ＧＨｚ，介质２相对介质１的磁导

率μ狉＝１，入射角θ＝３０°．

２．１　分维等分形描述量对透射系数的影响

（１）分维对透射系数的影响　取δ＝０．１／犽，ε＝１．６，犖１ ＝０，犖２ ＝９，分别取犇＝１．０５，犇＝１．３０，犇＝
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图２　分维对透射系数的影响

１．５０，犇＝１．６７，犇＝１．９５，研究分维对透射系数的影响，数

值计算结果如图２所示．

从图２可以看出，不同分维对应曲线的区别是很明显的，

分维对透射系数的影响很大，在其他条件不变的情况下，分

维越大，透射系数就越大，图４中曲线的波峰对应的散射角即

为根据斯涅耳定律（ｓｎｅｌｌ）计算出的折射角，图３～图７中曲

线的波峰对应的散射角亦为折射角，后文不再说明．

分维越大，粗糙面粗糙程度越大，电磁波在介质１中的漫

散射和镜向散射分量减小，因而透射分量增大，所以分维越

大，透射系数就越大．

（２）标度区间犖（谐波次数）对透射系数的影响　取δ＝

图３　标度区间犖（谐波次数）对透射系数的影响

０．１／犽，ε＝１．６，犇＝１．６５，犫＝１．２，犖１ ＝０，分别取犖２ ＝９，

犖２ ＝５０，研究标度区间犖 对透射系数的影响，数值计算结果

如图３所示．

从图３可以看出，犖２ ＝９，犖２ ＝５０对应的曲线基本重

合，可见标度区间犖（谐波次数）对透射系数的影响比较小，

所以在下文中取犖１ ＝０，犖２ ＝９．

根据式（１２）及大量数值计算结果，当标度区间犖 （谐波

次数）的取值达到某一值后，式（１２）所对应的一维带限

ＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ分形粗糙面的粗糙程度变化很小，

所以标度区间犖（谐波次数）对透射系数的影响比较小．

（３）空间基频对透射系数的影响 　 取δ＝ ０．１／犽，

图４　空间基频对透射系数的影响

ε＝１．６，犇＝１．６５，分别取犫＝１．２，犫＝１．５，研究空间基频

对透射系数的影响，数值计算结果如图４所示．

从图４可以看出，犫＝１．２，犫＝１．５对应的曲线区别不

太大，对于确定的散射角，犫越大，透射系数幅值越小，可见空

间基频对透射系数有一定影响．根据文献［１５］所述条件，下

文中取犫＝１．１．

根据式（１２）及数值计算，空间基频越大，粗糙面空间周

期越小、均方根斜率越大，但粗糙面高度起伏均方根减小，总

体上表现为粗糙面的粗糙程度减小，所以空间基频越大，透

射系数幅值越小．

２．２　粗糙面高度起伏均方根对透射系数的影响

取ε＝１．６，犇＝１．５分别取δ＝０．０１／犽，δ＝０．０５／犽，

δ＝０．１／犽，δ＝０．２／犽，研究粗面高度起伏均方根对透射系数的影响，数值计算结果如图５所示．

从图５可以看出，δ＝０．０１／犽，δ＝０．０５／犽，δ＝０．１／犽，δ＝０．２／犽对应的曲线区别是很明显的，粗糙面

高度起伏均方根δ严重影响散射系数的大小，在其他条件不变的情况下，δ越大，透射系数σ
０ 越大．

粗糙面高度起伏均方根越大，粗糙面粗糙程度就越大，电磁波在介质１中的漫散射和镜向散射分量减

小，因而透射分量增大，所以粗糙面高度起伏均方根越大，透射系数越大．

３　透射系数的特征分析

根据上节中的数值计算结果，可得到一维 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ分形粗糙面透射系数的分形特征和基本特征．

３９５第４期　　　　　　　　　任新成等：一维带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ分形粗糙面透射波散射系数特征研究



图５　粗糙面高度起伏均方根对透射系数的影响

３．１　分形特征

（１）分维对透射系数的影响很大，在其他条件不变的情况

下，分维越大，透射系数σ
０ 就越大，所以在用分形粗糙面代替

真实粗糙面时，一定要注意选择合适的分维；

（２）标度区间犖（谐波次数）对透射系数的影响比较小，

所以在一般情况下可取犖１ ＝０，犖２ ＝９；

（３）空间基频对透射系数有一定的影响，根据文献［１５］

所述条件，在一般情况下取犫＝１．１．

３．２　基本特征

粗糙面高度起伏均方根仅严重影响透射系数的大小，在

其他参数不变的条件下，δ越大，透射系数σ
０ 越大．

图６　透射系数随散射角变化的分区特征

关于介质介电常数对透射系数的影响，数值计算结果

表明没有固定的规律可循，这可能与所取的参数有关，透射

系数随介质介电常数变化的物理机理有待于作进一步地深

入研究．

３．３　分区特征

从图２～图５可以看出，透射系数随散射角变化的规律

是很相似的，取其中之一并进行分区如图６所示．

从图６可以看出，透射系数随散射角的变化大致可以分

为３个区域，即近折射区、平直区和近平行平均平面散射区．

在近折射区，当散射角小于折射角时，透射系数随散射角的

增大而增大；当散射角等于折射角时，透射系数达到一极大

值；当散射角大于折射角时，透射系数随散射角的增大而减

小．在平直区，总体来说，透射系数随散射角的增大而减小，但减小得很慢，曲线几乎是平直的，而且介质２的

介电常数越大，平直区越宽，透射系数随散射角的增大而衰减得越慢．在近平行平均平面散射区，透射系数随

散射角的增大而急剧减小．

３．４　随频率变化的特征

为了进一步研究透射系数σ
０随入射频率犳变化的特征，对此进行了数值计算，图７、图８给出了相应数值

计算结果，计算时各种参数的取值如下，θ＝３０°，θ狊 ＝６０°，ε＝１．６，犖１ ＝０，犖２ ＝９，犇＝１．５，犫＝１．１，δ＝

０．００５ｍ，其中图７中狊 ＝０°，图８中狊 ＝１０°．

图７　σ
０ 随犳（狊 ＝０°）的变化 图８　σ

０ 随犳（狊 ＝１０°）的变化

　　对于一个确定的粗糙面透射问题来讲，其下方介质的介电常数一定（比如ε＝１．６），高度起伏均方根一

定（比如δ＝０．００５ｍ）．这里，粗糙面高度起伏均方根取δ＝０．００５ｍ 是根据微扰法条件（犽δ＜０．３２，
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２１
／２
δ／犾＜０．３）和入射频率的取值范围（０．０５～２０ＧＨｚ）确定的．当不同频率的电磁波入射时，透射系数随频

率的变化特征由图７和图８可以得出．由图７可以看出，由于狊 ＝０°，交叉极化的散射系数为零，所以图中

只有两条曲线，分别对应ＨＨ和垂直（ＶＶ）两种同极化，显然σ
０ 随入射频率犳的增大而增大，ＶＶ极化下的

透射系数大于ＨＨ极化下的透射系数；由图８可以看出，对于 ＨＨ、交叉（ＶＨ）、ＶＶ、交叉（ＨＶ）４种极化而

言，σ
０随入射频率犳的增大而增大，对于任一确定的入射频率，ＶＶ极化的透射系数最大，ＨＨ极化的透射系

数最小，ＨＶ与ＶＶ极化的透射系数介于二者之间，且ＨＶ极化的透射系数大于ＶＨ极化的透射系数．

大量数值计算结果表明：在折射面内 （狊 ＝０°），对于ＶＶ极化，其透射系数的分形特征、基本特征、分区

特征和随频率变化的特征与ＨＨ极化是相似的，限于篇幅，此处不再赘述．

４　结 束 语

当电磁波入射到一粗糙面上时，不论是在介质１中的电磁散射，还是在介质２中的电磁散射，在诸多实

际问题中均有重要的应用，研究粗糙面透射散射系数的特征对于复杂地海背景散射与遥感、粗糙面分类和内

部特征诊断、粗糙面下有关埋藏物的探测与识别有重要意义．笔者采用一维归一化带限 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数来

模拟一维分形粗糙面，根据微扰法研究了该分形粗糙面下方介质２中的电磁散射，得到了一维带限

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ分形粗糙面透射波散射系数的分形特征、基本特征、分区特征和随频率变化的特征，笔者只研究

了一维 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ分形粗糙面透射系数的特征，对于其他谱分布的粗糙面及二维粗糙面的透射散射问题还

有待于作进一步地深入研究，有关计算结果有待于进一步实验验证．
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