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摘要：利用Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ等人提出的周期为３
犿
－１且具有理想自相关性质的三元序列，运用混淆和平衡的

思想，构造出满足一定条件的周期为３
犿＋１
－１的列序列集，从而构造出周期为３

狀
－１的三元低相关区序列

集．其中犿，狀为正整数，且满足（犿＋１）狘狀．计算结果表明，依ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界，该低相关区序列集

是最优的，可用于实际的准同步ＣＤＭＡ系统中．
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对准同步ＣＤＭＡ系统，同步误差控制在一定范围以内，如一个或者几个码片周期，要求扩频序列在零延

时附近具有尽可能小的相关函数，低相关区（ＬＣＺ）序列集正好具有这种良好的相关特性．ＬＣＺ序列不要求

序列在整个周期内具有较低的相关性，而只要求序列在同步误差范围内具有低的相关性质．正因为ＬＣＺ序

列集的这一性质使得它被广泛地应用于准同步ＣＤＭＡ系统中．目前，人们已经提出了多种构造ＬＣＺ序列集

的方法．龙必起等
［１］利用ＧＭＷ序列的复合序列构造了一类二元ＬＣＺ序列集．随后，唐小虎等将文献［１］的

构造推广到了狆—元（狆为奇素数，以下同）ＬＣＺ序列集
［２］．Ｋｉｍ等人利用具有二值理想自相关函数的序列在

犣４ 上构造了四元ＬＣＺ序列集
［３］．最近，Ｊａｎｇ等人

［４］又分别利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列、具有二值理想自相关函数的

二元序列和狆—元序列构造了不同的ＬＣＺ序列集，且这些序列集依ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界都是最优的．随

后，Ｊａｎｇ和Ｎｏ利用统一序列构造了狆
２—元ＬＣＺ序列集

［５］，推广了文献［３］的构造．

受文献［４］中利用具有二值理想自相关函数的二元序列构造ＬＣＺ序列集的启发，笔者利用 Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ等

人提出的具有二值理想自相关函数的三元序列［６］，运用混淆和平衡的思想，构造了一类三元ＬＣＺ序列集．结

果表明，依 ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界，笔者提出的三元 ＬＣＺ序列集也是最优的，可应用于实际的准同步

ＣＤＭＡ系统中．
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１　基本概念

设犛是包含犓 个周期为犖 ＝狆
狀
－１的狆— 元序列集合，记为

犛＝ ｛狊犻（狋）０≤犻≤犓－１，０≤狋≤犖－１｝　．

　　定义１　狆— 元序列集犛中两个序列狊犻（狋）和狊犼（狋）间的相关函数定义为

犆狊
犻
，狊
犼

（τ）＝∑
犖－１

狋＝０

ω
狊
犻
（狋）－狊

犼
（狋＋τ）
　，　０≤犻，犼≤犓－１　，　０≤τ≤犖－１　，

其中ω＝ｅｘｐ（２πｉ／狆）（ｉ＝（－１）
１／２）是狆次本原单位根．当犻＝犼时，称函数犆狊

犻
，狊
犼

（τ）为序列狊犻（狋）的自相关函数．

定义２　若序列狊（狋）的自相关函数满足：犆狊，狊（τ）＝
狆
狀
－１　， 若τ＝０ｍｏｄ（狆

狀
－１）　，

－１　， 若τ≠０ｍｏｄ（狆
狀
－１）　

烅
烄

烆 ．

称序列 ｛狊（狋）｝具有二值（理想）自相关函数
［７］．

定义３　设犪＝｛犪犻｝，犫＝｛犫犻｝为两个周期序列，如果存在整数犽，使得犪犻＝犫犻＋犽对任意的狋≥０均成立，则

称犪与犫是循环等价的．否则，称这两个序列循环不等价．

定义４　对于序列集合犛＝｛狊犻（狋）０≤犻≤犓－１，０≤狋≤犖－１｝，若给定正整数δ犖，可定义低相关

区犔如下：

犔＝ｍａｘ｛犜 犆狊
犻
，狊
犼

（τ）≤δ，（τ ＜犜且０≤犻≠犼≤犓－１）或（０＜ τ ＜犜且０≤犻＝犼≤犓－１）｝．

如果犔≥１，则犛为一个参数为（犖，犓，犔，δ）的低相关区序列集
［２］．

定义５　设犳（狓）是从 犉狆狀 到犉狆犿 的函数，且满足犿狘狀，如果对任意的狉∈犉狆犿，狓∈犉狆狀，均有

犳（狉狓）＝狉
犱
犳（狓），则称犳（狓）是从犉狆狀 到犉狆犿 的犱ｆｏｒｍ函数

［８］．

引理１　由文献［９］中引理４，设狆为素数，则周期为狆
狀
－１的狆—元序列有二值理想自相关函数，当且仅

当狆— 元序列具有差分平衡性质．

引理２　由文献［４］中定理２，令犿和狀为不同的整数，且满足犿狀，犳（狔）和犵（狔）为犉狆犿 到犉狆的周期为

狆
犿
－１的循环不等价序列，从犉狆狀 到犉狆犿 的函数犺（狓）是犉狆犿 上的１ｆｏｒｍ函数，且满足平衡性质和差分平衡

性质．令犳（０）＝犵（０）＝０，则序列犳（犺（狓））和犵（犺（狓））间的互相关函数为

犚犳，犵（δ）＝
狆
狀－犿［犆犳，犵（δ）＋１］－１　， δ∈犉狆犿　，

狆
狀－２犿［犐（犳）＋１］［珔犐（犵）＋１］－１　， δ犉狆犿　

烅
烄

烆 ，

其中犐（犳）＝ ∑
狔∈犉



狆
犿

ω
犳（狔）

狆
，犆犳，犵（δ）＝ ∑

狔∈犉


狆
犿

ω
犳（δ狔）－犵（狔）

狆
，珔犐（·）表示犐（·）的复共轭．

在引理２中，犳（·）和犵（·）分别称之为序列犳（犺（·））和犵（犺（·））的二维表示的列序列．

显然，犐（犳）＝－１对应着列序列犳（狔）的平衡性质．若列序列是平衡的，则犚犳，犵（δ）＝－１，δ犉狆犿．要使

得犚犳，犵（１）＝－１成立，则必须有犆犳，犵（１）＝－１，即列序列集中的任两条序列的同步互相关函数值均为－１．

由上面的分析，Ｊａｎｇ等人提出了下面的性质．

性质１　由文献［４］中性质３，令犃表示周期为狆
犿
－１的序列集且满足如下３条性质：

（１）犃中所有的序列均是循环不等价的；

（２）犃中的任一条序列均具有平衡性质；

（３）犃中任意两条序列的同步互相关函数值均为－１．即犆狊
犻
，狊
犼

（１）＝－１．

对引理２分析不难得出结论：如果能构造出满足性质１的序列集犃，则可构造出参数为（狆
狀
－１，犃 ，

（狆
狀
－１）／（狆

犿
－１），１）的狆－元低相关区序列集．笔者正是基于这一结论来构造低相关区序列集的．

在本文中的第３部分，笔者将基于Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ等人提出的具有二值理想自相关函数的三元序列，运用混

淆和平衡的思想，构造出满足性质１的序列集犃，再根据上面的结论，由序列集犃 构造出新的低相关区序

列集．
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２　三元犔犆犣序列集的新构造

２００１年，Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ等人
［６］提出了一类具有二值理想自相关函数的三元序列，该序列的周期为３

犿
－１，

其中犿＝３犽，犽为正整数．需要指出的是，下文中出现的犿也必须满足犿 ＝３犽．下面将利用该三元序列构造出

一系列满足性质１的列序列集．如定理１所述．

定理１　令犿１（狓），犿２（狓）和犿３（狓）是３个具有理想自相关性质的三元序列，且周期均为３
犿
－１．犔１，犔２

和犔３分别表示序列犿１（狓），犿２（狓）和犿３（狓）的线性复杂度．假定若犿１（狓），犿２（狓）和犿３（狓）是循环不等价的，

则犔１＋犔２＋犔３＋ｍａｘ（犔１，犔２，犔３）＜３
犿
－１；若犿１（狓），犿２（狓）和犿３（狓）是两两循环等价的，则犔１ ＝犔２ ＝

犔３ ＜３
犿－１；定义新的三元序列狊犻（狋）如下：

当０≤犻≤３
犿
－２时，

狊犻（狋）＝

犿１（狋＋犻）　， ０≤狋≤３
犿
－２　，

０　， 狋＝３
犿
－１　，

犿２（狋－１－犻）　， ３
犿
≤狋≤２×３

犿
－２　，

０　， 狋＝２×３
犿
－１　，

犿３（狋－２－犻）　， ２×３
犿
≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ，

　 （１）

　　当３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３时，

狊犻（狋）＝

犿１（狋＋犻）　， ０≤狋≤３
犿
－２　，

０　， 狋＝３
犿
－１　，

犿２（狋－１－犻）＋１　， ３
犿
≤狋≤２×３

犿
－２　，

１　， 狋＝２×３
犿
－１　，

犿３（狋－２－犻）　， ２×３
犿
≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ，

　 （２）

　　当２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４时，

狊犻（狋）＝

犿１（狋＋犻）　， ０≤狋≤３
犿
－２　，

０　， 狋＝３
犿
－１　，

犿２（狋－１－犻）　， ３
犿
≤狋≤２×３

犿
－２　，

２　， 狋＝２×３
犿
－１　，

犿３（狋－２－犻）＋２　， ２×３
犿
≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ，

　 （３）

狊３犿＋１－３（狋）＝

０　， ０≤狋≤３
犿
－２　，

１　， ３
犿
－１≤狋≤２×３

犿
－２　，

２　， ２×３
犿
－１≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ，

狊３犿＋１－２（狋）＝

０　， ０≤狋≤３
犿
－２　，

２　， ３
犿
－１≤狋≤２×３

犿
－２　，

１　， ２×３
犿
－１≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ．

那么序列集狊犻（狋）满足性质１．

证明　由狊犻（狋）的定义，很容易得出序列集狊犻（狋）中的任一条序列均是平衡的．由于序列犿１（狓），犿２（狓）

和犿３（狓）均具有理想自相关性质，由引理１，这些序列满足差分平衡特性，从而狊犻（狋）满足性质１中的（３）．下

面只需要证明狊犻（狋）中的序列均是循环不等价的．

显然，最后两条序列狊３犿＋１－３（狋）和狊３犿＋１－２（狋）和其他任何一条序列均循环不等价，且狊３犿＋１－３（狋）和狊３犿＋１－２（狋）

两者也满足循环不等价．所以只要证明，对任意的犻，犼，０≤犻，犼≤３
犿＋１
－４和τ，要使狊犼（狋）＝狊犻（狋＋τ）成立，当

且仅当犻＝犼和τ＝０．
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１）０≤犻，犼≤３
犿
－２，０≤τ≤３

犿
－２．

不难得出表达式狊犻（狋＋τ）可以表示为

狊犻（狋＋τ）＝

犿１（狋＋犻＋τ）　， ０≤狋≤３
犿
－２－τ　，

０　， 狋＝３
犿
－１－τ　，

犿２（狋－１－犻＋τ）　， ３
犿
－τ≤狋≤２×３

犿
－２－τ　，

０　， 狋＝２×３
犿
－１－τ　，

犿３（狋－２－犻＋τ）　， ２×３
犿
－τ≤狋≤３

犿＋１
－２－τ　，

犿１（狋＋犻＋τ－２）　， ３
犿＋１
－１－τ≤狋≤３

犿＋１
－２　

烅

烄

烆 ．

（４）

假定对于所有的狋，狊犼（狋）＝狊犻（狋＋τ）成立，由表达式（１）和（４）有：

犿１（狋＋犼）＋犿１（狋＋犻＋τ）＝０　，　０≤狋≤３
犿
－２－τ　， （５）

犿１（狋＋犼）＋犿２（狋－１－犻＋τ）＝０　，　３
犿
－τ≤狋≤３

犿
－２　， （６）

犿２（狋－１－犼）＋犿２（狋－１－犻＋τ）＝０　，　３
犿
≤狋≤２×３

犿
－２－τ　， （７）

犿２（狋－１－犼）＋犿３（狋－２－犻＋τ）＝０　，　２×３
犿
－τ≤狋≤２×３

犿
－２　， （８）

犿３（狋－２－犼）＋犿３（狋－２－犻＋τ）＝０　，　２×３
犿
≤狋≤３

犿＋１
－２－τ　， （９）

犿３（狋－２－犼）＋犿１（狋＋犻＋τ－２）＝０　，　３
犿＋１
－１－τ≤狋≤３

犿＋１
－２　， （１０）

式（５），（７），（９）的左边有３
犿
－１－τ个连续的０，因此，如果τ＜３

犿
－ｍａｘ（犔１，犔２，犔３），即３

犿
－１－

τ≥ｍａｘ（犔１，犔２，犔３），则有犼＝犻＋τ，－１－犼＝－１－犻＋τ，－犼＝－犻＋τ．从而犻＝犼，τ＝０．此时式（６），（８），

（１０）无意义；

如果τ≥３
犿
－ｍａｘ（犔１，犔２，犔３），则τ－１≥３

犿
－１－ｍａｘ（犔１，犔２，犔３）＞犔１＋犔２＋犔３，则如果式（６），（８），

（１０）成立，只有犿１（狋）＝犿２（狋）＝犿３（狋）．即犿１（狓），犿２（狓），犿３（狓）必须满足两两循环等价．则有狋＋犼＝狋－

１－犻＋τ，狋－１－犼＝狋－２－犻＋τ，狋－２－犼＝狋－２＋犻＋τ，由这３个等式方程得不到τ的解．

由上面两点可以得出，要使式（５）～（１０）成立，只有犻＝犼，τ＝０．

２）０≤犻，犼≤３
犿
－２，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

３）０≤犻，犼≤３
犿
－２，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

４）３
犿
－１≤犻，犼≤２×３

犿
－３，０≤τ≤３

犿
－２．

５）３
犿
－１≤犻，犼≤２×３

犿
－３，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

６）３
犿
－１≤犻，犼≤２×３

犿
－３，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

７）２×３
犿
－２≤犻，犼≤３

犿＋１
－４，０≤τ≤３

犿
－２．

８）２×３
犿
－２≤犻，犼≤３

犿＋１
－４，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

９）２×３
犿
－２≤犻，犼≤３

犿＋１
－４，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

１０）０≤犻≤３
犿
－２，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，０≤τ≤３

犿
－２．

１１）０≤犻≤３
犿
－２，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，０≤τ≤３

犿
－２．

１２）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，０≤犼≤３

犿
－２，０≤τ≤３

犿
－２．

１３）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，０≤τ≤３

犿
－２．

１４）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，０≤犼≤３

犿
－２，０≤τ≤３

犿
－２．

１５）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，０≤τ≤３

犿
－２．

１６）０≤犻≤３
犿
－２，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

１７）０≤犻≤３
犿
－２，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

１８）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，０≤犼≤３

犿
－２，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

１９）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

２０）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，０≤犼≤３

犿
－２，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．

２１）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，３

犿
≤τ≤２×３

犿
－２．
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２２）０≤犻≤３
犿
－２，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

２３）０≤犻≤３
犿
－２，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

２４）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，０≤犼≤３

犿
－２，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

２５）３
犿
－１≤犻≤２×３

犿
－３，２×３

犿
－２≤犼≤３

犿＋１
－４，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

２６）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，０≤犼≤３

犿
－２，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

２７）２×３
犿
－２≤犻≤３

犿＋１
－４，３

犿
－１≤犼≤２×３

犿
－３，２×３

犿
≤τ≤３

犿＋１
－２．

以上列出了犻，犼，τ取在不同范围时的各种情况，用与讨论１）相同的方法可以证明：当犔１＋犔２＋

犔３＋ｍａｘ（犔１，犔２，犔３）＜３
犿
－１，以上每种情况下都有狊犻（狋）和狊犼（狋）是循环不等价的．

２８）τ＝３
犿
－１．

２９）τ＝２×３
犿
－１．

在２８），２９）两种情况下，显然有：狊犻（狋＋τ）≠狊犼（狋），０≤犻，犼≤３
犿＋１
－４．

以上各种情况的讨论证明，对于所有的犻和犼，狊犻（狋）和狊犼（狋）都是循环不等价的．从而完成了定理１的

证明．

利用引理２和定理１中描述的列序列集，根据第２部分得出的结论，可构造出新的三元ＬＣＺ序列集，其

构造如定理２所述．

定理２　令狀和犿是不同的正整数，且满足（犿＋１）狀，犜＝（３
狀
－１）／（３

犿＋１
－１）．令α是域犉３狀 的本原元，

则β＝α
Ｔ 是域犉３犿＋１ 的本原元．令犺（狓）是从犉３狀 到犉３犿＋１ 的１ｆｏｒｍ函数，且具有平衡和差分平衡性质．令

犳犻（β
狋）＝狊犻（狋），这里狊犻（狋）是定理１中定义的三元序列．那么序列集犅定义为：犅＝｛狌犻（狋）＝犳犻（犺（α

狋））０≤

犻≤３
犿＋１
－２，０≤狋≤３

狀
－２｝，则序列集犅是参数为（３

狀
－１，３

犿＋１
－１，犜，１）的ＬＣＺ序列集．

唐小虎等人得到了ＬＣＺ序列的下界．如引理３所述．

引理３　（ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界）　设犛是（犖，犓，犔，δ）ＬＣＺ序列集，则参数间满足：犓犔－１≤ （犖－

１）／（１－δ
２／犖））．当等式成立时，称ＬＣＺ序列集犛是最优的

［１０］．

下面来检验定理２中的ＬＣＺ序列集犅是否是最优的．

推论１　依ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界，定理２构造的 （３
狀
－１，３

犿＋１
－１，犜，１）ＬＣＺ序列集犅是最优的．

证明　取犖＝３
狀
－１，犓＝３

犿＋１
－１，δ＝１，则有 （３

犿＋１
－１）犔－１≤（３

狀
－２）（１－１／（３

狀
－１）），故犔≤

３
狀／（３

犿＋１
－１），由于犔是整数，所以犔≤ ３

狀／（３
犿＋１
－１） ＝ （３

狀
－１）／（３

犿＋１
－１）＝犜．

因此，定理２所构造的 （３
狀
－１，３

犿＋１
－１，犜，１）ＬＣＺ序列集犅是最优的．

３　结　　论

利用Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ等人提出的具有二值理想自相关函数的三元序列，构造出了满足性质１的列序列集．进

而构造了一类参数为 （３
狀
－１，３

犿＋１
－１，犜，１）的ＬＣＺ序列集，其中犜＝ （３

狀
－１）／（３

犿＋１
－１）．笔者的构造方法

不同于文献［１，４］中构造狆—元ＬＣＺ序列集的方法．构造出满足性质１的列序列集是笔者构造三元ＬＣＺ序

列集的关键，且构造的ＬＣＺ序列集依ＴａｎｇＦａｎＭａｔｓｕｆｕｊｉ界是最优的，可应用于实际的准同步ＣＤＭＡ系统

中．
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