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摘要：基于非线性电磁理论，推导了无耗非线性左手材料中差频耦合波方程，由此方程分析了相位匹配

条件下信号波与差频波的反向能量转换过程及其空间分布．发现有限厚度的非线性左手介质板能够得

到比右手材料更大的信号波和差频波能量输出．因此可利用非线性左手材料制备更加小型化的微波放

大器，并通过参量调节来控制材料的左、右手特性，从而实现信号波输出方向可调的小型微波放大器件．
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近年来的理论分析［１，２］和实验结果［３，４］已经证明人们能够制造出一种表现出负折射率特性的微观结构

材料．尤其是将金属开口谐振环和金属杆排列成的周期紧致结构表现出有效介电常数和磁导率的实部为负

值的特性．这种材料通常被称之为左手材料或负折射率材料．前苏联科学家Ｖ．Ｇ．Ｖｅｓｅｌａｇｏ
［５］在很多年前

就对这种材料的奇异特性做出了假设，而这些特性却只在近年来才得到证明．媒质因具有负折射率而会表现

出很多奇特的性质，如反多普勒效应（Ｄｏｐｐｌｅｒｅｆｆｅｃｔ）、反Ｓｎｅｌｌ定律、反切伦柯夫辐射（Ｃｅｒｅｎｋｏｖｒａｄｉａｔｉｏｎ）．

人们对左手材料的研究主要集中在线性范围内，即材料的介电常数和磁导率与电场和磁场的强度无关．然

而，为了实现对左手材料的可调，即通过场强的变化来控制材料的传输特性，则需要对非线性左手材料进行

深入的研究．

２００３年，Ｚｈａｒｏｖ等提出将构成左手系材料的带缝环状谐振器（ＳＲＲｓ）和金属线条嵌入非线性电介质中

会产生磁滞非线性效应，而用非线性电介质（如二极管）填充ＳＲＲｓ的缝隙也会产生相应的非线性效应
［６］，并

从试验上证明了变容二极管加载ＳＲＲ环结构的本征谐振频率能够在很大的频率范围内变化
［７］，并观察到自

感非线性效应．波在非线性左手材料中传播，将会产生许多奇异的物理现象，包括孤立波、二次谐波的产生以

２００８年１２月

第３５卷　第６期
　

西安电子科技大学学报（自然科学版）
犑犗犝犚犖犃犔　犗犉　犡犐犇犐犃犖　犝犖犐犞犈犚犛犐犜犢

　
Ｄｅｃ．２００８

Ｖｏｌ．３５　Ｎｏ．６



及三波耦合等等．文献［８］和［９］分别研究了相位畸变小信号条件下的半无限大非线性左手材料和有限厚度

非线性左手平板中的二次谐波现象，假设入射基波为双负特性而二次谐波为双正特性，从而在非线性材料中

产生反向流动的奇异现象．

现有对非线性左手材料的研究仅限于和频耦合过程，笔者将其推广到差频耦合过程，通过推导无耗非线

性左手材料中的曼利诺关系及差频耦合基本方程，分析了非线性左手平板中，相位匹配条件下信号波和差

频波的能量转换过程和空间分布，发现了一些新特性．同时给出有限厚度平板中场强分布数值结果，对文中

结论进行了验证．

图１　媒质参数ε和μ随频率变化曲线

（插图为单元ＳＲＲｓ栅格结构）

１　非线性左手材料的差频耦合基本方程

３个频率的波在非线性介质中的耦合，使得其中任何一对

波一起感应一个极化，这个极化的振荡频率就是第３束波的频

率．如果满足条件犽１＋犽２－犽３ ＝０，那么只要考虑ω１，ω２和ω３这

３个频率的波的耦合即可，而完全可以不考虑这３个频率的波与

其他频率的波的任何耦合．为保证储能为正，实际左手材料必然

是色散及有耗的，然而损耗对非线性左手材料中各次谐波解影

响很小［８］．这里引用文［８］模型：ε（ω）＝１－ω
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分别选择参数犳０＝５ＧＨｚ，犳狆＝７ＧＨｚ，犉＝０．３，犪＝３ｍｍ，犱＝８

ｍｍ，犝犮犚犱 ＝１，其中犪为谐振环半径，犚犱 为二极管电压为零时的微分电阻，犝犮 为由二极管伏安特性犐＝

犐（０ ｅｘｐ（犝／犝犮）－ ）１ 定义的特性参数．材料参数ε和μ随频率变化曲线如图１所示，图中实线为磁导率μ（ω），

虚线为介电常数ε（ω），点线为折射率狀．在双负区域中选择信号频率ω１，泵浦频率ω３和差频频率ω２ ＝ω３－ω１

图２　 非线性介质差频过程模型图

位于双正区域中，则有μ（ω１）＜０，ε（ω１）＜０，μ（ω２，３）＞０，ε（ω２，３）＞０，

那么犛ω
１

与波矢犽１ 方向相反，而犛ω
２，３
与波矢犽２，３ 方向相同．

引入模型，假设一无耗非线性介质板（如图２），具有图１中媒质特

性，厚度为犔．一信号频ω１的平面波犛ω
１

沿－狕方向垂直入射介质板，假

设信号波在狕＝犔处全入射，由于实际中信号波产生的反射只在介质

外产生波形叠加，而这里主要讨论介质中波的变化过程，并分别得到

各频率波分量的数值解，故在分析过程中忽略信号波的反射．由于材

料在信号频率表现双负特性，则波矢犽１ 方向与犛ω
１

相反，沿狕方向．泵

浦波及闲频波的波矢犽３，２ 与能流密度犛ω
３，２
同向，亦沿狕方向．犎１（ω，

狕），犎２（ω，狕），犎３（ω，狕）分别为３平面波的标量复振幅．左手材料的

非线性效应主要由波的磁分量引起［６］，而无耗均匀磁性介质的二阶非

线性磁化率可分别表示为

犕
（２）（ω１，狕）＝μ０χ

（２）（ω３，－ω２）：犪（ω２）犪（ω３）×犎（ω３，狕）犎
（ω２，狕）ｅｘｐ［－ｊ（犽３－犽２）狕］　， （１）

犕
（２）（ω２，狕）＝μ０χ

（２）（ω３，－ω１）：犪（ω３）犪（ω１）×犎（ω３，狕）犎
（ω１，狕）ｅｘｐ［－ｊ（犽３－犽１）狕］　， （２）

犕
（２）（ω３，狕）＝μ０χ

（２）（ω１，ω２）：犪（ω１）犪（ω２）×犎（ω１，狕）犎（ω２，狕）ｅｘｐ［－ｊ（犽１＋犽２）狕］　， （３）

式中犪（ω犻）为波极化矢量的单位矢量．将极化率代入异向性介质中波的混合过程的基本方程
［９］，可得所要求

的差频过程耦合波方程组，（１）式中由于ε（ω１）＜０，故“－”留在根号外：

ｄ犎（ω１，狕）

ｄ狕
＝－ｊ

ω１
犮

ε（ω１）

μ（ω１
（ ））

１／２

χ
（２）

犮 犎（ω３，狕）犎
（ω２，狕）ｅｘｐ［ｊΔ犽狕］　， （４）
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ｄ犎（ω２，狕）

ｄ狕
＝ｊ
ω２
犮

ε（ω２）

μ（ω２
（ ））

１／２

χ
（２）

犮 犎（ω３，狕）犎
（ω１，狕）ｅｘｐ［ｊΔ犽狕］　， （５）

ｄ犎（ω３，狕）

ｄ狕
＝ｊ
ω３
犮

ε（ω３）

μ（ω３
（ ））

１／２

χ
（２）

犮 犎（ω１，狕）犎（ω２，狕）ｅｘｐ［－ｊΔ犽狕］　， （６）

上式中犮为光速，Δ犽＝犽１＋犽２－犽３ 为差频过程的波矢失配．

２　差频过程的曼利诺关系及能量分布

令场量犃犻 （＝ μ（ω犻）／ε（ω犻 ））
１／４犎（ω犻，狕）（ω犻）

１／２，犻＝１，２，３，且满足差频过程中的共线波矢相位匹配

Δ犽＝０．假设是泵浦波ω３ 无损耗的小信号相互作用，那么ｄ犃３（狕）／ｄ狕≈０，于是耦合波方程组简化为

ｄ犃１（狕）／ｄ狕＝－ｊ犵犃

２
（狕）　， （７）

ｄ犃２（狕）／ｄ狕＝ｊ犵犃

１
（狕）　， （８）

式中犵为非线性耦合增益系数，定义为

犵＝
χ
（２）

犮

犮
犃３（０）

ε（ω１）ε（ω２）ε（ω３）

μ（ω１）μ（ω２）μ（ω３
（ ））

１／４

ω１ω２ω（ ）３
１／２
　．

对式（７）求导，再把式（８）的共轭代入其中，得到

ｄ
２
犃１（狕）／ｄ狕

２
＋犵

２
犃１（狕）＝０　． （９）

　　该式的通解为犃１（狕）＝犮１ｃｏｓ（犵狕）＋犮２ｓｉｎ（犵狕），犮１，犮２为任意常数．狕＝犔时的初始边界条件为：犃１（狕＝

犔）＝犃１（犔），犃２（狕＝０）＝０．所以式（９）满足边界条件的解为：犮１ ＝犃１（犔）／ｃｏｓ（犵犔），犮２ ＝０．则有

犃１（狕）＝犃１（犔）ｃｏｓ（犵狕）／ｃｏｓ（犵犔）　， （１０）

犃

２
（狕）＝－ｊ犃１（犔）ｓｉｎ（犵狕）／ｃｏｓ（犵犔）　． （１１）

由于ω 犃（狕）
２
∝犛ω，且两者只相差一个常数，在狕＝０时的边界条件为犃２（狕＝０）＝０，差频波的能量转换效率为

η＝
ω２

ω１

犃２（犔）
２

犃１（犔）
２ ＝

ω２

ω１
ｔａｎ

２（犵犔）　． （１２）

图３　信号波向差频波能量转化效率

随非线性介质厚度变化曲线图

可见差频与信号频能量之比随着非线性材料板厚度的增加而周

期性地变化，在犵犔 → （２狀－１）π／２，狀＝１，２，３，… 时η→∞，如

图３所示．与和频过程不同，差频过程限制能量输送的是泵浦波

能量，因而在某些介质厚度的情况下，信号波能够得到放大．

将式（１０）与式（１１）模量相加，得到

犃１（狕）
２
＋ 犃２（狕）

２
＝
犃１（犔）

２

ｃｏｓ
２（犵犔）

＝犮　． （１３）

上式为非线性左手材料中差频的曼利罗关系式犛ω
１
／ω１－犛ω２

／ω２

＝犮的另一表示形式，式中犮表示常数．而右手材料中的表示式为

犃１（狕）
２
－ 犃２（狕）

２
＝ 犃１（０）

２
＝犮　． （１４）

两者表达式上的区别，决定了材料中信号波与差频波能量分布

的不同，如图４．

图４（ａ）为非线性左手材料中信号波与差频波的能量分布

图，介质板厚度犵犔 ＝２，信号波ω１由介质板右侧入射，差频波ω２在板内向右传播，两者在非线性相互作用中

在介质内部周期地相互转化．作为对比，图４（ｂ）为非线性右手材料情况，介质板厚度不变，可见信号波与差

频波能量均沿传播方向单调地增大．

３　数值结果与分析

为直观理解上述结论，下面对左手材料平板内场及能量分布进行仿真分析，并以图的形式给出，图１中
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图４　相位匹配条件下，非线性介质板内信号波与差频波能流分布图

模型满足差频过程中共线波矢相位匹配条件的信号波频率为犳１＝５．２７８ＧＨｚ，差频波频率为犳２＝

７．９４３ＧＨｚ，则泵浦波频率为犳３＝１３．２２１ＧＨｚ．同时分别计算出左、右手介质板中归一化（对输入信号波场）

场分布数值结果，如图５，选择介质厚度为接近于π／２的犵犔 ＝１．５６．

图５　场强分布图

图５（ａ）为信号波场分布，信号波由介质板右侧入射，其场强在介质内沿－狕方向逐渐增大．图５（ｂ）为波

形更密的差频场分布，其场强在介质区内沿狕方向由０逐渐增大．同时计算得到了右手材料中场分布数值结

果，为保证相位匹配条件，ε（ω）和μ（ω）均取左手材料中该值的绝对值，而其他值不变．图５（ｃ）和（ｄ）分别为

信号波与差频波的场分布．对比左、右手情况中的场值大小，可观察到左手介质板可将信号波和差频波放大

达９０多倍，而同样厚度的右手介质板只能放大两倍多．即证明了非线性左手介质板可将信号波和差频波向

相反方向放大，且在厚度犵犔 →（２狀－１）π／２，狀＝１，２，３，…情况下左手介质板可获得更大的能量输出．根据

该性质，可利用非线性左手材料制备更加小型化的微波放大器，同时由于左手材料的可调特性［７］，可通过对

参数ε和μ的控制来调节和频频率处材料的左、右手特性，从而实现信号波输出方向可调的微波放大器件．

４　结 束 语

基于电磁场理论，从理论上推导了无耗非线性左手材料中差频耦合波方程，分析了相位匹配条件下，无

耗非线性左手介质平板中信号波与差频波的反向能量转换过程和空间分布，发现某些特定厚度的非线性左

手介质板能够得到比右手材料更大的信号波和差频波能量输出．同时给出有限厚度介质板中归一化场强分

布数值结果，验证了文中结论的正确性．提出可利用非线性左手材料制备更加小型化的微波放大器，并通过

参量调节来控制材料的左、右手特性，从而实现信号波输出方向可调的微波放大器件．笔者的工作将非线性
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理论扩展到了左手材料的领域，为实现左手材料的非线性应用奠定了基础．
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简　讯

?　２００８年５月２１日～２５日，美国中佛罗里达大学（ＵＣＦ）ＪｕｉｎＪＬｉｏｕ来校进行学术访

问．Ｌｉｏｕ教授是ＩＥＥＥ的Ｆｅｌｌｏｗ，ＩＥＥＥＥＤＳ副主席．他在微／纳电电子学计算机辅

助设计、ＲＦ器件的模型与仿真、静电防护设计与仿真等研究领域，曾获得过多项

奖励．

?　２００８年５月２３日～２６日，加拿大工程院院士、蒙特利尔大学终身教授Ｄ．Ｈａｃｃｏｕｎ

博士来校进行了讲学访问．Ｄ．Ｈａｃｃｏｕｎ教授是蒙特利尔大学工学院的终身教授，分

别在蒙特利尔大学、麻省工学院、ＭｃＧｉｌｌｌ大学取得学士、硕士和博士学位．他是

ＩＥＥＥ终身高级会士（ＬｉｆｅＦｅｌｌｏｗ）和加拿大工程院院士（Ｆｅｌｌｏｗ），ＩＥＥＥ高级会士

（Ｆｅｌｌｏｗ）提名和评委等．
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